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On se propose dans cet exposé de rendre compte de résultats récents
obtenus par G. Métivier [161 concernant 1'hypoanalyticité pour des opérateurs
homogénes invariants & gauche sur certains groupes de rang 2 généralisant le

groupe de Heisenberg.

§1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, nilpotent de rang

r dont 1'algébre de Lie gfadmet la décomposition.

R

avec [gi' %j] c 9i+j sii+j < «r
G, (jj] =0 si i+ > r

On identifie 9 aux champs de vecteurs invariants & gauche sur G et 1l'algébre
enveloppante 1&(‘%) aux opérateurs différentiels invariants & gauche.

On munit 9-(et G) des dilatations usuelles &, (A>0) définies par :

A

(1.2 §,% = AIx X d .
) 2 pour ans 93

6X se prolonge & QL(%) et on désigne par ’uh(g) le sous-espace des opérateurs
homogénes de degré m € N .

On désigne par 6 1'ensemble des (classgs d'équivalence de) représentations
unitaires irréductibles.

Rappelons que l'application exponentielle (notée exp) réalise un difféomorphisme
global de 3, sur G .

On s'intéresse ici particuliérement au cas ol le rang de nilpotence de G est égal

a 2.
*
Pour n dans 9 2 \ O, on considére la forme bilinéaire antisymétrique

Bn définie pour tout X, X' dans 91 par :
(1.3) B (X,X") =<n, [X,x']>
*
On dira que G vérifie la condition (H) si, pour tout n dans 9,2\ o, Bn est non

dégénérée. Dans ce cas, la dimension de % 1 est paire. (On pose dim 91 = 2n).

Rappelons tout d'abord le théoréme suivant qui est plus ou moins un cas particulier



du travail de Métivier [15] , exposé a ce séminaire 1l'année derniére (cf.

également [8] ).

Théoréme 1.1 : Si G ne vérifie pas la condition (H), il n'existe pas d'opérateurs

hypoelliptiques analytiques dans 7%2(%)-

Le probléme de savoir s'il en existe dans zﬂn(g ) (m > 2) est abordé dans

[8] et est 1ié & un probléme de valeurs propres non linéaires (cf [17]) .

Dans [16], G. Métivier démontre le théoréme suivant :

Théoréme 1.2 : On suppose que G vérifie la condition (H) et soit P dans ﬂ%(g ).

Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) P est hypoelliptique analytique
ii) P est hypoelliptique
iii) Pour toute représentation T dans é non triviale, T™T(P) est injectif dans
41T (espace des vecteurs ¢ dem)
iv) ©Pour toute représentation T dans ¢ non triviale, m(P) est injectif dans

E (espace des vecteurs entiers de 7 ).

L'exemple le plus connu de groupe nilpotent vérifiant la condition (H)
est 1'exemple du groupe de Heisenberg. Dans ce cas, l'implication ii) = i)
résulte du travail de D. S. Tartakoff [20] .

2n
2
Lorsque P = Y X, (ot Xi' i=1,...,n désigne une base de 9,1) une
i=1
solution explicite de la solution fondamentale a été obtenue par G. B. Folland

( [3] ) (cf. également le travail de B. Gaveau [4] ). Il est démontré dans [7]
[13] qu'il existe toute une famille de groupes nilpotents de rang 2 qui admettent
le méme type de solutions fondamentales.

Lorsque m est égal & 2, P est un opérateur & caractéristiques doubles
et la condition (H) dit que la variété caractéristique de cet opérateur est
symplectique. Si de plus le symbole principal est réel, l'implication ii) = i)
résulte du travail de F. Tréves [21]. C'est d'ailleurs ce travail qui a inspiré

les constructions faites ici par G. Métivier.

Avant d'aborder la démonstration de 1l'implication ii) = i) plus en détail,
donnons quelques indications sur les autres points.

L'équivalence de (ii) et de (iii) est vraie pour les groupes nilpotents
gradués généraux et est démontrée dans le cas général par B. Helffer et J. Nourri-
gat (cf [10] et la bibliographie qui y figure pour les cas particuliers démontrés

auparavant) .
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L'implication (i) = (iii) est implicitement dans [19] ; si u est un

é€lément non nul de T vérifiant

m(P)u = O

, ~ + oo -2 © ) -
La fonction u(g ) = Ic) <ﬂ(6x g)u,u> e 'd) est C et non analytique au voisina-

ge de l'origine de G (si m est non dégénérée sur exp EVZ)'
L'implication iii) = iv) est triviale ; la réciproque résulte de 1l'étude
de propriétés d'opérateurs a coefficients polynomiaux et sa démonstration ne fait

pas intervenir la condition (H). Nous reviendrons sur sa démonstration au § 6.

On va démontrer l'implication iii) = i) en construisant une solution élé-
. . t . . -
mentaire E, analytique en dehors de O, de P. On en déduira un inverse a gauche

de P par la formule :

E *xpu=u pour ueg'(G)
(ou E désigne la distribution ﬁ(g) = E(g_l)).

Comme 1'hypoellipticité de P implique celle de tP, on construira dans

la suite une solution élémentaire pour P.

§2. REPRESENTATIONS. FORMULE DE PLANCHEREL

Pour la construction de cette solution élémentaire, on utilise la

formule de Plancherel (cf. G. Lion [14] et C. Rockland [18] ).

Si G vérifie la condition (H), on distingue deux familles de représenta-

tions :
- Les representatlons triviales sur exp 92, paramétrées par (}1 et qui sont

scalaires. Pour & € 91, £ est défini par :

V X € 9"”& (exp X) = eix.£

ol on a écrit X = x+y avecx(-:% y€92
1’

- D'autre part, les représentations non triviales sur exp 9? qui sont paramétrées

par %2 \ 0 et dont nous allons maintenant rappeler une construction :

Pour n € %2 fixé, pour j = 1,...,n, il existe Tj et Zj dans 9/1 tels que



B (T.,T.) =B (2.,Z2,) =0
n(Jk n(J k)

B T.IZ)=(S.
n(J k jk

On définit alors ﬂn dans 1'espace L2(I{n) par

. . 2zt .
n n iy.n +1i *-2~+ 1z.s
T (exp( X t. T, + X 2z.2.+y))f(s) = e f (s+t)
j=1 13 3=

La représentation ﬂn ainsi construite dépend évidemment du choix de la base
(Tj'zj)' mais sa classe dans é ne dépend elle que de n

Pour tout no, il existe un voisinage conique [ de no , dans lequel
on peut choisir une base Tj(n),Zj(n) vérifiant (2.1), dépendant analytiquement de
n dans I de sgrte que, pour tout P dans QLm(S), nn(P) soit un polynéme non
commutatif de e et is, dont les coefficients sont des fonctions analytiques

et homogénes de degré m/2 enn , pour n dans I

Enfin, dans les coordonnées (t,z) associés a la base (Tj(n),Zj(n)), on a

(2.2) dx = (det Bn)_l/zdt.dz
3 N
Rappelons maintenant la notation suivante : pour ¢ dans (G) et m dans G, on
définit Tm(Y) par la formule
-1
(2.3) T = J. (g m(g )dg

On démontre alors la formule de Plancherel suivante pour les groupes vérifiant la

condition (H).

Formule de Plancherel

(2.4) v o € 36

; 1/2

n-n ®

©lg) = (2 m

(avec 2n = dim 91; n' = dim %2)

Il résulte de la formule de Plancherel que le candidat pour étre solution élémen-

taire de P est



_ -n-n' -1 1/2
E = (2m) J tr(Trn (P) TTn () (det Bn ) dan

ou plus correctement

(2.5) <E,p> = (2m) "7 Itr(nn @ (6)) (det B, )1/ 2an

§3. ETUDE DE P DANS LES REPRESENTATIONS

Remarquons tout d'abord que P étant hypoelliptique, Trn (P) est inversible

* -
pour tout n dans %2 \ O et que Trn(P) ! est un opérateur borné dans L (]Rn) .
-1
On pose dans la suite : KT] = Trn(P)
On montre ensuite le lemme suivant
* 0
Lemme 3.1 : Pour tout n dans %2 \0, il existe une distribution a(x,n ) dans

%'(%1) telle que, pour tout (¢ dans ’S(G), on ait
A
(3.1) tr(K_.m_($)) =J a(x,n ) ¥v(x,-n)dx
n n %1

v
oua ) désigne la transformation de Fourier en y de § = ¢, exp.

En outre, le noyau Kﬂ (t,s) de Kﬂ est dans ’g' (]Rnx ]Rn) et
(3.2) a(x,n) = j ek (@ o+ t/2,0 -t/2)aC
R" n

ol (t,z) sont les coordonnées de x associées & la base (Yj,Zj) définie précédemment.

La proposition clef de la démonstration de Métivier est une proposition

sur les opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux .

Soit Q = Q(%,s) aOLB su (—-g—s—)B un opérateur sur ]Rn. On
lol+1Rl<m

suppose que Q est un isomorphisme de l'espace

" = {(ue L2(]Rn)/sa8§ u € L2(]Rn) pour lal + 18] < m}

sur L2 (R n) .



Proposition 3.2 : Si l'ordre m de Q est supérieur & 2n+ 2, l'inverse K de Q est
tragable et son noyau K(t,s) est continu.
L'intégrale ©&(t,z) = j eiz.C K(z+ t/2, C-t/2)4dc converge absolument.
Notant X = (t,z), la fonction @(%) = ®(t,z) se prolonge en une fonction holomorphe
dans un céne T = (¥ € ¢2n , lIm ¥} < € IRe¥ |} , continue sur [ et y vérifie
l'estimation

~, 2
(3.3) &) s ce °IX

X n'
En outre, si les coefficients de Q dépendent analytiquement d'un paramétre n € C
(n dans un voisinage de n° ), alors, restreignant ce voisinage au besoin, la
fonction ¢ dépend analytiquement de n , se prolonge dans un cdne I' indépendant

de n et vérifie 1l'estimation (3.3) uniformément en n.

On applique cette proposition a Qn = ﬂn(P). La restriction sur 1l'ordre
de l'opérateur n'est pas importante puisque, pour étudier 1'hypoellipticité
N k
analytique, on peut toujours regarder, a la place de P, P'. Compte tenu de la

formule (3.2), on déduit de la proposition (3.2) la proposition suivante :

.k
Proposition 3.3 : Pour tout n dans 912\0, a(x, n) est une fonction continue

sur 91 et homogéne au sens suivant :
2 -m
(3.4) VA , alx, )\T] ) = N a(>\XrT])
L'application n -» a(.,n ) se prolonge en fonction holomorphe dans un cdéne

nl
c. ={nec / Ilmnl < elRenl}
a valeurs dans l'espace des fonctions continues bornées sur %&.

Il existe de plus des constantes C et p > O telles que :

/\
vV (x,n) € 3(1)( CE

L2
(3.5) latx,n)l < ¢C Inl m/2 _-pixln



§4. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE

On pose maintenant

(4.1) BE(x,n) = 2m1) " (get B, Y20, m)

Remarquons tout d'abord que lorsque 2n+2 <m < 2n+2n', la formule

(4.2) <E, ©> = J E(x, n) l/j\)(x,—n ) dxdn

définit une distribution homogéne (au sens de [ 2] ) solution élémentaire de P.

On vérifie en effet que 1l'intégrale est bien convergente a l'origine .

Si m > 2n+2n', on doit utiliser comme dans [14] wune procédure de régularisation.
on choisit U€ i)(q;), 0 valant 1 au voisinage de O et O pour In| > 1

On se fixe un entier k 2,9-—n-n '.

2
b3
Pour ¥ dans -8(%2) , on note

6}

(4.3) Ty =xn - Oty 2 %,((%-)O&HO)
lo sk ™
de sorte que
T™X(Nn) = X(n) pour Inl 2 1 et que
T™Y.n) = 0(In Ik+1) pour Inl| tendant vers O.
La formule
(4.4) <E_,0>= 5 E(x,n )T § (x,n )dxdn

définit bien une distribution sur G .

Si on pose

(4.5) R=PE -6

On remargque que pour tout A dans 2&31( 92), on a
(4.6) A.R =0

~
Dans les coordonnées exponentielles, en désignant par R la distribution sur 9

associé a R sur G, la propriété (4.6) se traduit par



\ a
Ra (x)y
| <k

ﬁ‘:

£
la

ou les Ru sont des distributions sur <jl

-

On cherche une distribution E1 telle que la distribution associée sur 9

vérifie

On cherche El sous la forme
' a
£ = L____. E (xX)y
1 o
lal <k

et on résoud par récurrence descendante sur (0 ), en utilisant un théoréme de
. . > - . . - . .
surjection dans D pour les opérateurs elliptiques a coefficients constants [11].

Alors (EO + El) = E est une solution élementaire de P.

§5. ANALYTICITE DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE

On se place dans les coordonnées exponentielles. On a la proposition

suivante :

Proposition 5.1 : Soient wj cc (%j (j = 1,2) deux ouverts tels que le 52 ne
contienne pas O. Il existe un entier p tel que, pour toute fonction wl dans

Ci( wl) la distribution

5.1 = <E(. >

(5.1) £(y) E(.,y), vy

est analytique sur Eé , et si ¢1 parcourt un borné de Cz(wl) cette distribution
reste dans un borné de a(ﬁz) .

Esquisse de la démonstration

Pour simplifier ne regardons que EO. On décompose EO.

+ E"
o
~ A

avec <:Eé,q)> = E(x,n ) Y(x,-n)dxdn

~ A)
<E;,¢> ) T U(x,-n )dxdn

I
—
3]

o]

i)
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lad
Le point délicat est de montrer la propriété pour Eé , en supposant que

0 ¢ 51 . Il résulte de (3.5) que

|[E(x,m )| < cste Ir]ln-m/Ze—p al

On a donc

' — et _ iy.n
fo(y) <Eo(-,y), 1P1> I e ({ E(x,Nn )ll)l(x}dx) dan

Inl > 1
In—m/2 -pIn!
e

On majore || E (x,mMY, (x)dxl| par cll y, |l I'n et l'analyticité
1 1 _co

L (wl)

en y se déduit aisément .

Si 0 € 51, alors, par hypothése, O € 52

fé par déformation du chemin d'intégration dans le complexe gridce & l'analyticité

et on obtient l'analyticité de

de E(x,n) dans le céne C€

On a presque terminé !

Proposition 5.2 : La solution élémentaire E de P est analytique en dehors de

1'élement neutre e de G.

Démonstration : On a PE = §.

On en déduit dans les coordonnées exponentielles :

N~
PE = §

(o) ~
~ *
P est elliptique dans les directions (§,0) de g} (Injectivité de m(P) pour les
représentations dégénérées). Par conséquent, le front d'onde analytique de g .
WFA(E) ne contient pas les points de la forme : ((xo,yo),(go,o)) avec (xo,yo) # 0
t Oo. Il te & i
e Eo # reste & montrer 3ue les points (Xo,(gO no)) avec Xo # 0 et o #0
ne sont pas non plus dans WFA(E).
] - . . w— x —

—leons XO (xo,yo) # O et un voisinage de XO de la forme wl w2 tel

que wl x w, ne contienne pas O. Fixons également wl dans Ci(wl) ; les fonctions
- -ix.

(1+1EH P Y, (x)e g

fg(y) associées par (5.1) sont dans un borné de Ci(&

sont dans un borné de Cg(wl) ; par conséquent, les fonctions

2). Il existe alors (cf. [12])

une constante C et une suite de fonctions X\) dans z(w

///“\\\ eV
(5.2) %, £ M1 < S

2), telle que

V



Compte tenu de la définition de £ on déduit de (5.2)

gl

(5.3) l< B9, )%, (e < o

Maintenant, comme o # O, on a dans un voisinage conique [ de (Eo,ﬂo)
(5.4) el <clinl

~
et par conséquent, on a dans [ :

~ < v -V
(5.5) (W, ® X JEE,m1 < clev)"In P
Compte-tenu de la définition du front d'onde analytique, ceci exprime que
~
(x_»CEm ))& WE,(E)

Ceci termine la démonstration de la proposition .

§6. DEMONSTRATION DE L'EQUIVALENCE (iii) <« (iv)

Rappelons tout d'abord que si T désigne une représentation unitaire
dans un espace de Hilbert E%; , on appelle vecteur c’ (resp. analytique,
resp. entier) de T 1l'espace des u dans 36" tels que l'application y = 7 (g)u
soit C°D (resp. analytique, resp. se prolonge en une fonction entiére dans GG)'
On renvoie & l'article de R. Goodman [5] pour les propriétés de ces espaces .
Dans notre cas, il est clair que pour les représentations 7T triviales sur
exp %2, on a /Sﬂ = Eﬂ=¢.

I1 suffit donc de montrer le lemme suivant (qui est en fait valable

sans faire 1l'hypothése (H)).

Lemme 6.1 : Soit P un opérateur dans q&n(%) ( %rde rang 2) tel que pour toute

représentation T dégénérée sur exp 92, non triviale, T(P) soit injectif dans

3

T (= ET), alors, pour toute représentation ™ non triviale sur exp(‘%b), on a :

_(6.1) Ker T(P) N /STT=KerTr(P)nETT .
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*
-
Démonstration : Les représentations sont de la forme T avec n dans (#2‘\0

et on a vu qu'alors

3 N o
(6.2) m (P) = Q (s,— ‘a—s‘) = .. a B(n )s (
N lo!+18l< m

o B
gg)

ol

L'hypothése sur les représentations dégénérées impligque que

(6.3) E::::::: a sOLOB # 0 pour lol+lsl# O

lal+18l=m &8

n 2, .n
Par conséquent ﬂn(P) est un opérateur a indice de ﬂf“cm ) dans L"(R") . Le

lemme (6.1) résulte alors du lemme suivant

Lemme 6.2 : Soit Q défini par (6.2) et vérifiant (6.3). Alors si u dans L‘(Pp)
n
vérifie Qu = 0, il existe des constantes C et R telles que : V(0,R) €N
o+ ]
6.4) %Pl <clun . rOMIBL eTETET
s L2 L2

Or les vecteurs entiers de ﬂn peuvent étre caractérisés comme l'ensemble

des vecteurs u dans -8(]Rn) tels que : V g, EIC€ , Vp,

Vo, € N (i=1,...,p) , vsienn i=1,...,p)

a, B a. B a B
6.5 13 sty 22 & Ps Pul < e Blganigl
s s s €
et on vérifie que (6.4) implique (6.5).
2

Remarque 6.3 : On déduit de (6.4) qu'il existe p > O tel que eps u soit dans

L2. Les solutions de Qu = O ont donc des propriétés du méme type que les fonctions
d'Hermite. C'est ce type de propriété et d'autres estimations plus fines qui

permettent de démontrer la proposition (3.2).

§7. QUELQUES RESULTATS CONCERNANT LES GROUPES NILPOTENTS DE RANG DE NILPOTENCE
SUPERIEUR A 2.

On peut se poser la question de savoir s'il existe des opérateurs dans

Qen(g ) qui sont hypoelliptiques analytiques lorsque ?,est de rang de nilpotence



strictement supérieur & 2. Il y a certaines raisons de penser que la réponse

est non (cf [9]). Il est en tout cas nécessaire que @; soit stratifié (cf.[91]).
Dans [ 9], on démontre par exemple (en utilisant un théoréme de Pham

The Lai et D. Robert [17] que 1'opérateur

2
p°+ & D +tp +D)?
t 2 x y b4

qui peut étre considéré comme un opérateur invariant & gauche sur un groupe
nilpotent de rang 3, n'est pas hypoanalytique dans 124 (il est cependant
hypoanalytique quand on le considére comme opérant sur des distributions indépen-
dantes de x, ou de (y,z)).

Ceci se déduit en effet de la propriété suivante (démontrée dans [17])

2
Ja€cC, tel que Di + (t2-a ) ne soit pas injectif dans TgCR).
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