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I.1

On se propose dans cet exposé de rendre compte de résultats récents

obtenus par G. Métivier [16 , concernant l’hypoanalyticité pour des opérateurs

homogènes invariants à gauche sur certains groupes de rang 2 généralisant le

groupe de Heisenberg.

§1. INTRODUCTION ET PRESENTATION DES RESULTATS

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, nilpotent de rang

r dont l’algèbre de Lie ~ admet la décomposition.

On identifie aux champs de vecteurs invariants à gauche sur G et l’algèbre

enveloppante 1k(~) aux opérateurs différentiels invariants à gauche.

On munit (et G) des dilatations usuelles °À (À&#x3E; 0) définies par :

6x se prolonge à U( ) &#x3E; et on désigne par le sous-espace des opérateurs

homogènes de degré m 6 U .

On désigne par G l’ensemble des (classes d’équivalence de) représentations

unitaires irréductibles.

Rappelons que l’application exponentielle (notée exp) réalise un difféomorphisme

global de Ch sur G .

On s’intéresse ici particulièrement au cas où le rang de nilpotence de G est égal

à 2.à 2. 

Pour Tl dans 9 ’ NO, on considère la forme bilinéaire antisymétrique2 2 ,

BQ définie pour tout X, X’ dans îl par :

r *

On dira que G vérifie la condition (H) si, pour tout fl Br) est non
dégénérée. Dans ce cas, la dimension de Ct . 1 

est paire. (On pose dim Ci = 2n) .

Rappelons tout d’abord le théorème suivant qui est plus ou moins un cas particulier
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du travail de Métivier [15] , exposé à ce séminaire l’année dernière (cf.

également [ 8] ) .

Théorème 1.1 : : Si G ne vérifie pas la condition (H), il n’existe pas d’opérateurs

hypoelliptiques analytiques dans ’l¿2 ( ~ ) .

Le problème de savoir s’il en existe dans U m ( ) (m &#x3E; 2) est abordé dans

[8] et est lié à un problème de valeurs propres non linéaires (cf [17]) .

~ 

Dans [16], G. Métivier démontre le théorème suivant :

Théorème 1.2 : On suppose que G vérifie la condition (H) et soit P dans m
Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) P est hypoelliptique analytique

ii) P est hypoelliptique
"

iii) Pour toute représentation r dans G non triviale, 7(P) est injectif dans

4 
If 

(espace des vecteurs C de 7 ) )

iv) Pour toute représentation ~t dans G non triviale, 7(P) est injectif dans

E7T (espace des vecteurs entiers due 7 ).

L’exemple le plus connu de groupe nilpotent vérifiant la condition (H)

est l’exemple du groupe de Heisenberg. Dans ce cas, l’implication ii) ~ i)

résulte du travail de D. S. Tartakoff [20] .

2n 2
Lorsque P - Xi (où Xi, i = 1,...,n désigne une base de une

i ~’

solution explicite de la solution fondamentale a été obtenue par G. B. Folland

( [3] ) (cf. également le travail de B. Gaveau [4] ). Il est démontré dans [7]

[13] qu’il existe toute une famille de groupes nilpotents de rang 2 qui admettent

le même type de solutions fondamentales.

Lorsque m est égal à 2, P est un opérateur à caractéristiques doubles

et la condition (H) dit que la variété caractéristique de cet opérateur est

symplectique. Si de plus le symbole principal est réel, l’implication ii) ~ i)

résulte du travail de F. Trèves [21]. C’est d’ailleurs ce travail qui a inspiré
les constructions faites ici par G. Métivier.

Avant d’aborder la démonstration de l’implication ii) ~ i) plus en détail,

donnons quelques indications sur les autres points.

L’équivalence de (ii) et de (iii) est vraie pour les groupes nilpotents

gradués généraux et est démontrée dans le cas général par B. Helffer et J. Nourri-

gat (cf [10] et la bibliographie qui y figure pour les cas particuliers démontrés

auparavant) .
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L’implication 1&#x3E; + (iii) est implicitement dans [191 ; si u est un

élément non nul de S. vérifiant : "

La fonction u(g ) ) = 0 g) u, u &#x3E;edÂ est C et non analytique au voisina-
0 7t

ge de l’origine de G (si 7 est non dégénérée sur exp -2 ).
L’implication iii) ~ iv) est triviale ; la réciproque résulte de l’étude

de propriétés d’opérateurs à coefficients polynomiaux et sa démonstration ne fait

pas intervenir la condition (H). Nous reviendrons sur sa démonstration au § 6.

On va démontrer l’implication iii) ~ i) en construisant une solution élé-

mentaire E, analytique en dehors de 0, de tP. On en déduira un inverse à gauche
de P par la formule :

(où É désigne la distribution E(g) = E(g -1 ».
Comme l’hypoellipticité de P implique celle de tP, on construira dans

la suite une solution élémentaire pour P.

§2. REPRESENTATIONS. FORMULE DE PLANCHEREL

Pour la construction de cette solution élémentaire, on utilise la

formule de Plancherel (cf. G. Lion [14] et C. Rockland [18] ).
Si G vérifie la condition (H), on distingue deux familles de représenta-

tions :

y *
- Les représentations triviales sur exp 2, paramétrées par 1 et qui sont* 2 1

scalaires. 1’ ir est défini par : t

où on a écrit X = x + y avec ; &#x3E;

- 

1

- D’autre part, les représentations non triviales sur exp 12 qui sont paramétrées" 

par 2 B0 et dont nous allons maintenant rappeler une construction :

*
Pour F) E 2 fixé, pour j = 1, ... ,n, il existe Ti et Z j dans ) 1 tels que : "
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On défini,t alors 7 
’n 

dans l’ espace .L2(IRn) par :

où 1

La représentation 7T 
Ti 

ainsi construite dépend évidemment du choix de la base

(T.,Z.), mais sa classe dans G ne dépend elle que de rl .

J J 
-

Pour tout rl 0, , il existe un voisinage conique r de n 
0 

, dans lequel

on peut choisir une base vérifiant (2.1), dépendant analytiquement de
J J .

r) dans r de sorte que, pour tout P y TT (P) soit un polynôme non

commutatif de as et is, dont les coefficients sont des fonctions analytiquesos
et homogènes de degré m/2 en r , pour r) dans r .

Enfin, dans les coordonnées (t,z) associés à la base on a

J J

Rappelons maintenant la notation suivante : pour (p dans 3 (G) et u dans G, onRappelons maintenant la notation suivante : pour (p dans (G) et Tf dans G, on

définit 7T ((p) par la formule :

On démontre alors la formule de Plancherel suivante pour les groupes vérifiant la

condition (H) .

Formule de Plancherel

(avec 2n = dim 51 &#x3E; n’ = dim ~2)
Il résulte de la formule de Plancherel que le candidat pour être solution élémen-

taire de P est ,



I.5

ou plus correctement

§3. ETUDE DE P DANS LES REPRESENTATIONS

Remarquons tout d’abord que P étant hypoelliptique, 7 (P) est inversible

pour tout q dans C~ B 0 et que 7 (P) 1 est un opérateur borné dans L(lil).
2 n -1

On pose dans la suite : (P) .

On montre ensuite le lemme suivant :

*
, Lemme 3.1 : : Pour tout r) dans ’2 B0, il existe une distribution a(x,n ) ) dans

1 ) telle que, pour tout tp dans ~(G), on ait :

I l

où 1$§ désigne la transformation de Fourier en y de 1§J = exp.

En outre, le noyau K ( t, s ) de K est dans o ( n X etEn outre, le noyau K Tl (t,s) de K Tl est dans -o’(R x ]R ) ) et

où (t,z) sont les coordonnées de x associées à la base (Y.,Z.) définie précédemment.
J J 

La proposition clef de la démonstration de Métivier est une proposition

sur les opérateurs différentiels à coefficients polynomiaux .
1 ~-’ 

~, ~ D -

; 
n 

0un opérateur surlil. On

suppose que Q est un isomorphisme de l’espace :

sur
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Proposition 3.2 : : Si l’ordre m de Q est supérieur à 2n + 2, l’inverse K de Q est

traçable et son noyau K(t,s) est continu.

e iz.~ K ( ~ + t/2, ~ -t/2) d ~ converge absolument.

Notant ù = (t, z ) , la se prolonge en une fonction holomorphe

dans un cône r:::: , continue sur f et y vérifie

l’estimation

En outre, si les coefficients de Q dépendent analytiquement d’un paramètre n 
t

( n dans un voisinage de r~° ), alors, restreignant ce voisinage au besoin, la

fonction (D dépend analytiquement de n , , se prolonge dans un cône F indépendant

de n et vérifie l’estimation (3.3) uniformément en n.

On applique cette proposition à Q 
= La restriction sur l’ordre

de l’opérateur n’est pas importante puisque, pour étudier l’hypoellipticité
k

analytique, on peut toujours regarder, à la place de P, P . Compte tenu de la
formule (3.2), on déduit de la proposition (3.2) la proposition suivante :

*

Proposition 3.3 : Pour tout r) dans 2 B0, a(x, n) est une fonction continue

sur l et homogène au sens suivant : t

L’application q - a(.,-n ) ) se prolonge en fonction holomorphe dans un cône

à valeurs dans l’espace des fonctions continues bornées sur ~1.
Il existe de plus des constantes C et p &#x3E; 0 telles que :
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§4. CONSTRUCTION DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE

On pose maintenant :

. 1

Remarquons tout d’abord que lorsque 2n+2 _ m  2n+2n’, la formule

définit une distribution homogène (au sens de [ 2] ) solution élémentaire de P.

On vérifie en effet que l’intégrale est bien convergente à l’origine .

Si m 2: 2n+2n’, 1 on doit utiliser comme dans [14] une procédure de régularisation.

On choisit Ore 2)((~ ), (J valant 1 au voisinage de 0 et 0 pour é 1 .

On se fixe un entier k .

P 2
Pour )( dans -( 2 ), on note :

de sorte que

La formule

définit bien une distribution sur G .

Si on pose

On remarque que pour tout A dans lÉ k+1 ( 2)’ on a

/
Dans les coordonnées exponentielles, en désignant par R la distribution sur j
associé à R sur G, la propriété (4.6) se traduit par :
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où les R 
, 

sont des distributions sur il .
a  1 

’

On cherche une distribution E1 telle que la distribution associée sur
vérifie

On cherche E. sous la f orme :

et on résoud par récurrence descendante sur (OE ), en utilisant un théorème de

surjection dans ~ pour les opérateurs elliptiques à coefficients constants [11].
Alors (E + E1) = E est une solution élementaire de P.o 1

§5. ANALYTICITE DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE ,

On se place dans les coordonnées exponentielles. On a la proposition

suivante :

Proposition 5 .1 : Soient w j EOE j (j = 1,2) deux ouverts tels que -W1X ùD ne
contienne pas 0. Il existe un entier p tel que, pour toute fonction dans
Cp ( W1) la distribution
0 1

est analytique sur W2 ’ et si , oarcourt un borné de cette distribution
z 1 " 

o 1

reste dans un borné de ÉÉ(à 2 ) .

Esquisse de la démonstration

Pour simplifier ne regardons que E . On décompose E .
o 0

avec
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iV

Le point délicat est de montrer la propriété pour E’ , , en supposant que
0

0 1 . Il résulte de (3.5) que :

On a donc

en y se déduit aisément . 

’

Si 0 E W1’ alors, par hypothèse, 0 W2 et on obtient l’analyticité de1 2

fô par déformation du chemin d’intégration dans le complexe grâce à l’analyticité
de dans le cône C

e

On a presque terminé !

Proposition 5.2 : La solution élémentaire E de P est analytique en dehors de

l’élement neutre e de G.

Démonstration : On a PE - o.

On en déduit dans les coordonnées exponentielles :

nl *
P est elliptique dans les directions (c,,0) de (Injectivité de 7 (P) pour les

représentations dégénérées). Par conséquent, le front d’onde analytique de E .
-

WFA(E) ne contient pas les points de la forme : avec (xo il YO0A 00000

et 0. Il reste à montrer que les points (X , ( 
0 

r) )) avec X 0 et 0
o ooooo

ne sont pas non plus dans WF (E) .
Fixons Xo - 0 et un voisinage de Xo de la forme W2 tel000 0 1 z

que W1 
x W2 ne contienne pas 0. Fixons également dans (W1) i les fonctions
1 .- loi

(1+ ) p sont dans un borné de i par conséquent, les fonctions1 0 
( 

1 p

f (y) associées par (5.1) sont dans un borné de Il existe alors (cf. [12])

une constante C et une suite de fonctions y telle que :
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Compte tenu de la définition de -’L on déduit de (5.2)

Maintenant, comme n o # 0, on a dans un voisinage conique

»

et par conséquent, on a dans F :

Compte-tenu de la définition du front d’onde analytique, ceci exprime que

Ceci termine la démonstration de la proposition .

§6. DEMONSTRATION DE L’EQUIVALENCE (iii) ~ (iv)

Rappelons tout d’abord que si 7 désigne une représentation unitaire

dans un espace de Hilbert f 7 , on appelle vecteur C (resp. analytique,
TI

resp. entier) de 7r l’espace des u dans ÔÉ 7 tels que l’application y - 7 (g)u
00

soit C (resp. analytique, resp. se prolonge en une fonction entière dans G~).
On renvoie à l’article de R. Goodman [5] pour les propriétés de ces espaces .

Dans notre cas, il est clair que pour les représentations 7 triviales sur

exp , E =(f.J2 7T 7T

Il suffit donc de montrer le lemme suivant (qui est en fait valable

sans faire l’hypothèse (H) ) .

Lemme 6.1 : Soit P un opérateur ) (1- de rang 2) tel que pour toute

représentation T dégénérée sur exp 2, , non triviale, T(P) soit injectif dans

T (= E T ), alors, pour toute représentation ~i non triviale sur exp( ~-2 ) , on a :
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r*
Démonstration : Les représentations sont de la forme 7 

Tl 
avec n dans B 0

n . 2
et on a vu qu’alors

L’hypothèse sur les représentations dégénérées implique que : :

Par conséquent u 
n 

(P) 
1 

est un opérateur à indice de ci

lemme (6.1) résulte alors du lemme suivant :

Lemme 6.2 : : Soit Q défini par (6.2) et vérifiant (6.3). Alors si u dans L2(Rn) i
vérifie Qu = 0, il existe des constantes C et R telles que : Nn

Or les vecteurs entiers de ir peuvent être caractérisés comme l’ensemble

des vecteurs u dans ~(~n ) tels que : V C, 3C , V p,

et on vérifie que (6.4) implique (6.5).

2

Remarque 6.3 : On déduit de (6.4) qu’il existe p &#x3E; 0 tel que ePs u soit dans

2L2. Les solutions de Qu = 0 ont donc des propriétés du même type que les fonctions
d’Hermite. C’est ce type de propriété et d’autres estimations plus fines qui

permettent de démontrer la proposition (3.2).

§7. QUELQUES RESULTATS CONCERNANT LES GROUPES NILPOTENTS DE RANG DE NILPOTENCE

SUPERIEUR A 2.

On peut se poser la question de savoir s’il existe des opérateurs dans

qui sont hypoelliptiques analytiques lorsque î est de rang de nilpotence
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strictement supérieur à 2. Il y a certaines raisons de penser que la réponse

est non (cf [ 9 ]). Il est en tout cas nécessaire que I 
, 

soit stratifié (cf . [ 9 ] ) .
L’

Dans [9 ], on démontre par exemple (en utilisant un théorème de Pham

The Lai et D. Robert [17] que l’opérateur : 
°

qui peut être considéré comme un opérateur invariant à gauche sur un groupe

nilpotent de rang 3, n’est pas hypoanalytique dans ;R 4 (il est cependant

hypoanalytique quand on le considère comme opérant sur des distributions indépen-

dantes de x, ou de (y,z)).

Ceci se déduit en effet de la propriété suivante (démontrée dans [17]) :

3 a E c , , tel que D2 + (t2 - a ) 2 ne soit pas injectif 
t 
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