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I. INTRODUCTION

3
Soit P 1l'opérateur du second ordre dans R :

52 52 52

Pp= %o 2 _x<
3% yst 3y°

et u la solution du probléme mixte extérieur

Pu =0 x >0

u=2~0 t <O
+o0

_ iyn
ul o 27 6t=o ®L e dn .

On s'intéresse ici aux singularités de u aux points du front diffracté. Sur un
exemple analogue (4) Friedlander et Melrose ont montré qu'en ces points u est de
classe Gevrey 3 et le spectre singulier de u lagrangien. Il est alors naturel de se
poser la question : "u est-elle (micro)-holondme (nécessairement irréguliére) au
voisinage de ces points".

(La micro-holonomie de u aux points du front direct (ou hyperbolique) étant
bien connue).

En fait il n'en est rien et le résultat qu'on donne ici relie la nature

de la singularité de u avec la géométrie du probléme.

Remarque : Le probléme identique intérieur (i.e. dans x < 0) a été étudié par
G. Eskin (3) et Anderson Melrose (1) ; nous allons constater que les deux problémes

sont assez intimement 1liés.

II. RESULTATS

On note H [respectivement Rn' respectivement Rw] la réunion des demi-
bicaractéristiques de P issues des points x = O, y =0, t=0¢&<0, n>o,nt = 52
[respectivement x = 0, y = 0, t = O, £E>0, n>0, nt = 52 et n fois réfléchies
sur le bord x = O, respectivement x = O, y=0,t>0,&=0,n>0, T=0 |, pour

lesquelles on a t > O.

Si T désigne la projection canonique de T*Eg sur:lR3 on note
S = Tm(H), Zn = n(Rh), Zw = ﬂ(Rw)

et Cn =Y N{x=0}, 0 = Zwlﬁ{x =0} .
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On obtient facilement les équations suivantes pour ces lieux géométriques

2 X Xt t
s={(xIYIt),t>O,X>t'Y= -4—.E-+-§__T_}
z ={(xy,t), t>0 o<x<t2, y = 2/3 X3/2}
o ={(,t), t>o0, y=0}

_t3
o, ={w,t), t>0, y=—=}

12 (n+1)
Remargues

—_— 1
1) su Z“) est une surface C° pour x > O, non analytique le long de la courbe
2
x=t,y=2/3t3.
2) SU Zo est la surface analytique dont le demi fibré conormal (n >0) est

réunion des demi bicaractéristiques de P issues de x =y =t =0, n >0, T = jz.

Les singularités de u‘ sont
X=0

SS (u = {(0101 n = Or T) }

=0’
Les points n > O, T < O sont elliptiques pour le probléme. Les points n >0 T> O sont
hyperboliques; ils générent les singularités de u sur .

C'est le point "glancing" m (ici strictement diffractif), défini par
T = 0 qui nous intéresse; il est responsable des singularités de u sur le front
diffracté Zw . Si m est un point hyperbolique voisin de m_s il existe deux demi
bicaractéristiques de P issues de m, yl(s), y2(s), sur lesquelles on a t > O,
(%& < 0); on a x > 0 sur Yy et X < O sur Y, pour |s| petit . La diffractivité de
m entraine que x s'annule pour s = S < O sur Y, en un point hyperbolique. Ainsi
peut-on imposer exactement n réflexions sur le bord a Y2 et obtenir les Rn' qui sont

réunion de bicaractéristiques brisées de P.

[ Les singularités de u x=0 N =o0, T = %1 ne fournissent pas de singularités

de u dans t > 0 .]
On a les résultats suivants
1) SS(u x> o) = TI(SU Z), ot TI désigne le demi fibré conormal sur lequel on a
t>o
n>o
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2) u est de classe Gevrey 3 aux points de Zm et non micro-holonome en ces points
(plus précisément, si p € G , codim support ('aﬁ)p = 2 ol & désigne 1l'anneau des
opérateurs microdifférentiels et U la microfonction associée & u)

3) Au voisinage de tout point de Xw , 11 existe une carte locale (ul,u2,u3) et un

opérateur pseudo différentiel elliptique de degré 0,Q, tels que

Qu = h(ul) (modulo 1'analytique)

ou u = O est une équation locale de Zm et ol h est valeur au bord d'une fonction
holomorphe dans Im uy > O prolongeable d'un tour dans le sens direct autour de
l'origine et dont le prolongement est singulier aux points o ER , an - 0 (n » +x)

et ol u, = an est une équation locale pour Zn (n grand) .

On a aussi des résultats analogues pour la trace de la dérivée normale de u,

_ ( du
@ = BX) X=0

1Y) ss(@) = ss(u|,_ ) UT¥(0,)

2")  est de classe Gevrey 3 aux points de 0, et non micro holonome en ces

points.

3') 1le prolongement holomorphe de (® autour de 0, est singulier sur On

vy A

2/3 t et

~t3/124
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A
g
[ee]
%t
(o)
n
III. Les résultats 1) et 1') sont contenus dans (4); 2 et 2') se déduisent

assez facilement de 3) 3') et de leurs preuves. On indique ici briévement la méthode
de démonstration de 3 et 3') (on peut naturellement regarder 3) comme un résultat de

propagation & partir de 3').

On a la représentation intégrale suivante de u

im/3 712/3(x +w)]
im/3 n2/3 w]

ndndw

III.1 u _J oM (y+tw) Aife

n Aile
w

m VvV

1
R
ol Ai désigne la fonction d'Airy. Rappelons que l'on a

IIT.2 Ai(g) = 5_1/4 ®(z) exp(-2/3 g3/2) 7 Z = g_3/2, |Arg£|< ™
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ol  est Gevrey 2 & l'origine (donc un symbole analytique régulier en 1/Z)
Notons qu'il résulte de III.2, que les w < O dans III.l ne contribuent
pas au spectre de u. Par une réduction microlocale (qui fournit 1) comme corollaire)

on obtient le lemme suivant

Lemme 1 : Au voisinage de tout point de Zoo , i1 existe une carte locale (ul,uz,u3)
et un opérateur pseudo différentiel elliptique Q de degré O tels que (modulo une

fonction analytique)
+ inu

III.3 Qu = J e ! n1/6§(- n1/3)dn
o

ou \‘f est la fonction de Fock : (5)

J(x) = Je—isxAi—l[ein/BS]ds

et uy (x,t,y) est la valeur stationnaire de la phase

}\_3[y + (t-Mw - 2/3(x+w)3/2]

(d'ot il résulte que u, vérifie 1l'équation eikonale de P).

1
.‘f est une fonction entiére de x et on a

+oo /3 e17T/6xx
x < 0 él(x)=2el Oke
k=1
- iéme . . . . . s e -1
ou —xk est le k zéro strictement négatif de la fonction d'Airy et Uk = Aji (-xk)
—ix3/3 3
x >0 {(x)=e xa(x’)
ol a est un symbole analytique de degré O.
t i 1/6 1/3
Soit alors h(z) = J el z T uf(-l’ )dt pour Im z > O .
o
On pose
im/6_1/3
. +oo -e T X
h (z) =0 e im/3 J itz T1/6 o k ar
k k
o
On a h =} hk pour Im z > O, la série étant uniformément convergente sur tout compact.

Les fonctions hk(z) sont ramifiées de détermination finie autour de l'origine et

pour (p > O on a
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i(m/6-9/3)_1/3
. +0 -e T X
- e i'rr/30 o 71i¢p/6 J eiTzTI/Ge k

" at

hk(zeiw)
o]

Par suite, la série th est uniformément convergente sur tout compact du secteur
angulaire O < Arg z < 3m et donc h se prolonge a ce secteur.
*
On note h [resp. hk*] les fonctions définies pour Im z > O comme le

prolongement analytique d'un tour dans le sens direct des fonctions h et hk.

* -1
Lemme 2 : h est singuliére aux points de l'axe réel = —— o+ 1 = 0 et
12 (n+1/2)

en O.

* *
En effet, les singularités de h sont les mémes que celles de Z(hk - hk

Un calcul simple fournit pour Im z > O :

*
(hk - hk)(z) =30 du

.3 3 .
-7/2 -in/3 J Wa/x 55 1170y
X e . e u e
k Xk y

ol 7Y est le chemin réunion des demi-droites d'argument -27m/3 et O, orienté de

=

gauche a droite. Posons alors pour Re s > O
3, im/6t
7/2 - + 5
B(s) =s / [ e slt e ]t /2 dt
Y

on obtient

* - -l
(h, - 1) (2) = 3o, ka I3 g
k

i,1/2_3/2
2) X )

Le comportement asymptotiqie de 6 pour Re s > O est obtenu par la méthode de la

phase stationnaire

e_iﬂ/4S)S3 a(s)

B(s) = exp(—:g—
3 V3"

ol a est un symbole analytique régulier de degré O.

. —it/4 _
Remarquons que pour a réel négatif, on a (%)1/2 = e in/ Iz 172 . Or

Ok(-l)k et X, sont des symboles analytiques réguliers de k de degré respectif -1/6

et 2/3. On est alors ramené & étudier les singularités pour t réel positif de 1la

série définie pour Im t > O.
+oo 2 ixi/2t
3 -
£(t) = 5 (-D¥a &V b/ %)
k=1 k k

ol a, est un symbole analytique régulier de degré -15/6 et b un symbole analytique
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régulier de degré 3. Le lemme s'en déduit alors, compte tenu de

372 L

k 2 k

Il reste alors a vérifier que les surfaces Zn sont décrites par les équations

1
u, + ————= =0

L o mr1/2)?

Compte tenu du fait que u, vérifie 1l'équation eikonale de P, il suffit de

1
vérifier que

ul (0,y,t) + L 1 =0

12 (n+1/2)2

est une équation de On; un calcul simple fournit

3 —3)1/2] -1

ul(O,y,t) = yt_3E1-3yt_ - 2(-3yt (y <0, t>0)

ce qui assure le résultat.

Le résultat analogue pour la trace de la dérivée normale, ¢ , s'obtient

plus aisément. En effet, on a

. . A, .
fel<y+tw)nem/3 n5/3 L' i3 2/

_Bu| 3
o = (ax)l = Y ( w)dn dw
X=0

Pour to > O fixé et pour Im y> 0O, on obtient :
+ 1/3

w(Y,tO) = Jelyn z e ndn
k=1

et en suivant la preuve du lemme 2, on obtient les singularités du prolongement sur les
-1 .

12k2

courbes d'équation yt_3 = k=1. C.Q.F.D.
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