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Le but de 1l'exposé est de décrire quelques phénoménes de propagation des
singularités en analyse complexe. Le théoréme central utilisé (théoréme 2) est une
extension a des systémes du résultat [10] sur des opérateurs pseudo-différentiels
(scalaires) & caractéristiques doubles, qui a fait 1'objet d'une conférence &

Saint Cast en 1979. Nous nous intéressons aux singularités des solutions du
probléme §—Neumann ou du laplacien induit Db au bord d'ouverts de ¢” ou 1la

forme de Levi garde un rang constant. On peut rapprocher nos résultats de guestions
posées par J. J. Kohn [13]. On trouvera des démonstrations complétes dans un article

a paraitre.

§ 1. RAPPELS SUR LE PROBLEME DE 9-NEUMANN

Soit © un ouvert borné de ¢". On appellera X le bord de ! et on suppose-

(o0}
ra X de classe 6 . Localement § est défini par une inégalité p < O et
X = {p = 0}

(e 0]
oi p est une fonction B réelle dont la différentielle est non nulle au voisina-

ge de X.
La forme de Levi associée & p , au point xOEI X, est la forme hermitienne
on(x)
;ﬁ(x )(h) = E:::::: 5———5E~9'h.ﬁk h € T;
o 1<j,k <n zj k J o
n 3
sur l'espace complexe des vecteurs holomorphes tangents a X en xo( z 5—-(xo)hj = 0).
. z,
j=1"73
Une (O,q)-forme sur § s'écrit
a = Z u dz_ € p°'9
J J
3] =g
avec dz_ = dz. az. ... AGZ 1 <3, < §. <...< <n .
J A zj A A zj SR Is Jq n
1 2 q
= P g+l
L'opérateur 9J : 2%9 50 22T gvserie
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2
Si u et v sont deux (0,q)-formes & coefficients L on pose

Do
(u,v) = 2%, I u_ v_ dx dy
[e} J J
| Tl =g

- %
On note A l1l'adjoint formel de 39
—%
3 A% T, o
ok Kk

et on forme le laplacien 0 = 33 + 9 9, qui est un systéme d'opérateurs différentiels,

diagonal et elliptique

ou = -

l:Au az
2 7 %3
|Jl=q

Le probléme de 5—Neumann ([7]) est le probléme aux limites suivant

o,q

Etant donné f € Ao,q trouver u € 3 solution de

ou = f

=%
- -k
du € DY )

—%
Les conditions aux limites peuvent s'exprimer autrement. Si 0(d ) (x,dp) est la

b 3
matrice valeur au point (x,dp) € ’TXQ du symbole de 9 elles s'écrivent

sur X .

. 3
{ o ) (x,dp)u =0
Xk —
o(d ) (x,dp)du =0

- —%
Si 9f = O et si £ est orthogonale aux formes harmoniques, v = 9 u est la solution

2 -
minimale dans L de 9dv = f.

La question est la régularité jusqu'au bord de la sclution de (9-N), elle
a été beaucoup étudiée. Donnons quelques résultats connus, en nous limitant au

cas pseudoconvexe (la forme de Levi est positive) pour simplifier.

1) Si en un point xO € X la forme de Levi a r valeurs propres > O, alors (5-N)
1
est E-sous—elliptique au voisinage de xO dans les (O-q)-~formes si g > n-1-r

(voir par exemple Hérmander [11]).

2) Si C est une variété complexe de dimension d passant par X et contenue dans
le bord, alors (5—N) n'est pas hypoelliptique au voisinage de X, dans les (0,q)-

formes q < d (d'aprés les résultats de [13],[6],[4]).
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Les conditions sur g qui interviennent dans 1) et 2) sont des expressions
de la condition Z(q) (ou non Z(g)) usuelle. Les résultats connus sont bien plus
avancés : pour le 1) étude de la g-sous-ellipticité (g < %0 et pour le 2)
utilisation de la dimension holomorphe mais nous voulons seulement donner une idée
(voir M. Derridj [5] ou la bibliographie de [13]).

Nous nous intéressons aux résultats négatifs (comme en 2) et plus précisé-

ment au lieu des singularités des solutions (éventuelles) de (§-N).

Conjecture 1 : Soit V un voisinage de X € X et C une variété complexe ,passant par
X et contenue dans X. Soit f une (0,q) forme 'ﬁw sur 5 N V. Si u est une solution
de (5—N) et 6? au voisinage de X1 alors u est '6m sur un voisinage de la compo-
sante connexe de C N V qui contient X (réciproquement si u est singuliére en X

elle est singuliére sur (C N V)x ).
o
Dans un langage moins précis on dit que les singularités se propagent le

long de la sous-variété C. Cette expression n'a pas le méme sens que celui donné
par J. J. Kohn [13] ou K.Diederich, P. Pflug [6].
Pour étudier (5-N) on se raméne au bord. L'étude de la régularité pour
ce probléme est équivalente & celle pour un systéme d'opérateurs pseudodifférentiels
sur le bord (voir Tréves [19],#vrelied [14], Greiner-Stein [9], Tartakoff [18] ou encore

Hérmander [12]).

Ce systéme Jsest de degré 1, a caractéristiques doubles, trés 1lié & O

b*
3. 5. +3 3
o = +
b b b b b
5b : opérateur de Cauchy-Riemann induit sur X
=k L =
Bb : adjoint formel de Bb .

- N DS + -
Le systéme Db est & caractéristiques doubles sur £ =L U I avec

e (%, ,xEXANERT , T = i (3-3) 01 )

( 2 est donc un fibré en droites sur X).

. . + +
B est elliptique hors de I , et sur I , B a les mémes invariants que Db

(2 la mutliplication par un O.P.D. elliptique pré&s). Ces invariants seront précisés

pour Db au paragraphe 4.
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§ 2. HYPERSURFACES FEUILLETEES

v 3 n . <
Soit X l'hypersurface de ¢ constituée par le bord de {I et V un ouvert

n . - .
de € . Dans toute la suite on fait 1'hypothése suivante

Hypothése 01 . On suppose que dans V 1 X, la forme de Levi garde un rang constant r.

Pour éviter les trivialités on supposera r < n-1. (  non strictement
pseudoconvexe) .
Proposition 1 : (voir par exemple Freemann [8] ou Sommer [17]). Sous 1'hypothése

01,1l'hypersurface réelle X est, dans V, feuilletée par des variétés complexes de
dimension n-1-r. L'espace tangent a ces sous-variétés est le radical de la forme
de Levi.

L

Théoréme 1 : Soit  un ouvert pseudoconvexe, dont le bord X vérifie 1'hypothése
01 dans un ouvert V. Le probléme (3-N) est hypoelliptique dans V pour les (0O,q)-
formes si et seulement si g > n-1-r. Si g < n-l-r les singularités des solutions
se propagent sur les feuilles complexes contenues dans V NN X (la conjecture 1 est

vérifiée pour chacune de ces feuilles).
L

Remarque 1 : Seule la partie propagation des singularités de ce théoréme est
nouvelle. On peut énoncer le théoréme ! sans hypothése de pseudoconvexité, c'est &
dire dans le cas a r, valeurs propres > O et r valeurs propres < O, r, et r_

constants dans V.

1 —
Preuve de la proposition 1 : Considérons la forme réelle T = I(E - plx .

Elle s'annule sur les fibrés complexes T' et T" des champs tangents aX respective-

ment holomorphes et antiholomorphes. En posant :
<Z,W> = i<t, [2,W]> Z,W €E T'@® T"

on définit sur T' @ T" une forme hermitienne dont la restriction & T' est la

forme de Levi associée & 0 . Remarquons que T" = T' et donc que T'@® T" = (Re T @ C
D'autre part T' et T" sont formellement intégrables; on en conclut que le radical

de la forme ci-dessus est (Re Té) & ¢ ou Té c T' est le radical de la forme de Levi.
Il suffit donc de montrer que Re Té est formellement intégrable, ce qui résulte
immédiatement de 1'identité de Jacobi. D'aprés le théoréme de Frobenius V N X est
feuilletée par des feuilles complexes dent le fibré tangent est Té le radical de la

forme de Levi.
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Remarque 2 : D'aprés C. Rea [15] ce feuilletage n'est pas toujours la restric-

tion & X d'un feuilletage de l'ouvert V < c" (méme si on restreint V).

§ 3. THEOREME MICROLOCAL

Nous énongons ici le résultat microlocal de propagation des singularités
qui permet de montrer le théoréme 1 ainsi que le théoréme 3 sur Db (voir § 4).
Soit E un fibré de dimension V sur une variété réelle de dimension |
et P un opérateur pseudo-différentiel de E dans E de degré m (voir [12]). Locale-
ment E est le fibré trivial W X cV , W ouvert de I&J et P est un vV XV systéme

d'opérateurs pseudodifférentiels sur W classiques de degré m. Le symbole de P

s'écrit
o0

p(x,8) ~ L pm_j(x,g)

J=o
et chaque terme Pm—j est une vy X v matrice homogéne de degré m-j en §&.

*
Soit U un ouvert conique de T W\{O} et ¥ une sous-variété conique de U.

Hypothése 1 : On suppose que la restriction & I de la forme symplectique w
garde un rang constant et que le champ radial n'est pas orthogonal a I pour w .
La variété [} admet un feuilletage canonique et est dite w-feuilletée réguliére

(voir [10]).

Hypothése 2 : On suppose que la partie principale de P s'écrit

pm(x,D)IdE

avec pm(x,D) 0.P.D. scalaire dont le symbole p  est réel elliptique (> 0) dans U\Z

et s'annule a l'ordre 2 exactement sur .

Définition 1 : On appelle invariant de Melin de P le morphisme de fibrés

EIZ - ElZ défini (sur Y ) par :

82p
“m

I(P) = (p ) - = =
1 ng ij

m-1"vy xv 2i
L J
HZEothégg_i : On suppose que I(P) est autoadjoint positif et de rang constant r' sur
z.

+
Id + H Id
Y tr (Hess pm) v

TR
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Soit ™ un systéme d'opérateurs pseudodifférentiels de degré O dont le
symbole coincide sur )X avec la projection orthogonale sur le noyau de I(P).
I1 est possible de construire un tel systéme et il est unique modulo les
systémes dont les symboles s'annulent & l'ordre 1 sur £ . Dans le cas ou I(P)

est bijectif on peut prendre T = O et si I(P) est nul (sur 2 ) on peut prendre

m = Id .
V
Si u = (ul,...,uv) est une section distribution de E on pose
v
WF(u) = 4 (WFu,).
, i
i=1
Théoréme 2 : Soit P un systéme tel que les hypothéses 1, 2 et 3 soient vérifiées

et m défini ci-dessus. On a pour u section distribution de E :
i) Dans U\ I , WF(u) = WF(Pu) (hypoellipticité)
ii) Sur I , WF(u) = WF(Pu) U WF(mu) (hypoellipticité cocnditionnelle)

iii) WF(u) \ WF(Pu) est une réunion de feuilles canoniques de I (propagation

des singularités).

Remarque 3 : La partie i) est une banalité, car on a supposé P elliptique dans

U\ 2 ; on aurait pu aussi bien le supposer seulement hypoelliptique.

Remarque 4 : Si r' = v alors P est hypoelliptique dans U car 7T = O et
WF(u) = WF(Pu) dans U. Dans ce cas P admet une paramétrixe dans la classe de L.

Boutet de Monvel (voir [1] et [3]).

Idée de la preuve : On utilise la méthode de réduction de Grusin aprés avoir

simplifié P & l'aide d'une transformation par un opérateur intégral de Fourier.
Ceci se fait & peu prés comme dans le cas scalaire [10] . On est ramené & l'étude
d'un systéme E:t du type ci-dessus avec X involutive et I(P) = O. On montre

la propagation des singularités pour Ei en adaptant aux systémes le travail de

J. Sjéstrand [16] qui utilise des inégalités de Carleman.

§ 4. L'OPERATEUR o
Nous allons décrire, un peu en détails, le résultat pour l'opérateur Db
en vue d'éclairer le théoréme 2.
On peut se placer sur une variété presque quasi complexe (de dimension
2n-1) ou en particulier sur le bord d'un ouvert § de ¢™. on suppose cette variété

munie d'une métrique hermitienne (voir [2]).
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Soit T" le fibré complexe des champs antiholomorphes tangents a X. Soient

Z R— la base duale. Une (0,q)-

"En une base orthogonale de T" et h-1

1" -1
forme sur X s'écrit

1

— ~ qn
u =73z uy 0 € A°T

J
et on a
3.0 = T ZU_G.A G+ TUu.d
b i 39 S A I
EN ) m Lu B g
u = - Z.u_ w, 4w + u w
b kJ k J 'k J J J b J

Aprés un calcul simple qui se trouve dans [9] et beaucoup d'autres on obtient

n-1 _
-0 u= I(% Z.2)u. ®
b T et g Y
+ ¥ [z.,2 ] u @ A J40©)
j,k,J Jj k J 7J k J

- -k
+ ~é(u, E)bu, Bbu)

- %

_% -
Bbu) on représente une somme de termes ol u, ou Bbu ou Bbu sont
multipliées par des matrices (c'est-a-dire des systémes d'opérateurs différentiels

Dans z(u, 5bul

de degré O).

Le terme principal de Db est donc diagonal, et il vérifie 1'hypothése

2 avec (en notant o(Zj) le symbole de Zj)

™
Il

{Re 6(2.) = Imo(2,) =0 j=1,...,n-1}
(%) J J

™
i

{(x,\T), x€EX, LER" T = i(3-2)0l )

Pour 2tudier le rang de la restriction & ¥ de la forme symplectique on peut
considérer la restriction & ¥ de la matrice des crochets de Poisson des fonctions

Re O(Zj), Im U(Zj) qui définissent ¥ . Or on a
0(Z,), 0(Z,)} (x,21) = i<T,[2,,2.] > (x
(o2, 300 [2,.2,] > ()

ce gqui montre que l'hypothése 1 sur I est vérifiée si on suppose que le forme de

Levi a un rang constant (hypothése O1).



1 Pour calculer l'invariant de Melin de Db on calcule d'abord celui de

L z Zﬂ qui vaut

n-1
z

(AL = AAL) au point (x , AT) € I
j2p 3 j o

sont les valeurs propres de la matrice de Levi associée a Q0

ol Xl, Az... A

au point x .
o

n-1

D'autre part il faut calculer le symbole sur X du 2&me terme de O
. — X
(les termes de degré 1 intervenant dans &(u, du,d u) sont caractéristiques sur

qui est définie ainsi

)

z). On trouve une matrice Adé?;

o
pour q = Ee“a) est nulle
qg=1 i(l) est la matrice de Levi (gqu'on peut considérer comme un
endomorphisme de AlT").et
+ a
:f,(ql qz)(tﬁJl.\ EJ:Z) _ (£( ) ZBJl) A(BJZ . G)Jl/\ Eﬁ(qZ) GJZ’ IJ1| =q,, ]J2| =q,
Les valeurs propres de iﬂq) sont donc les sommes Xj +...+ Aj (1 < j1 <...jq<§n—1)
et par suite les valeurs propres de I(P) (xo,AT)sont : ?
n-1
jil(lkkjl - ij) + X(le +.o..+ qu) 1< j1 RS jq

Elles sont positives ou nulles et si le rang de la forme de Levi est constant, le

rang de I(P) est constant sur chacune des nappes 5t et I (hypothése 3 vérifiée).
Supposons la matrice de Levi de rang constant r et () pseudodonvexe (pour

simplifier). Les valeurs propres Aj sont alors positives ou nulles. On peut alors

trouver une base orthogonale de T"

+ =0 -0
Z,,. . cee, 2
1"y ! 17" "n-1-r

-0 . -t
tels que les Z engendrent le noyau de la forme de Levi et les Z engendrent

1l'espace orthogonal. Soit

—+ —+ -
Wppees W7 Wyyeen, W

la base duale.
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() On appelle n’ la projection orthogonale sur 1l'espace engendré par les
q -
formes & A...,\(ﬁg’ 1<3,<... <§Sn-l-r (non nul si g < n-i-x) et T la
41 q

projection orthogonale sur l'espace engendré par les formes
-t -+ o o] . .

. 0 . < j, <... < < p-1- o ul si = r).
Wy A A A wle Aqu_r 1 < Jq Jq—r n-1-r (non n q

Remarquons que les feuilles canoniques de X se projettent sur les
feuilles complexes de X et rappelons que le support singulier est la projection

b 3
sur X du front d'onde (contenu dans T X). On déduit du théoréme 2 (avec U = 2n-1,

v=cl ,v-rt=c2 s v-rT =cTT ) e
n-1 n-1-r n-1-r
Théoréme 3 : Soit Db sur le bord X d'un ouvert r de t" tel que 1'hypothése 1

t .
soit vérifiée sur V N X, ouvert relatif de X. Soient I et Wq définis comme
ci-dessus (*). On a pour u (0,q)-forme

i) WF(u) = WF( Dbu) hors de I

WE (u) = WE( O u) U WF(':T;u) sur It

ii) WF(u) \ WF( Dbu) est une réunion de feuilles canoniques de L

SS(u) \ Ss( Dbu) est une réunion de feuilles complexes de X

L
Remarque 5 : On peut écrire sans peine un théoréme analogue dans le cas non

pseudoconvexe.
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