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XV.1

Le but de l’exposé est de décrire quelques phénomènes de propagation des

singularités en analyse complexe. Le théorème central utilisé (théorème 2) est une

extension à des systèmes du résultat [101 sur des opérateurs pseudo-différentiels

(scalaires) à caractéristiques doubles, qui a fait l’objet d’une conférence à

Saint Cast en 1979. Nous nous intéressons aux singularités des solutions du

problème 3-Neumann ou du laplacien induit Il b au bord d’ouverts de ~n où la
forme de Levi garde un rang constant. On peut rapprocher nos résultats de questions

posées par J. J. Kohn [13]. On trouvera des démonstrations complètes dans un article

à paraître.

§ 1. RAPPELS SUR LE PROBLEME DE 3-NEUMANN

Soit ù un ouvert borné de it. On appellera X le bord de et on suppose-
00

ra X de classe . Localement est défini par une inégalité p  0 et

où p est une fonction "6 réelle dont la différentielle est non nulle au voisina-
ge de X.

La forme de Levi associée à p , au point x 0 E X, est la forme hermitienne

sur l’espace complexe des vecteurs holomorphes tangents à X en

Une (o,q) -forme sur ~ s’écrit

avec

L’opérateur s’écrit :
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Si u et v sont deux (O,q)-formes à coefficients L2 on pose

20133)C -

On note ? l’adjoint formel de à

--* -*-
et on forme le laplacien n = dd +3 3, qui est un système d’opérateurs différentiels,

diagonal et elliptique

Le problème de 3-Neumann ([7]) est le problème aux limites suivant :

Etant donné f E A trouver u E 8o,q solution de

-*

Les conditions aux limites peuvent s’exprimer autrement. Si J(8 ) )(x,dp) est la
* -*

matrice valeur al1 point (x,dp) E du symbole de d elles s’écrivent

- -*

Si 0 et si f est orthogonale aux formes harmoniques, u est la solution

2 -

minimale dans L de f.

La question est la régularité jusqu’au bord de la solution de (a-N), elle

a été beaucoup étudiée. Donnons quelques résultats connus, en nous limitant au

cas pseudoconvexe (la forme de Levi est positive) pour simplifier.

1) Si en un point x 0 E X la forme de Levi a r valeurs propres &#x3E; 0, alors (a-N)

est - sous-elliptique au voisinage de x dans les (0-q)-formes si q &#x3E; n-1-r
2 0

(voir par exemple Hôrmander [11]).

2) Si C est une variété complexe de dimension d passant par xo et contenue dans

le bord, alors (3-N) n’est pas hypoelliptique au voisinage de xo dans les (O,q)-

formes q d (d’après les résultats de [13],[6],[4]).
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Les conditions sur q qui interviennent dans 1) et 2) sont des expressi(irl,,

de la condition Z(q) (ou non Z(q) ) usuelle. Les résultats connus sont bien plus

avancés : pour le 1) étude de la E-sous-ellipticité (c  1) et pour le 2)

utilisation de la dimension holomorphe mais nous voulons seulement donner une idée

(voir M. Derridj [5] ou la bibliographie de [13]).

Nous nous intéressons aux résultats négatifs (comme en 2) et plus précisé-

ment au lieu des singularités des solutions (éventuelles) de (3-N).

Conjecture 1 : Soit V un voisinage de x E X et C une variété complexe,passant par
0

00 -

x o et contenue dans X. Soit f une (O,q) forme ?&#x3E; 00 sur fl V. Si u est une solution

de (8-N) et au voisinage de x , 1, alors u est ’6 00 sur un voisinage de la compo-
0

sante connexe de C fl V qui contient x (réciproquement si u est singulière en x
0 0

elle est singulière sur (C fl V) 
x 

) .
x
o

Dans un langage moins précis on dit que les singularités se propagent le

long de la sous-variété C. Cette expression n’a pas le même sens que celui donné

par J. J. Kohn [13] ou K.Diederich, P. Pflug [6].
Pour étudier (a-N) on se ramène au bord. L’étude de la régularité pour

ce problème est équivalente à celle pour un système d’opérateurs pseudodifférentiels

sur le bord (voir Trèves [19] ,gÉvrelied [14], Greiner-Stein[9], Tartakoff [18] ou encore

Hôrmander [ 12 ] ) .

Ce système £ est de degré 1, à caractèristiques doubles, très lié à D b’

3 : opérateur de Cauchy-Riemann induit sur X

3, .0 : adjoint formel de 3 -b .

Le système Db est à caractéristiques doubles sur E = Z U Z avec

( E est donc un fibré en droites sur X).

~ est elliptique hors de Z+, et sur E , .3 a les mêmes invariants que 0 b
(à la mutliplication par un O.P.D. elliptique près). Ces invariants seront précisés

pour c b au paragraphe 4.
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~ 2. HYPERSURFACES FEUILLETEES

Soit X l’hypersurface de (tn constituée par le bord de Q et V un ouvert

de ~n. . Dans toute la suite on fait l’hypothèse suivante :

Hypothèse 01 On suppose que dans V n X, la forme de Levi garde un rang constant r.
-

Pour éviter les trivialités on supposera r  n-1. ( non strictement

pseudoconvexe) .

Proposition 1 : (voir par exemple Freemann [8] ou Sommer [17]). Sous l’hypothèse

01,1’hypersurface réelle X est, dans V, feuilletée par des variétés complexes de

dimension n-1-r. L’espace tangent a ces sous-variétés est le radical de la forme

de Levi.

Théorème 1 : Soit Q un ouvert pseudoconvexe, dont le bord X vérifie l’hypothèse

01 dans un ouvert V. Le problème (-N) est hypoelliptique dans V pour les (O,q)-

formes si et seulement si q &#x3E; n-1-r. Si q n-1-r les singularités des solutions

se propagent sur les feuilles complexes contenues dans V fl X (la conjecture 1 est

vérifiée pour chacune de ces feuilles).

Remarque 1 : Seule la partie propagation des singularités de ce théorème est

nouvelle. On peut énoncer le théorème 1 sans hypothèse de pseudoconvexité, c’est à

dire dans l.e cas a r+ valeurs propres &#x3E; 0 et r valeurs propres  0, r + et r-
constants dans V.

1
Preuve de la proposition 1 : Considérons la forme réelle T = 1(a - 

.-.- ’ -. -.-- À ’ . -.....-- 

i

Elle s’annule sur les fibrés complexes T’ et T" des champs tangents aX respective-

ment holomorphes et antiholomorphes. En posant :

on définit sur T’ fl3 T" une forme hermitienne dont la restriction à T’ est la

forme de Levi associée à O . Remarquons que T" = T’ et donc que T’ ~ T" = (Re T’) $- t

D’autre part T’ et T" sont formellement intégrables; on en conclut que le radical

de la forme ci-dessus est (Re T’) ~ ae ou T’ c T’ est le radical de la forme de Levi.
o 0

Il suffit donc de montrer que Re T’ est formellement intégrable, ce qui résulte
o

immédiatement de l’identité de Jacobi. D’après le théorème de Frobenius V n X est

feuilletée par des feuilles complexes dont le fibré tangent est T’ le radical de la
0

forme de Levi.
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Remarque 2 : D’après C. Rea [15] ce feuilletage n’est pas toujours la restric-

tion à X d’un feuilletage de l’ouvert V cl si on restreint V). 8

§ 3. THEOREME MICROLOCAL

Nous énonçons ici le résultat microlocal de propagation des singularités

qui permet de montrer le théorème 1 ainsi que le théorème 3 sur ob (voir § 4).

Soit E un fibré de dimension V sur une variété réelle de dimension p

et P un opérateur pseudo-différentiel de E dans E de degré m (voir [12]). Locale-

ment E est le fibré trivial W x (f ~ W ouvert de IRP et P est un v X v système

d’opérateurs pseudodifférentiels sur W classiques de degré m. Le symbole de P

s’écrit

et chaque terme pm-j est une v x v matrice homogène de degré m-j en .
m-j

*
Soit U un ouvert conique de T et Z une sous-variété conique de U.

Hypothèse 1 : On suppose que la restriction à E de la forme symplectique w

garde un rang constant et que le champ radial n’est pas orthogonal à Z pour co .

La variété E admet un feuilletage canonique et est dite w-feuilletée régulière

(voir [10]).

Hypothèse 2 : On suppose que la partie principale de P s’écrit

avec pm(x,D) O.P.D. scalaire dont le symbole pm est réel elliptique (&#x3E; 0) dans UB~

et s’annule à l’ordre 2 exactement sur E.

iDéfin-it.4,on 1 : On appelle invariant de Melin de P le morphisme de fibrés

défini (sur L) par :

Hypothèse 3 : On suppose que I(P) est autoadjoint positif et de rang constant r’ sui

E .
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Soit 7r un système d’opérateurs pseudodifférentiels de degré 0 dont le

symbole coincide sur E avec la projection orthogonale sur le noyau de I(P).

Il est possible de construire un tel système et il est unique modulo les

systèmes dont les symboles s’annulent à l’ordre 1 sur E . Dans le cas où I(P)

est bijectif on peut prendre 7T == 0 et si I(P) est nul (sur Z ) on peut prendre

est une section distribution de E on pose

Théorème 2 : Soit P un système tel que les hypothèses 1, 2 et 3 soient vérifiées

et 7 défini ci-dessus. On a pour u section distribution de E :

i) Dans WF (u) - WF (Pu) (hypoellipticité)

ii) Sur E , WF(u) -- WF(Pu) U WF(Ku) (hypoellipticité conditionnelle)

iii) WF (u) B WF(Pu) est une réunion de feuilles canoniques de E (propagation

des singularités).

Remarque 3 : La partie i) est une banalité, car on a supposé P elliptique dans

U B E ; on aurait pu aussi bien le supposer seulement hypoelliptique.

Remarque 4 : Si r’ = V alors P est hypoelliptique dans U car 7 = 0 et

WF(u) = WF(Pu) dans U. Dans ce cas P admet une paramétrixe dans la classe de L.

Boutet de Monvel (voir [1] et [3]).

Idée de la preuve : On utilise la méthode de réduction de Grusin après avoir

simplifié P à l’aide d’une. transformation par un opérateur intégral de Fourier.

Ceci se fait à peu près comme dans le cas scalaire [10] . On est ramené à l’étude

d’un système E Z du type ci-dessus avec E involutive et I (P) = 0. On montre

la propagation des singularités pour E% en adaptant aux systèmes le travail de

J. Sjôstrand [16] qui utilise des inégalités de Carleman.

§ 4. L’OPERATEUR c 

b- b

Nous allons décrire, un peu en détails, le résultat pour l’opérateur D
en vue d’éclairer le théorème 2.

On peut se placer sur une vari.été presque quasi complexe (de dimension

2n-1) ou en particulier sur le bord d’un ouvert 0 de . On suppose cette variété

munie d’une métrique hermitienne (voir [ 2 ~ ) .
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Soit T" le fibré complexe des champs antiholomorphes tangents à X. Soient

base orthogonale de T" et c 1 ,...,c n - 1 la base duale. Une (o,q)-

forme sur X s’écrit :

et on a

Après un calcul simple qui se trouve dans [9] et beaucoup d’autres on obtient :

- * - -*

Dans 3 b u) on représente une somme de termes où u, ou 3,u b ou 3, b u sont

multipliées par des matrices (c’est-à-dire des systèmes d’opérateurs différentiels

de degré 0).

Le terme principal de 13best donc diagonal, et il vérifie l’hypothèse
2 avec (en notant a(Z.) le symbole de Z.) :

3 3

Pour étudier le rang de la restriction à E de la forme symplectique on peut

considérer la restriction à E de la matrice des crochets de Poisson des fonctions

Re Im qui définissent E - Or on a :
J J

ce qui montre que l’hypothèse 1 sur E est vérifiée si on suppose que le forme de

Levi a un rang constant (hypothèse 01j.
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Pour calculer l’invariant de Melin de ob on calcule d’abord celui de
qui vaut

où A.7 À2... À sont les valeurs propres de la matrice de Levi associée à p

au point x .
o

D’autre part il faut calculer le symbole sur £ du 2ème terme de ob
. _ _*

(les termes de degré 1 intervenant dans u, au,a u) sont caractéristiques sur

z&#x3E;. On trouve une matrice ÂoS" &#x3E; qui est définie ainsi :

o

pour est nulle

est la matrice de Levi (qu’on peut considérer comme un

endomorphisme de

Les valeurs propres U’ (q) sont donc les sommesLes valeurs propres sont donc les sommes

et par suite les valeurs propres de I(P) (x o ,ÀT) sont

Elles sont positives ou nulles et si le rang de la forme de Levi est constant, le

rang de I (P) est constant sur chacune des nappes ¿+ et Z (hypothèse 3 vérifiée).

Supposons la matrice de Levi de rang constant r pseudodonvexe (pour

simplifier). Les valeurs propres i sont alors positives ou nulles. On peut alorsJ ’

trouver une base orthogonale de T"

20130 , 2013+
tels que les Z engendrent le noyau de la forme de Levi et les Z engendrent

l’espace orthogonal. Soit

la base duale.
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(*) On appelle 7T~ la projection orthogonale sur l’espace engendré par les
formes (non nul si i

projection orthogonale sur l’espace engendré par les formes
--L 1 - -

Remarquons que les feuilles canoniques de Z se projettent sur les

feuilles complexes de X et rappelons que le support singulier est la projection
*

sur X du front d’onde (contenu dans T X). On déduit du théorème 2 2n-l,

Théorème 3 : Soit o sur le bord X d’un ouvert r de aen tel que l’hypothèse 1

20132013201320132013201320132013 b 
. .

soit vérifiée sur V fl X, ouvert relatif de X. Soient E et Tr definis comme
q

ci-dessus (*) . On a pour u (o,q) -.forme :

ii) WF(u) B WF( ( ° b u) est une réunion de feuilles canoniques de E

SS(u) B SS( °bu) est une réunion de feuilles complexes de X

Remarque 5 : On peut écrire sans peine un théorème analogue dans le cas non

pseudoconvexe.
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