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XIV.1

§ 1. UN PRINCIPE VARIATIONNEL

Dans toute la suite, nous nous intéressons aux équations suivantes, ou

H : IRnx ]Rn - R et (f,9) : R - ]RnX an sont des fonctions données

%’é i -g—g (x,p) + £, (t)
(%) *
@, _ _m

at * axix’p) +9; (®)

C'est un systéme de 2n équations différentielles ordinaires, tout a fait
fondamental en mécanique et en physique. La fonction H, appelée hamiltonien, décrit
un systéme conservatif, et les fonctions f et g des excitations exogénes. Une
question difficile, & laquelle Poincaré en particulier a attaché son nom, est la
suivante sachant que f et g sont T-périodiques, trouver des solutions T-périodiques
du systéme 9% .

Nous indiquerons au paragraphe suivant comment répondre & cette question
dans certains cas. La méthode (nouvelle) repose sur un principe variationnel dd a

F. Clarké et l'auteur ([ 2 ]), que nous allons exposer maintenant.

Introduisons la terminologie suivante. Appelons extrémale d'une intégrale

T
J L(t,u(t),a(t))dt
o]

oid u(t) = (u,(t),...,u

1

2n(t)), toute solution des équations d'Euler-Lagrange :

S0z o o2 1<i<2n

Un des plus anciens résultats de la mécanique et de la physique mathéma-
tiques est le principe de moindre action, qui fait partie des grandes découvertes

du XVIIe siécle. Enongons-le de la maniére suivante

Proposition 1 : Les solutions du systéme (#) sont les extrémales de 1'intégrale

T
@) J {xp + H(x,p) - xg + pfl}dt.
o]
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Démonstration : Il suffit d'écrire les équations d'Euler-Lagrange
d oH
— = — + £,
at (xi) Bpi(x,p) i
d . aH
— = + — , - g, + =
I (0) B axi(x p) 9

s

Pour les raisons que nous exposerons tout a l'heure, ce principe variationnel
n'est pas utilisable directement pour trouver des solutions. D'ol 1'idée de le
transformer. On utilise pour cela une transformation de Legendre, technique courante
en analyse convexe, et utilisée pour la premiére fois dans ce contexte par Clarke
(L1 D.

Dorénavant, nous supposerons H convexe. Sa fonction convexe conjuguée G est

définie par les formules de Fenchel

G(y,q) = sup{xy + pg - H(x,p) | (x,p) € R x R"}

Pour simplifier, supposons H et G partout finies et différentiables.

La formule ci-dessus se raméne alors & la classique formule de Legendre

]

G(y,q) = xy + pq - H(x,p)
ot o8 et g
yi 9x e

i i 9py

on dispose également des formules de réciprocité
(y,q) = VH(x,p) <= (x,p) = VG(y,q)
On énonce alors ([ 2 1) :

Proposition 2 : Si (y(t),g(t)) est une extrémale de 1l'intégrale

T
(®) J {-¥q + G(-g+g,y-£)} dt
o
alors il existe des constantes X et P, € R telles que
(x'(t) =y(t) + x_,p(t) = q(t) + po)

soit une solution du systéme (ﬂc).
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Démonstration : Ecrivons les équations d'Euler-Lagrange
d 0G . .
—(- + — (-g+ - =
dt( q; aqi( g+g,y-£f)) 0
.4 3G (-q+g,y-f) = Y

Définissons de nouvelles fonctions x(t) et p(t) par

dG

xl(t) = 5;;(—q(t) + g(t),y(t) - £(t))
p. (t) = 96 (=4 (t) + g(t),y(t) - £(t))
i qu !

Les équations d'Euler-Lagrange s'écrivent
qQ = Pi

v, = %,
yl 1

D'ol x(t) = y(t) + X et p(t) g(t) + Py

Restent A trouver les équations que vérifient x(t) et p(t). Par définition,

on a
(x(t) ,p(t)) = VG(-q(t) + g(t),y(t) - £(t))
En utilisant les formules de réciprocité, ceci devient
(-q(t) + g(t),y(t) - £(£)) = VH(x(t),p(t))

En remplagant q(t) par p(t) et y(t) par x(t), on obtient le résultat
désiré. L]
Pour montrer l'existence d'une solution T-périodique des équations (95),

on pourra songer, soit & minimiser l'intégrale (J() dans la classe des courbes (x(t),

p(t)) définies sur [0,T] et vérifiant
(x(0) ,p(0)) = (x(T),p(T)),

soit & minimiser 1'intégrale () dans la classe des courbes (y(t),q(t)) définies

sur [0,T] et vérifiant

(y(0),q(0)) = (y(T),q(T)).
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Ces deux démarches ne sont pas équivalentes. En effet, pour montrer
l'existence d'un minimum, il faut trouver des estimations a priori, sur les
dérivées c'est pratiquement impossible pour 1l'intégrale (JQ), ol x(t) ne figure
pas et ol p(t) n'intervient que linéairement. De fait, on peut se convaincre sur
des exemples simples que l'intégrale (VQ) n'est pas bornée inférieurement (ou
supérieurement). Par contre, en ce qui concerne l'intégrale (J), ce sera
relativement facile, moyennant des hypotheses de croissance convenables sur G

(et donc sur H). C'est ce que nous allons voir maintenant.

§ 2. APPLICATIONS

La méthode ci-dessus a déja regu de nombreuses applications
([21,[31,041,051,[6]1,[ 7]). Choisissons-en deux.

A- Hamiltoniens sous-quadratiques

k, 2 2
On suppose que H : R"x R®"5> R est convexe, vérifie V(x,p), H(X,p) S ‘2—(X +p)

On suppose que f et g appartiennent a L2(O,T;I(n) et sont T-périodiques, avec

T < 2r k_1

Alors le systéme (76) admet au moins une solution T-périodique.

La démonstration consiste & minimiser la fonctionnelle
T
[ {-yq + G(-g+g,y-f) } at
o

sur l'espace :

T
y € Hl(O,T;ﬂin) et J vy dt =0
o
1 n T .
qg€H (O,T;R") et j gdt =0
o

On remarque que l'intégrale ne change pas si on translate y et g d'une

n . s - .
constante dans IR . On peut donc imposer la condition supplémentaire :

T
J y(t)dt = O
o
T
J g(t)dt = 0
o

Moyennant cette condition, on a l'estimation a priori

T
< — || &
”q“2 g

2T 2
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Par ailleurs, la condition donnée sur H se traduit par la condition

suivante sur G
V(y,q) G(y,q) = —21](—(y2+q2) - C.
D'ou l'estimation
JT{—a‘z a+ Gl-dhg,d-D}at > - 1P IEN + 5—(id-gl® + 1§ - £1%) - ¢
(o]
> - v 1+ 1d1®) + 5—d-gl® + 1g-£19) - c

1 T
On en déduit que la fonctionnelle est coercive pourvu que 75:—> !

c'est-a-dire T < ﬁ: Par ailleurs elle est faiblement semi-continue inférieure-
T T

ment : le terme J vqdt est compact, et le terme J G(-g+g,y-f)dt est convexe
o o

continu. L'existence d'un minimum en découle immédiatement.

B- Hamiltoniens sur-quadratiques

n n DU
On suppose que H : R X R - IR est convexe, vérifie

B
0 = H(0,0) < H(x,p) < -]E—(x2 + PZ)B/2

avec R > 2. Soit ¢ 1l'exposant conjugué

avec

T T
J fdt = 0 = J gdt
o o

B _ 2 g1
I£,9l, < 3 /B f2p B B2

Alors le systéme (¥) posséde au moins une solution T-périodique vérifiant

1'estimation

L) . 2
x-f,p- < — |If .
| #-£.b-g) < =5 I£.91]
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Ce qu'on désigne par Hf,g”a , c'est la norme de la fonction t m (£(t),g(t))

2
dans 12 (0,T; R°™).

La démonstration consiste & minimiser la fonctionnelle
T
J {-yq + G(-g+g,y-f) }dt
o

sur l'espace

I

o

Il

—
H

9

[o}

t

Il
(©)
1
—
= 1Ne}

T
€ 1%00,; R , J yat
(@]

e

qgdt

Qe

T

€ i%0,m;RY , J qdt
o
On fait le changement de variable w = y-f et z =g - G, ou f (resp.g) est

la primitive de f (resp. de g) de moyenne nulle. Ce faisant, grdce aux hypothéses sur

f et g, on ne change pas d'espace. On se raméne a minimiser la fonctionnelle

T
J {-wz - fz - W§ + G(-z,w)} 4t
o]

sur le méme espace. On la minore par

1 * . o o - - 1 . -OL
- Ellw,zuo‘ Ilw,zll8 - IIw,zIIOLIIf,gIIB+ 5 IIw,lea
On estime la norme de l'opérateur (W,2) — (w,z) de La dans LB par le théoréme de
el . , T,2/8 ,1,1-2/8 2/8 . .
convexité de Marcel Riesz. On obtient taaﬂ (50 = c(R)T . La minoration

s'écrit donc

T
J {miz - £2 - ¥5 + G(-E,)de > olld. )
(@]

/B

2/B S2 o

2 1
- c(B)T Ilf,gllas + —5

o8 @s) = -3 c(B)T T s

Comme o < 2, c'est une fonction qui tend vers - «® quand S = + ®, et qui
n'a donc pas de minimum global. Mais une étude précise montre que, sous les

conditions imposées & Hf,gﬂa,elle a la forme suivante
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©(s)

On cherche alors le minimum de la fonctionnelle, non plus sur l'espace
entier, mais sur la boule centrée a l'origine et de rang Sy - On montre aisément
que ce minimum est atteint. Par ailleurs, en faisant w = O = z, on trouve la
valeur zéro, et le minimum doit donc étre négatif ou nul. Il ne saurait donc étre
atteint sur le bord de la boule. Il est donc atteint & l'intérieur, et constitue

un minimum local de la fonctionnelle sur l'espace tout entier. C'est donc bien

1l'extrémale cherchée de la fonctionnelle (¥).
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