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Considérons le probléme de Cauchy non caractéristique

P(t.x;D ,D ) u(t.x) = £(t,x) dans
(E) { t x
Diu(o,x) = 9 (3 =0,l,...m1) sur t=0N Q
5 L =L 3 -1 9 < < <
ol () est une bande [O,T] xR"~ , D, = T3¢ ! ij i ij (1< js< ) et

. o
P(t,x;D_,D ) = D. + 2 a_(t,0p’ D)
X t X t

t lvl+j<m VI
j<m

Notre but est de montrer l'existence de solution u(t,xXx) et de domaine d'influence
dans la classe C. (), étant données a (t x) et f£(t,x) € c’ () et

@500 € [c *(®H]" .

Soit p le symbole de P ; p = p +...+ 138 ol pk(t,x;T,g) est le

+p
m m-1
symbole homogéne de degré k. Pour la factorisation

m-s
p_(t,x:T,8) = || (1 - A, (t,x;8)) ﬁ(r -, (6,x58))
" i=1 ' j=1 J

on pose les

HYPOTHESES

1) xi(t,x;g) (1 <1i<ms) et uj(t,x;g) (1 <3j<s)

sont réelles pour tout (t,x;&) € X IR§ ’
2) elles appartiennent a Cw(Q X Ii\ o),
3) pour chaque j < j < s) A (t,x;8) et uJ(t /X;E) peuvent se coincider dans
0 x Ez oy mais l i (t - A (t,x;8)) = qm_s(t:X;T,E) et
fT(T - ué(t.x;g)) = ys(t,x;T,g) sont des polynémes strictement hyperboliques

par rapport a T.

[ee)
On emploie les notations usuelles; H (Izg) est l'espace complété de CO(EQQ) par

la norme FuHi = [ 2(1+|£I) Iu(g)l d& , et on désigne s™ Q@ x RQ ) l'ensemble de

3

symboles des operagéurs pseudo-différentiels classiques d'ordre m que l'on note par



L(m). Dans la suite, on ne considére que les opérateurs pseudo-différentiels par

rapport & x, mais différentiels par rapport a t, et on définit

|z

& (m) ={ b, (t,x;D)DIE_j o b, (t,x;D) € L(m

t—""!\ v

2
dépendant de t comme paramétré}.

Soient Q et R deux opérateurs pseudo-différentiels de T (m-s) et L(s) associés aux

q et r ; c'est-a-dire,
m-s s

= ~ - +...
{ q symbole de Q qm_S + Tos-1
r = symbole de R ~ rs + r +...

s-1

ou a et rj sont des fonctions indéfiniment dérivables, homogénes de degré i et jJ
par rapport & (1,§) et polyndmes de degré i et j par rapport & T . A la place de

(E), on résoud

() * { Ru
Qv

ou Q et R sont des opérateurs pseudo-différentiels strictement hyperboliques.

v

-(P - QR)u + £

D'abord, on se rappelle du

Lemme O : Si P(t,x:Dt,D) est un opérateur pseudo-différentiels strictement

hyperboliques de f}m), alors il existe <y telle que

._n+m-1 n+m-1 n
D ' < + P
1l u(t)nc)tl Y (ID u(t)l|O IID™ ( u(t))lIO)
pour n : V entier (=2 0) et g : V réel, ou
n i
IDTE (e = sup |ID u(t)ll ..
+n—
o o<i<n ° o+n-1

Evidemment, il faut imposer une certaine condition sur P pour la résolubilité

dans Cm(Q), puisque, en général, on a (P - QR) € f(m—l) ; en effet,

symbole de (P - QR) ~ (pm - qm-srs) +
2 9 or
. 1 < In-s s
! - = . - )
" Pm-1 i 45— o& 9x (qm—s rs—l * In-s-1 rs'} *
Q=0 G o

+ termes de degré < m - 2 .



En définissant

) L qu < Brs
2 = - = =S
(1) m-1 Pp-1 i E: o0& ox !
0=0 a o
si 1l'on peut établir
2 = +
(2) 2m—l qm—s rs—l qm—s—l rs

par le choix convenable de (qm_s_1 ) r ), alors on aura (P - QR) € E(m—2).

s-1

Pour nous conduire bien, citons deux exemples :

i) P = D2 - x2D2 + cxD
t X X

ii) P = D2 - t2D2 + cD
t X X

On a déja exposé le résultat pour i) dans le Séminaire Vaillant [14] , donc dans

cet exposé, on discute le cas ii). Une propriété typique de cet exemple est que

1'on peut supposer

C = A " L
(3) UJ . /t € c (Q XIRE \o).
Si 1'on pose T = uj dans (2), alors on a
nﬁ Uj->\.
Qm_l(t,X;Uj(t,X;E),E) = IR My - A -——E——l'(trs_l(uj))
# 3

pour 1 < j <s, qui détermine trs_l(t,x;z,g) de telle maniére que trs_1 est une
fonction indéfiniment dérivable de XJR% \ O, sous 1l'hypothése - condition
S

généralisée de E. E. Levi -

M. = AL
(4) pour chaque j (1 < j < s), lm_l(uj) est divisible par —Q*E——l- au sens
de Zm 1(u y/ €C (Q><I§\ O) compte tenu de (3).
Désormais , on considére
+ Ip-s-1 +

E qm—s t qm—s—2

(5)
ro_

r rS rs_2

Théoréme 1 : Pour le probléme de Cauchy (E) sous les hypothéses 1) 2) 3) et (3),

si 1'on suppose (4), alors on a



X.4

n+m-2 2 =1
- < 5
D u ()l {j:) Il wjll m—3+n+m+N

t
N 2 N+1 2
+ ID £ (O)l + J ID_ "£(T)ll "dz!
n+ o T n

| pour n : V entier ( 2 O), N étant choisi convenablement. Il se démontre par les

Lemmes suivants .

~ P
Lemme 1 : Soit le symbole de P ~ P, + 2 + P> +...+ p,- Si P est un symbole
strictement hyperbolique, alors on aura
n+m-1 2 +m-1 2
| (1D w@I D <clp™ it -
n+m-1-k 2
n |Ip u(t)ll n 5
+
+ Y ST t 1D £ )
k=0 t
pour n : V entier (=2 0O) et 0 : V réel .

Lemme 2
n+m-s-1 n+m-2-k
ID™(P - QR)u(t)l < const. Z o u(e)l
& k+2

A cause du Lemme 2 - c'est-a-dire, il y a singularité plus élevé que le Lemme 1 -

on fait depuis le début u = tw, alors on a

[ Rw = %(V - [r,t]w)
(E) "

\.Qv = —-(P - QR) (tw) + £ ,
oa [A,B] = AB - BA .

Lemme 3

”Dn(v -[R,t]w

n+1 n+s-1-k

P {Z ID k+Y(t)II+ L Wl

~

=0

+
tk 1

Compte tenu des lemmes 2 et 3 , on emploie le Lemme 1 & chacune des équations

(E)", on obtient



+m- 2 n+m-2 2
6) o™ 2y fy s < o™ A ?
n+m-s-1 n+m-s-1-k 2 +m- +m-2-
. ID vl ” o, TSRS et e 2
K=o g2kl p— 2k
+m-s-1 2 +m-s-1 2
(7) DS v )l o <y vl +
+m-s-1- 2 +m-— +m-2-k 2
o S DTS 2| TS 2R ()
2k+1
k=0 t2k+1 k=0 t k

2
+ t IDVE ()l 7}

En choisissant n+m-2-j au lieu de n+m-2 dans (6) et n+m-s-1-j au lieu de n+m-s-1
dans (7), on ajoute ces deux inégalités.

Si 1l'on définit

2
+m- +m-2-73 2 +m-g-1-7 +m-s-1-j
() o (t) = “is I o ” " m>—s IS Ty )l
n T 25+1 — 29+1
J=0o t Jj=o t
alors on aura
n 2
D
£0' () < CEO (t) + (I - 1) & (£) + c IR EEI
n n n t2n—3
ou
£20_y
I'=2(y- 1) (n+tm-s) + 2y et C = max(y,y ——5———0
t -1
-T -C
En multipliant ¢t I“e t » 11 s'ensuit
-I'+1 -ct -I'-2n+3 -C
Tt o o (£)' <ct F'=2n+3 =Ct \pne gy
Si 1l'on peut vérifier
-T+1 -C
(9) lim £ 1Tl TGt ° (t) =0 ,

tilo

alors on peut l'intégrer ; donc on a



t
| - "= 2n+3 C(t— 2
®_(t) < ct ! } et SO0y 0y 2 ar
o
Pour vérifier (9), on définit
N+m o J .
S (i) j
z(t.x) = u(t.x) - ;Z% ——:T—-Dt u(0,x)

a4 nouveau

En employant le raisonnement ci-dessus au probléme de Cauchy

( Pz =g
\ Diz(o,x) =0 (j = 0.1...N+m)
N+m (it)j .
ot g=f - P{E: _-fT——‘Di u(0,x)} , si 1l'on tient compte du
j=o )
Lemme 4
k
Dt g(0,x) =0 (k < N)
implique

2 2
g (s)l < const.S gz)ll~ az ,

2N+1 JS ”DN+1
(@]

on peut terminer la preuve du théoréme 1, en choisissant N =

Théoréme 2 Pour le probléne de Cauchy adjoint a (E)

*
P ; D, ,D
. (t,x e x) v (t,x)

(E)

h(t,x) dans

3 ) . i
DtV(T,x) = wj(x) (3 0,1,...,m-1)

max (

2

1
+n-

sous les hypothéses 1) 2) 3) et (3), si 1l'on suppose (4), alors on aura

T n+m-2 2 ol 2
- < .
JOIID vt~ dat const {ELO ijﬂm_j+n+M

T
n+M-1 n+M-1

2
S LRIV
o)

h(T)H; ar?

ou M est le plus petit entier plus grand que

(nts) (y+ 1) + yv-1

1,

2n -

N



On résoud (E)" comme il précéde ;

I‘Qv =W

*
\ Rw = -(P - RQ)V + h
ou plutdt en posant

v = t¥ , {R\7= —i—(w - [o,t]¥)

* ~,
Rw = - (P - RQ) (tv) + h .
Alors on aura

A-2 +m-2
t I "

2 148 _*
v(t)lS < const. {T ® (T) +
N n
T
A-2n+3 2
+J ThTen IIDnh(T)"NdT}
t
pour n'importe quel entier positif N, ot
A=2{cn+s)(y+ 1)+,
puisque
*

P - RO € T(m-2)

sous 1l'hypothése (4).

Si 1l'on emploie les

Lemme 5 : Pour O : V réel, il existe 6j (3 =1,2)
y tm=-2 2 > k Dn+m--2+k 2 _
D (t)||O 61 Il v(t)HO_ X
k-1
i n-1+i 2
- Z 8, 8, IID nels .
i=o
Lemme 6 : Pour O : V réel, il existe {a.}

i"oSsisyu

tel que



{1 - -
21 DK u+i 1V(T)"§

T H
2 -1
A, Jf o ™M a - > a8 I
T
2 2
< J 2" vion? at
t o
o
A () u : V entier (2 0), alors on complétera la preuve du Théoréme 2.

pour
Pour le probléme de Cauchy (E) sous les hypothéses 1) 2) 3) et

iThéoréme 3 :
(3) si 1'on suppose (4), alors il existe une solution dans Hm(Q) pour £ € Hw(Q)

2, qm

et @ € [H (RO .
A la fin, on peut vérifier qu'il y a domaine d'influence pour le probléme

de Cauchy (E) comme une propriété typique d'hyperbolicité. En effet, on a le

Pour le probléme de Cauchy (E) ol f = O sous les hypothéses 1) 2) et

Théoréme 4

3), si 1l'on suppose
€c°°(g2><JRQ€\0)

3 82pm
—_—) (t’x;uj(t'x;g)’gv/u Y
3 .

(p__, = 53
m-1 2L = o ax
(0 o €

et
co 2
€ C (R ><1R£\0)

{qm_sl rS}(u]%«‘ _ ‘
2 J
t
{ , } est la parenthése de Poisson, alors il y a

pour chaque j (1 < j < s), ol
domaine d'influence ; plus précisément, pour chaque t, le support de u(t,x) est

contenu dans 1l'ensemble
{x; Ulx-yl € Amax t , ol y parcourt le support des données
= suplki(t.x;g)l pour (t,x) € @ ,

Y
(@ (X), @ (x),...,@ 4 (x))}, ot Xmax

[E]l =1 et 1 <i<nm.

‘-

Remarquons que l'on ne peut pas montrer le théoréme d'unicité locale qui est une

extension du théoréme d'Holmgren; puisque notre hypothése (4) ne peut pas étre

conservée par la transformation d'hypersurface spatiale.



Considérons deux problémes de Cauchy ;

*
Pu=0 dans * P v=h dans
a) . et a)
Dzu(o,x) = O, (x) Dj v(T,x) =0
(0 < § < m-1) (0< j<ml)
* % .
Si 1l'on envisage a) sur [§,T] xR pour n'importe quel § positif, alors

nos hypothéses du Théoréme 4 sont les mémes que celles du Théoréme 4 de [14] ,
pour lequel il y a le théoréme d'unicité locale, donc domaine d'influence ; c'est

a-dire, on a

supp Vv(t,x) < L) {(,x) € [s,T],
(s,y) € supplh]

~
x -yl < Amaxlt - sl}

~
oll Amax = sup
[, 7] xR

1E] =1

1<i<mn

2 | Xi(t,X;E)l . Alors, il est évident que l'on peut remplacer

X max par Amax , & cause de notre hypothése 2). Ceci nous permet de montrer
l'unicité de u(t,x) du probléme a), d'ol il résulte 1l'existence de domaine d'in-

fluence.
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