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X. 1

Considérons le problème de Cauchy non caractéristique

où ~ est une bande

Notre but est de montrer l’existence de solution u(t,x) et de domaine d’influence
- 00

dans la classe C (~) , étant données a (t,x) et f (t,x) E C (Q) et

C [C ( Q, )] m . 

v 3

J

Soit p le symbole de P ; p = pm + pm-1 +...+ po où est le

symbole homogène de degré k. Pour la factorisation :

on pose les

HYPOTHESES

sont réelles pour tout

2) elles appartiennent

~ peuvent se coincider dans

sont des polynômes strictement hyperboliques

par rapport à T.

On emploie les notations usuelles; H s est 1.’espace complété de C par

et on désigne l’ensemble de

symboles des opéràÉÀurs pseudo-différentiels classiques d’ordre m que l’on note par
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L(m). Dans la suite, on ne considère que les opérateurs pseudo-différentiels par

rapport à x, mais différentiels par rapport à t, et on définit

dépendant de t comme paramètre .

Soient Q et R deux opérateurs pseudo-différentiels de L(m-s) et L(s) associés aux

où q, et r. sont des fonctions indéfiniment dérivables, homogènes de degré i et j
i J

par rapport à (T,~) et polynômes de degré i et j par rapport à T . A la place de

(E) , on résoud :

où Q et R sont des opérateurs pseudo-différentiels strictement hyperboliques.

D’abord, on se rappelle du

Lemme 0 : Si P(t,x:Dt,D) est un opérateur pseudo-différentiels strictement
1%,

hyperboliques de L(m), alors il existe y telle que

Eviderm,nent, il faut imposer une certaine condition sur P pour la résolubilité
w 

- 

dans C () , puisque, en général, on a (P - QR) E L (m-1 ) ; en effet,
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En définissant

si l’on peut établir

par le choix convenable de alors on aura (P - QR) E L (m-2) .

Pour nous conduire bien, citons deux exemples g

On a déjà exposé le résultat pour i) dans le Séminaire Vaillant [141 , donc dans
cet exposé, on discute le cas ii). Une propriété typique de cet exemple est que

l’on peut supposer

Si l’on pose T = dans ( 2 ) , alors on a
3

pour 1  j --s, qui détermine de telle manière que est une

fonction indéfiniment dérivable de Q B 0, sous l’hypothèse - condition

généralisée de E. E. Levi -

L

Désormais , on considère

Théorème 1 : Pour le problème de Cauchy (E) sous les hypothèses 1) 2) 3) et (3) ,

si l’on suppose (4), alors on a
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pour n : i V entier ( &#x3E; 0) , N étant choisi convenablement. Il se démontre par les

Lemmes suivants .

.,r Pm-1

1 
Lemme 1 : Soit le symbole de P N pm + t 

+ pm-2 +...+ Po. Si pm est un symbole201320132013201320132013 
" "m t m-2 0 m

strictement hyperbolique, alors on aura

pour n : V entier

j Lemme 
2

A cause du Lemme 2 - c’est-à-dire, il y a singularité plus élevé que le Lemme 1 -

on fait depuis le début u = tw, alors on a

où [A,B] =AB-BA .

Compte tenu des lemmes 2 et 3 , on emploie le Lemme 1 à chacune des équations

(E)", on obtient
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En choisissant n+m-2-j au lieu de n+m-2 dans (6) et n+m-s-1-j au lieu de n+m-s-1

dans ( 7 ) , on ajoute ces deux inégalités.

Si l’on définit

alors on aura

où

En multipliant il s’ensuit :

Si l’on peut vérifier

alors on peut l’intégrer ; donc on a
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Pour vérifier (9) , on définit

à nouveau .

En employant le raisonnement ci-dessus au problème de Cauchy

si l’on tient compte du

Lemme 4 :

implique

on peut terminer la preuve du théorème 1, en choisissant

1 
Théorème 2 : Pour le problème de Cauchy adjoint à (E)

sous les hypothèses 1 ) ~ ) 3 ) et (3 ) , si l’ on suppose ( 4) , alors on aura

où M est le plus petit entier plus grand que
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On résoud (E)" comme il précède ;

ou plutôt en posant

Alors on aura

pour n’importe quel entier positif N, où

puisque

sous l’hypothèse (4).

Si l’on emploie les

Lemme 5 : Pour a : : V réel, il existe 6. (j = 1,2) tel que

j Lernme 6 : Pour o : V réel, il existe
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pour À (~) p : V entier ( ~ 0), alors on complétera la preuve du Théorème 2.

Théorème 3 : Pour le problème de Cauchy (E) sous les hypothèses 1) 2) 3) et

(3) si l’on suppose (4), alors il existe une solution dans H (H) pour f E H00
et ~.~. J E °

A la fin, on peut vérifier qu’il y a domaine d’influence pour le problème

de Cauchy (E) comme une propriété typique d’hyperbolicité. En effet, on a le

Théorème 4 : Pour le problème de Cauchy (E) où f = 0 sous les hypothèses 1) 2) et

3) , si l’on suppose

est

pour chaque j (1  j  s), où { , } est la parenthèse de Poisson, alors il y a

domaine d’influence ; plus précisément, pour chaque t, le support de u(t,x) est

contenu dans l’ensemble

, où y parcourt le support des données

où a mah - 1 pour (t,x) E D , ,
1

L

Remarquons que l.’on ne peut pas montrer le théorème d’unicité locale qui est une

extension du théorème d’Holmgren; puisque notre hypothèse (4) ne peut pas être

conservée par la transformation d’hypersurface spatiale.
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Considérons deux problèmes de Cauchy ;

Si l’on envisage a) * sur [6,T] pour n’importe quel 6 positif, alors

nos hypothèses du Théorème 4 sont les mêmes que celles du Théorème 4 de [14] ,

pour lequel il y a le théorème d’unicité locale, donc domaine d’influence ; c’est

à-dire, on a

Alors, il est évident que l’on peut remplacer

-

X max par Àmax , à cause de notre hypothèse 2). Ceci nous permet de montrer

l’unicité de u(t,x) du problème a), d’où il résulte l’existence de domaine d’in-

fluence.
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