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§ 1. INTRODUCTION

Le but de cet exposé est de donner la construction d'une
pavrametrin du probleme de Cauchy pour une classe de systemes hyperboliques
a caractéristiques réelles involutives de multiplicité variable ;3 classe
pour laquelle on sait, a priori, que lc probleme de Cauchy est bien posé.

Par soucis de clarté, nous nous contenterons de décrire nos ré-
sultats dans un cas simple et indiquerons brievement les résultats plus
généraux que nous obtenons par une méthode analogue . (Pour plus de détails
nous renvoyons a [19].

. L . n+1 n .
Nous nous inteéressons aux systemes 2x 2 dans R = Rx ><ZRx qui

o
s'écrivent

A1(§,D) 0
0 A2(§,D)

1.1 P(x,D) = DOI- + Q(x,D)

ou Ai est un opérateur pseudo-différentiel classique, d'ordre 1 en x,
qui dépend régulierement de X Q une matrice 2x 2 d'opérateurs pseudo-
différentiels classiques, d'ordre O en x, qui dépendent régulierement

de x .
0

Nous supposons que le symbole principal homogene a; de Ai est

une fonction a valeurs réelles, indépendante de X, pour X hors d'un compact

de Rn+1 et que

Condition (I) : Si Ki = §o— ai(§,§), il existe h, et h2 deux fonctions

1

dw, homogéne de degre O en E, telles que

1.2 {xl,x2} = hyA, + by,

Pour décrire nos résultats, nous avons besoin de la

Proposition 1.1 : Sous la condition (I), il existe
. o, n+2 n¥* N .
1) une fonction a dans C (RZ T xﬁRg )y homogene de degré O par
9

rapport a §, telle que les fonctions

ti(z,z—c,é,g) 7\-1(;(1'5)+ C

t2(z,§,§,g) 7\2()2’2) —a(z,f,g)g
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soient en involution sur {t1= t2= 0} avec dt1 et dt2 indépendants

2) une fonction &, solution locale au voisinage de {z= X, = 0} de

ti(Z,X, d7

4

i@):() i:1,2
?

en outre, elle vérifie
1.4 2| = ¢

ou les fonctions @i sont les solutions locales (en voisinage de X, = 0) de

Ki(x, dfq)i) =0

Les phases @i et % engendrent localement les relations canoniques

C. et C.
i
Théoreme 1.2 : Sous la condition (I), il existe Ei dans
3‘1/4(11“*1,111“;0{) et F_ dans 3'1/2(3“2"2;,12“,0') tels que
9
X,
¢ =mE + m,E, + J‘_x (n,F, + n,F,)dz
0

est solution de

1.6 {P@EO
YOC"/E Id

ou J( ) désigne les matrices 2x 2 a coefficients dans I"( ) et

. (1 0) i (0 o)
= 9 =
|1 1o o 2 1o 1

Nous en déduisons la description suivente des singularités des

solutions du probleme de Cauchy .
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Soit

1

- . * 3* , L .
1.7 ¥ = {(X,E5y,1) € TORn+ xT R'/ en (0,y,1) = a,(0,y,T) ; il existe

o
syt € Rtels que s+t = b st>0 et

(x,8) = FY 5000, 5,3, (0,3,1)51) ]

ou F; désigne le flot du champ hamiltonien H,
i

Théoreme 1.3 @ Soit1:€,%'(Rn+1)2 telle que Pu€ C¢° , alors nous avons
1

1'inclusion
- o r -
1.8 WF(u) < (e WGy wl ulc, WF(y u)l U [T WF(Y u)l]

ou Y, u désigne la trace de u sur {xo = 0} .

L

¢ 2. REMARQUES ET EXEMPLES

Remarque 2.0 : La condition (I) est satisfaite siai-a2 ne s'annule pas;

autrement dit , notre construction redonne la construction d'une paramétrix

pour des systemes analogues au systeme 1.1 a caractéristiques de multipli-

cité constante.

Remarque 2.1 : De meme, nous obtenons par cette méthode la construction

d'une paramétrix du probleme de Cauchy pour des opérateurs scalaires du
type de Weierstrass, bien décomposables qui satisfont la condition (1),

i.e. les opérateurs qui s'écrivent
2.1 R(X,D) = (D -4,)(D -A,)+B (D ~A)+B,(D -4,) +C

ou plus généralement

avec A. = D -A.(x,D)
J o J

Remarque 2.2 : Nous ne faisons aucune hypothese sur 1'indépendance linéaire

des champs hamiltoniens HK et HK 3 en ce sens nous généralisons les

1 2
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constructions de S. Alinhac [1] et de G. A. Uhlmann ([22] et [23]) a

des opérateurs qu'on ne peut pas '"modeliser" plus avant

Remarque 2.3 : Le théoreme 1.3 résulte d'une étude grossiere des singu-

X

larités des termes complémentaires : ”I ¢ ...dz . Dans le cas scalaire,
-X
0

pour des opérateurs du type 2.2, B. Helffer [6] et R. Lascar [ 13] obtiennent

des résultats de propagation de singularités plus précis.

Exemples d'opérateurs scalaires du type 2.1
(i) P(x,D) = (Do-al(D))(Do-az(D)) + r(x)

(2i) P(x,D)

(Do- f(x)Dx)(Do+ f(x)DX) + q(%)

_ g(x $X)
(3i)  P(%,D) °

DO(DO- f(x) e DX) + r(X)

§ 3. CONSTRUCTION D'UNE PARAMETRIX (Esquisse)

Démonstration de la proposition 1.1 : Comme {xi,xz} est indépendant

de § , en regardant 1'identité 1.2 au point § = a2(§,§), il vient
3.1 A5} = hy(Xhay(x,8),8)(ay = A)) = LA =A,)

Pour déterminer o, nous résolvons

3.2 {toty) = £t - t,)

équation équivalente a

3.3 -{tl,a} = 4(a+1)

Comme le champ Ht est transverse a z+ X, = 0, nous prenons pour o

1'unique solutionlde
- {tl,a} = Lo+ 1)
3.4

oci =1
zZz+X =0
(o]
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Remarque : a+ 1 solution d'une équation diffc¢renticlle homogene, ne

s'annule en aucun point ; en conséquence dt, et dt2 sont linéairement indé-

1
pendants. L'existence de la phase § résulte du Th. 3.6.3 (Duistermaat L4])

+X
. . . .. _ 0
Fin de la construction : A priori C = n1E1+ H2Eé + I_ (n1F1+ n2F2)dz
o
les opérateurs E, sont solution de
3.5 AjE;+Qm; By =0
YOEi = Id
Un calcul élémentaire, montre que
+Xo +x0
_ o/i i :
3.6 Pj‘ an].dz._ 2/1(n1F1)lz+x o j (T1T1+R1)F1 dz
-X o -X
o o
avec Ii(z,x,DZ,Di) =D -A +D,
X 1 X
— — s A\ .
3.7 Pj_x m, Fodz = 3 ((1+oc(z,x,D))n2F2|iz_x°:0+ j’ (n,T, + Ry F,dz
o -X

(o}

avec

T,(2z,X,D_sD) = D - A,(X,D) - D (a(z,X,D))
Enfin
3.8 PnlElz Ty A1E1

En conséquence F1 et F2 doivent satisfaire les équations

( .
(K1T1+ R1)F1+ (n2T2+ R2)F2 = 0

3.9 J 2/1 1'z+x0:0 = A2 E2

1
T (1+a(x0,xo,x,D))(FZIZ_XO:O) = A B

\

équations que nous résolvons en imposant la condition supplémentaire



3.10 TF, =TF
Ce qui équivaut, au niveau des symboles principaux homogenes a résoudre

un probleme de Cauchy avec données initiales sur des hypersurfaces

caractéristiques (cf.[1] par exemple).

§ 4. GENERALISATION A LA MULTIPLICITE QUELCONQUE

Nous nous intéressons aux systemes du type
4.1 P(x,D) = DOI..Q(i,D)

ou Q est une matrice Nx N d'opérateurs pseudo-différentiels classiques
du ler ordre en x, qui dépendent régulierement de X, -

Nous supposons que Q vérifie les conditions suivantes .

i Condition (8) : Le symbole principal homogene q de Q est uniformément
symétrisable et ses valeurs propres aj(j = 1,...,k+1), de multiplicité
minimale m., sont des fonctions Cw, positivement homogenes de degré 1 par

rapport a €, qui vérifient
4.2 a.(x,8) = a_,(E)
i’ j

pour X hors d'un compact
L

Condition (I) : SiA; =€ =-a;, il existe des fonctions h, c”,

homogenes de degré O par rapport a £, telles que

4.3 {A,sA.} = h,. A, + h_ . A,
1 J 13 J J1i 1

Notons s(X,£), la matrice transposée de la matrice des cofacteurs
N - = m, _
de p(x,8). A priori, nous savons que s(x,§%) est divisible par (%0-aj) J71

posons 4.4, sj(i,é) - s(£,é)(go-aj)1"“j .

m,

Condition (D) P8 (i,ai(§a§),§) est divisible par | l(aj- ai) I,
-lo
J71

pour tout i=1...k+1.

Remarque 4.1 : La condition (D) est satisfaite, si q(X,§) est uniformé-

ment diagonalisable.
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Remarque 4.2 : Cette condition est, en pratique, aisément vérifiable et

on peut montrer qu'elle est vérifiée sous certaines hypotheses sur la
"géométrie'" de 1'ensemble des points ou la multiplicité des caractéristi-

ques change. En particulier, dans le cas ou deux valeurs propres ay et a
m m

- = 1...¢P
1~ 29 oc:f1 fp

2
peuvent co¥ncider (les autres sont distinctes) ; si a
ou fi sont des équations d'hypersurfaces, alors la condition (D) est

satisfaite.

Sous les conditions (S) (I) et (D), par des techniques analogues
a celles développées dans le paragraphe 3, nous construisons une paramétrix
du probleme de Cauchy relatif a l'opérateur P et en déduisons une
description des singularités de la solution semblable au théoreme 1.3.

Pour plus de détails, nous renvoyons a [19].

Remarque 4.1 : Terminons en indiquant, comment, la construction locale

gque nous avons exposé¢e peut se globaliser. En utilisant des arguments
analogues a ceux qui sont dévéloppés dans [2] et [4], il est facile de voir
que, sous nos hypotheses, les relations(ﬁ et C sont définies globalement;
les équations de transport que nous obtenons (systeme 3.9, 3.10) sont
définies globalement de maniere intrinseque. Comme dans [ 16], nous

sommes alors en mesure de définir globalement les opérateurs dont nous

avons donné une définition locale .
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