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INTRODUCTION

Cet exposé résume un article à paraitre au Journal de

Mathématiques Pures et Appliquées, écrit en collaboration avec R. Berzin

( cf . aussi la note 5j

L’objet de cet article est de donner des conditions nécessaires

et des conditions suffisantes d’hyperbolicité pour les systèmes, lorsque

l.a multiplicité des caractéristiques est constante ; dans cet exposé
la notion d’hyperbolicité est, en bref, la suivantes i un opérateur

, 
, ro

est hyperbolique, lorsque le problème de Cauchy est bien posé en éf.

En ce qui concerne les conditions suffisantes nous avons utilisé la

technique des opérateurs intégraux de Fourier de HUrmander et Duistermaat

(1972) sous la forme utilisée par Chazarain (1974) ; en ce qui concerne

les conditions nécessaires celles des développements asymptotiques de

Strang et Flaschka (1969, 1971), Ivrii et Petkov (1973, 1974). Nous

nous sommes souciés particulièrement d’obtenir ces conditions par des

procédés de calcul qui puissent se généraliser et pour des systèmes
d’ordre non nécessairement égal à 1 et c’est là qu’est essentiellement

notre contribution.

Les systèmes présentent de nombreuses difficultés de calcul;
m 

, ,

de plus si les coefficients sont C , la non-intégrité de l’anneau
00 

, , , , ,

des fonctions C , et les variations de rang de la matrice caractéristique
sont parmi les causes de la difficulté à obtenir des conditions à la

fois nécessaires et suffisantes. Nous donnons une condition suffisante

simple d’hyperboli.cité (D), elle exprime en bref que l’opérateur
matriciel h composé avec un opérateur a dont la matrice caractéristique
est celle des cofacteurs A de la partie principale H de h se décompose
bien. Elle rejoint ainsi les définitions du cas scalaire et du cas des

coefficients constants.

Pour les raisons invoquées précédemment la démonstration

des conditions nécessaires sera plus facile si nous transformons la

condition (D) précédente : elle entraîne des conditions algébriques

polynomiales, ne dépendant que de h, exprimant que l’on peut trouver

dans une carte locale les parties homogènes de a et les opérateurs du

second membre de la condition (D). Nous vérifions directement dans les

cas de caractéristiques de multiplicité  3 que les conditions algébriques
obtenues sont intrinsèques et sont bien nécessaires ; nous montrons

aussi directement que ces conditions de Lévi sont suffisantes. La
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distinction des divers cas nécessite des hypothèses supplémentaires
de "constance du rang" qui sont commodes à exprimer pour les systèmes
d’ordre t en utilisant des anneaux locaux naturels. La technique de

calcul est celle utilisée par Vaillant pour les opérateurs à coefficients

constants (1964), à caractéristiques doubles (1968) et les opérateurs
fortement hyperboliques (1971) puis par Berzin (1972) (1975) pour certains

des cas envisagés dans ce mémoire.

Les conditions algébriques que nous obtenons systématiquement
coi’ncident avec les conditions sur les systèmes d’ordre 1 de Petkov

(1973) (1975) qui expriment la possibilité d’obtenir la paramétrix et

de Demay (1974). Elles nous conduisent à la construction d’invariants
,

polynomiaux d’un emploi plus agréable que les expressions des conditions

de Lévi précédemment introduites.

Nous citerons en outre particulièrement les auteurs dont les
travaux nous ont été utiles. A. Lax (1956), Leray et Ohya (1964),

Mme Choquet (1966) Mizohata, Ohya et Ohya (1968, 1972), Chaillou (1969),

De Paris (1972) Gourdin (1976), Kajitani, preprint (1977).

9 1. GENERALITES

X’ est une variété réelle compacte C co de dimension n ; on note :

x’ = (X1lx29 ... xn) un point de X’ . T~ est un réel strictement positif et

X=[0,T j xX’ ; on note x= (x ,x’) = (x X1 ---,xa ~xn) un point de X.
Un point de l’espace cotangent IPF(X) est noté : (x, ~ ), avec :

§ = = (~ , S 1, ... , ~ ,..., ~ ). On posera : t

h= (hA) est un opérateur différentiel matriciel à m lignes, m colonnes :

linéaire, de classe COO sur X ; son ordre est : 

H’A(x,t) est le symbole principal de hÀ si celui-ci est d’ordre t, et 0

sInon ; si H = 
A 

on suppose que le B de H est réel et n’estsinon ; si H= on suppose que le déterminant de H est réel et n’est

jamais identiquement nul. Dans une carte locale, h s’écrit : :

H*(x,~) est homogène en §, d’ordre t-1 ; est homogène en §
d’ordre t - 2.
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On suppose que det 9 se factorise sous forme :

. 

t. t t 
. 

t . f H’ , If"’"O co l 
,

v est entier strictement positif ; ; rI , b 1 ,..,:: sont (3 en x, polynomiaux

en § tels que :

a) le degré de H’ est constant, soit T o ; le degré de chaque h s est
constant soit T .

s

b) H’H" est strictement hyperbolique par rapport à la direction

N= (1,0), c’ est à dire que pour tout (x,~’ ), § ’ / 0 , l’ équation :

s=O 0

H’H"(x,~ ~’) = 0 admet  z T ) racines distinctes réelles.
o s

8=:0

A désigne la matrice des cofacteurs d’ ordre (m-1) de H de sorte

que : 
’

1 matrice unité d’ordre m.

Définition 1 : Le problème de Cauchy pour h est bien posé dans X si

et seulement si :

a) pour tout T, 0£ T  T+, pour toute fonction (vectorielle)

pour tout g 
T 

E C ( T} x X’ ), 0  T _ t-1, il existe uE C (X)
telle que :

b) pour tous T, T’, 0 ~ T  Tl :9 T+ , pour toute distribution u6D’(X),

on a l’implication :

si hu=0 dans XTf et suppudX ou : ’

§ 2’. DEFINITION 2 : h vérifie la condition (D) si et seulement si :

a) il existe un opérateur différentiel linéaire matriciel a de symbole

i i principal A, il existe des opérateurs différentiels linéaires h’ et h" de

symboles principaux H’ et H", et des opérateurs différentiels linéaires

matriciels que :
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let pour tout r h 0 :

(avec 10 = h"I).

b) il existe de même a’ de symbole principal A tel que a’ o h admette

une décomposition du type précédent .

Théorème 1 : Si h vérifie la condition (D) le problème de Cauchy est
bien posé dans X.

La démonstration consiste essentiellement en la construction

d’une paramétrix pour h et son adjoint [3J [4J .

Remarques :

1) La condition (D) s’exprime aisément sous la forme donnée par

Strang dans le cas scalaire ; en bref, si ~P vérifie : H’(x,grad ~P(x)) = 0,
et si Y E et est vect ori el :

o

2) On peut la généraliser au cas d’un opérateur muni d’ordres de

Leray-Volevic, à l’aide de la matrice caractéristique associée .

3) On peut la généraliser en prenant pour a et a’ des opérateurs
différentiels en x° et pseudo-différentiels en x’ dont les symboles sont

dans chaque carte développables en symboles homogènes.

4) On peut imposer aux opérateurs i 
r 

d’être ’scalaires" , h oa étant

alors diagonal .

On suppose dans toute la suite que, pour tout x, H’ est un

polynôme irréductible.

§ 3. SYSTEMES FORTEMENT HYPERBOLIQUES

Pour chaque x, il sera commode alors de considérer l’anneau

localisé $ de celui des polynômes par rapport à l’idéal engendré par H’,

c’est-à-dire l’anneau principal des fractions rationnelles dont le

dénominateur n’est pas divisible par H’ ~26J. On rappelle que ses idéaux

sont engendrés par les puissances de H’.
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1 Définition 3 : h vérifie la condition (1’.F) =1 et &#x3E;ie;ilement si :

i ; pour tout x, la matrice (x,) est ’,,’-quivr.lerite une mtqice dont

tous les facteurs invariants sont engendrés p, r 1- ’ :

L

Remarque : Il résulte de [28~ pages 30 et 31, que, pour tout x, tout

’ 0 et toute racine caractéristique Sp(x,;’) de matrice H est
o ’

équivalente, dans l’anneau localisé de celui des polynômes à. une
variable § par rapport à à une matrice dont tous les

o 0 0

facteurs invariants sont engendrés .

o 0

On retrouve alors facilement l’ équivalence de la condition (F)

dans le cas d’un système d’ordre 1 (t = 1) avec celles de diagonalisa-

tion utilisées par exemple par Petkov [ 24] et Demay l 10] .

Théorème 2 : Si h vérifie la condition (HF), le problème de Cauchy pour
h et X est bien posé quels que soient les termes non principaux de h.

La démonstration est facile car si h vérifie (HF), elle vérifie

Exemple :

§ IV SYSTEMES A CARACTERISTIQUES DOUBLES NON FORTEMENT HYPERBOLIQUES

Définition 4 : h vérifie la condition (DO) si et seulement si :

4a) Pour tout x, dans l’anneau localisé 4l :
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4b) I1 existe donc our cha ue x au moins un cofacteur AB non divi-

1 4b) 
Il existe donc pour chaque x au moins un cofacteur A non divi-

sible par H’ ; nous supposerons de plus qu’ il en existe un tel que, pour

tout x, il n’ait aucun zéro réel commun non nul avec H’ ; on convient que

ce soit A1 . °

Remarque: Alors pour tout x et toute racine caractéristique (x,’)0

de H’, H est équivalente dans l’anneau localisé des polynômes en §0 par
rapport à à la matrice :

0 0

et nos conditions impliquent celles de Petkov et Demay pour t= 1. Une

partition de l’unité permettrait facilement d’affaiblir l’hypothèse 4b)
en ce qui concerne le choix du cofacteur A1 indépendamment de x et

nous l’avons fait dans le seul but d’économiser les notations
o

et une fois cet affaiblissement fait, nos hypothèses pour t = 1

coi’ncideraient avec celles de [24J et [10J ; nous ne répéterons pas cette

remarque dans les autres cas .

Proposition 1 : Si h vérifie (D) on a dans une carte quelconque la

relation :

est divisible par H’.

Remarque : Une hypothèse de décomposition dans les conditions des

remarques du paragraphe 2 (Remarque 3, 4)conduirait à la même relation.

Nous donnerons maintenant d’autres formulations de la relation

(1) à l’aide du sous-caractéristique et de crochets construits à partir
de la matrice caractéristique. On notera p une mesure positive sur X,

on pourrait aussi bien faire agir les opérateurs sur les densités d’ordre

1). Gn notera U == V la relation :
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U-V est divisible par H’ (dans l’ anneau des polynômes
en § à coefficients (3 en ) .

Lemme 1 : Les matrices :

I et

sont des fonctions sur T’~’~X) et définissent ainsi des invariants ; on a

Lemme 2 : La matrice

est l’invariant matrice sous-caractéristique ; c’est la matrice des

symboles d’ordre t-1 des demi-différences des h~ et de leurs opérateurs

adjoints formels .

Conséquence : Les matrices :

définissent des invariants et A . R = S . A .

On posera : 
B

Lemme 3 :
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Lemme 4 : L divisible par H’ L1 divisible par H’ .p 

,
Lemme 5 : L’invariant L(h) relatif à l’adjoint de h est l’opposé

de la transposée de L(h) .

Définition 5 : h vérifie la condition (L) si et seulement si L’est

divisible par H’.

Conséquence : Si h vérifie (D) , h vérifie (L) .

Théorème 3 : Si h vérifie (DO), une condition nécessaire et suffisante

pour que le problème de Cauchy soit bien posé est que h vérifie (L).

L 
La condition suffisante résulte de la construction d’une

paramétrix pour h, ainsi que pour son adjoint. Les symboles du développe-
ment asymptotique considéré se calculent par intégration d’équations
différentielles ordinaires d’ordre 2 le long des bicaractéristiques.
La condition nécessaire s’obtient par une méthode de développements

asymptotiques du type de [161.
Ex :

Il faut, pour que L soit vérifiée, que H’’1(x) _ 0.1

§ 5. SYSTEMES A CARKCTERISTIQUES TRIPLES. PREMIER CAS

Définition 6 : h vérifie la condition (TR 1) si et seulement si :

6a) Pour tout x, dans l’anneau localisé e :
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’A est donc divisible par H’ ; on pose A, = B .

6b) Il existe donc au moins un cofacteur d’ordre m - 2 non divisible par

H’ ; nous supposerons de plus qu’il en existe un, tel que, pour tout x,

il n’ait aucun zéro réel commun non nul avec H’ ; on convient que ce soit

A1212 ’ "

Il existe au moins un élément de B non divisible par H’ ; nous

supposerons de plus qu’il en existe un tel que, pour tout x, il n’ait

aucun zéro réel commun avec H’ ; on convient que ce soit Bli ce qui est

possible, d’après l’identité de Jacobi.

Remarque : Alors pour tout x et toute racine caractéristique §(x,§’) de
0

H’, H est équivalente dans l’anneau localisé de celui des polynômes en

par rapport à à la matrice :
0 0 0

et nos conditions impliquent les conditions, à l’aide de la forme de Jordan,

pour t = 1 utilisées par Petkov.

Proposition 2 : : Si h vérifie (D) et TRla) on a dans une carte quelconque

les relations :

est
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est divisible par H"1

1Lemme 7 : Les matrices :

et

déf inissent des invariants ; on a

Conséquence : On posera :

Ces matrices invariantes sont telles que :

Lemme 8 : On posera

On a :

Lemme 9 : [i divisible par H’l - ~L1 divisible par 

Lemme 10 : Si L(h) est divisible par H’, L(h) l’est aussi .

L

On obtient dans ces conditions le :
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1 Lemme 11 :

On déf init :

où l’on a utilisé la convention de sommation où À1A 1 A12 sont des
1A 

12 1B
cofacteurs d’ordre m-2 (ainsi A 12 s’obtient en rayant la 1ère et la

Aème ligne de h, la 1ère et la 2ème colonne de H et en mettant le

signe convenable ; si A= 1, A1A = 0).

L ~ 0

Conséquence : Si L = 0, pour que M = 0, il faut et il suffit que :

Lemme 14 : Si L = 0, si P 1 (h ) 1 est divisible par H’, alors

Q1(h), est divisible par H’.

Définition 7 : h vérifie la condition (L-M) si et seulement si :

(L) : L est divisible par H’ .

(M) : M est divisible par H’.

Conséquence : Si h vérifie (D) et (TR1), alors h vérifie (L-M) .

Théorème 4 a) : Si h vérifie (TR1) et L, si de plus P(resp.Q) ,esti divisible par H’ et si Q 1 (resp-P1) n’a aucun zéro réel commun avec H’,
alors le problème de Cauchy est bien posé .
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Ce théorème résulte de la construction d’une paramétrix pour
h (resp. son adjoint). Dans le cas 0, les symboles se calculent

à partir d’une équation différentielle ordinaire d’ordre 3 le long des

bicaractéristiques; dans le cas Q1_ 0, à partir d’un système de deux

équations différentielles ordinaires d’ordre 1 et 2.

Théorème 4b) : S’il existe un point y et une fonction de phase réelle

~P définie dans un voisinage de y vérifiant = 0 dans ce

voisinage et telle que :
1 .

alors le problème de Cauchy n’est pas bien posé au voisinage de ce point.

Exemple :

dans cet exemple, c’est A13 et B1 qui sont les cofacteurs non divisi-p 23 2

bles par H’ .

o

La condition (L) s’écrit :

La condition (M) s’écrit :

Remarques : 1) Dans tous les cas de ce paragraphe, les conditions
o 4

(L,M) ne dépendent que des termes principaux et sous principaux de h,
bien que la caractéristique soit triple.

2) L’expression des résultats est simplifiée si les coeffi-

cients sont analytiques.

§ 6. SYSTEMES A CARACTERISTIQUES TRIPLES. DEUXIEME CAS

Définition 8 : h vérifie la condition (TR2) si et seulement si :

8a) pour tout x, dans l’anneau localisé $ :
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8b) Il existe donc au moins un cofacteur d’ordre (m-1) non

divisible par H’ ; nous supposerons de plus qu’il en existe un, tel

que, pour tout x, il n’ait aucun zéro réel commun avec H’ ; on convient

que ce soit A1 .L

Remarques : Alors pour tout x et toute racine caractéristique (x,’)
- 0

de H’, H est équivalente dans l’anneau localisé de celui des polynômes
en ~ par rapport à 1 1 idéal § -§p à la matrice :

o 0 0

et nos conditions impliquent les conditions exprimées,à l’aide de la
forme de Jordan, pour t = 1, par Petkov.

Proposition 3 a) : Si h vérifie (D) et TR 2a) , on a dans une carte quel-

conque la relation :

est divisible par 
2

On note alors 1 le quotient de l’expression précédente par H’2 . .

Proposition 3 b) : Dans les mêmes conditions, on a :
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est divisible par 

On pose L = AR, comme au paragraphe 4 .

1 
Lemme 15 : Dans le paragraphe 6 :

l modulo 2[ module (HI 2

2 
Lemme 16 Si L(h) est divisible par (HI) , alors L(h) est divisible

par ’ (HI ) 2 .

Lemme 17 : Soit h un opérateur tel et tel que L soit divisible

par (Hf )2 soit opérateurs de symboles principaux HI, H", A ;

notons X un opérateur ayant pour symbole principal le quotient par 
du symbole principal de l’opérateur alors le symbole

sous-principal de l’opérateur :

est con g ru module (H,)2 

On note N ce symbole sous-princi p al ; module (H’)2, il ne dépend

que de H, H~ , H#’~ ; c’ est une matri ce de polynômes.

Lemme 18 : 1 On suppose que L est divisible par (HI) 2 ; alors :

1 
B 
N divisible par (H’ )2 r~

implique la condition "scalaire" :
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est divisible par H’ l’.

Lemme 19 : Lor s q ue L est divisible par (HI) 2 1 si l’on a pour h la

condition : ( P divisible par HI), alors on a la condition analogue pour

l’adjoint.

Définition 9 : h vérifie la condition «L)2 - N) si et seulement si :

(L)2: L est divisible par 

(N) : V est divisible par H’ .

Ces conditions sont intrinsèques.

Conséquence : Si h vérifie la condition (D) et la condition (TR2)

alors h vérifie «L) 2_ N).

Théorème 5 : Si h vérifie (TR 2) une condition nécessaire et suffisante

P our que le problème de Cauchy soit bien posé est que h vérifie «L) 2 _N).

La condition suffisante résulte de la construction d’une

paramétrix pour h (resp. son adjoint). Les symboles se calculent par
intégration d’équations différentielles ordinaires d’ordre 3 le long des

bicaractéristiques.

on a alors A1 non divisible par H’ . .2
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La condition (L) s’écrit :

La condition (M) s’écrit :

Remarque : Dans tous les cas la propagation des singularités, par les

flots bicaractéristiques, s’obtient, par exemple, à l’aide de l’expression

de la paramétrix .
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