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VII.1

n+m . g . s .
Dans un ouvert Q de R , on considere un opeérateur différentiel

du type suivant :

n a2 n+m 3

E = - + E b. + b 3
2; 2 . J o
J= azj j=n+1 azj

a cet opérateur sont associées de fagon canonique (voir Fichera [4] et aussi
Oleinik-Radkevic [7]) des conditions aux limites sur la partie BQe de la
fontiere de Q (notée d3Q) qui est non caractéristique et sur la partie
3Q _ de aq\aQe ou le champ de vecteurs définissant 1'opérateur du premier
ordre est rentrant.

Pour résoudre 1'équation Eu= f, f étant donné dans 12(Q) (avec
des conditions aux limites nulles) on utilise usuellement la méthode
suivante (voir E41, [7] et sa bibliographie) : on introduit la notion de
solution faible, c'est-a-dire trouver u € Lz(Q) et verifiant

* .
lelE Pdz = IQf¢dz, pour toute fonction ¥, réguliere nulle sur aQe et 3Q_,

E* étant 1'adjoint formel de E. On montre l'existence de solutions faibles ;
pour 1l'unicité, on fait une hypothese du type (AQ) ci-apres. En général,

ces solutions faibles ne sont pas régulieres, a moins de supposer que les
adhérences de 3Q_, 3Q_ et aQ\aQeLJaQ_'ne soient disjointes (voir [7]), ou
bien que les adhérences de aQe U3Q_ et BQ\BQe U 3Q_ soient aussi disjointes
([s!,[7.)-

On peut aussi associer a la partie principale de E un espace de
Hilbert V (noté ¥ dans [4?) et chercher des solutions faibles dans cet
espace (voir [4], [7] et [8]).

La motivation de ce qui suit est de pouvoir résoudre des problemes
non linéaires associés a l'opérateur E, en particulier des inéquations
variationnelles. On est alors naturellement amener a considérer 1'opérateur
du premier ordre contenu dans E comme un opérateur non borné, de 1l'espace
V ci-dessus dans son dual, dont on aimerait connaitre les propriétés ainsi
que celles de son adjoint. On montre (théoreme 2) qu'il est maximal-mono-
tone, et grace a (Az), on améliore les résultats de [6].

Ces propriétés sont bien connues lorsque, d'une part, l'opérateur
E est 1'opérateur de la chaleur, et d'autre part, lorsque E est un opéra-
teur du premier ordre (voir [3])- Si les coefficients b. sont indépendants
des n premieres variables on peut en fait déduire des résultats de [3?

9

les propriétés cherchées. Le cas particulier ou E = - 5 + X ] est aussi
3% ot

étudié dans [2].
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En fait le cadre fonctionnel '"naturel" est d'une étude directe
malaisée, a cause des conditions aux limites de type mixte et du fait

que les frontiere de aQe, 9Q_ et aq\aQe U 3Q_ peuvent se toucher. On ne

sait pas montrer, a priori, la densité des fonctions régulieres dans les
bons espaces, contrairement a ce qui se passe dans [2; (voir les commen-
taires suivants la définition de W(A) a la fin du deuxieme paragraphe).
En utilisant globalement les méthodes de [1} par exemple, on obtiendrait
des espaces trop gros ; on les utilise seulement une fois que l'on a su
contrdler ce qui se passe au voisinage de aQe et BQ_ .

Le plan est le suivant :
. on commence par préciser les notations et les hypotheses ;
. au paragraphe suivant, on montre que 1'équation Eu = f possede des
solutions ayant de bonnes propriétés;
. au dernier paragraphe, on déduit du résultat préliminaire précédent
les propriétés de 1'opérateur du premier ordre ; on donne ensuite des

exemples d'applications.

§ 1. HYPOTHESES. NOTATIONS

Toutes les fonctions considérées dans la suite sont a valeurs
réelles. Soit Q un ouvert borné régulier de R™™, n=0 et m=1, de fron-
tiere 3Q et d'élément générique z = (x,y) € R™ x R".

On désigne par V(Q) le complété de D(Q) par la norme :

n
¥9€2(Q), |9 = |_g_£_ 124 [9]2)1/2,
1=1 i

ou |.| est la norme de 1'espace L2(Q).

Identifiant L2(Q) & son dual, et notant V'(Q) le dual de V(Q)
une fois cette identification faite, on obtient la double injection
continue avec image dense : V(Q) C»LZ(Q)(;>V'(Q). On note par (( , )) la

dualité entre V'(Q) et V(Q) et par | ||, la norme de V'(Q)-

Sin = (nj)lsj£n+m est la normale extérieure a 3Q et 3Q, 1'ensem-

ble
zn 2
aQe = {Z€ 0Q, izlni> 0} L]

alors les élements de V(Q) possédent une trace dans aQe qui est nulle.

Soit B = (Bj)1£j£n+m un champ de vecteur réels sur Q vérifiant
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B. =0 1<i<n
© —
B :bpe(v,(Q), 1< p< m.

Si £ désigne le produit scalaire sur 0Q entre le champ B et la normale 1),

on introduit les ensembles suivants (Voir[4J, L71 et [31)

aq_ = {z€3Q\Q,; £(z) < 0
3q, = {z€23Q\3¢Q, £(z) = 0}
3q, = {z€3Q\2Q,, £(z) > 0}

qui représentent respectivement les parties de BQ\BQe ou le champ B est
rentrant, tangent ou sortant .

On note par A 1'opérateur différentiel associé au champ B

d
N
f=1 P O,

Si un élément u de V(Q) est tel que Au € V'(Q), il possede localement
une trace dans 55_ et 5%; . Cela résulte du fait que tout point de
aQ\gaé possede un voisinage dans lequel 3Q admet une représentation
paramétrique ne dépendant que de la variable y.

On introduit les e spaces

W_(A) = {u€V(Q), Au€ V' (Q),uldy = 0],
W (A) = {u€v(Q),Au € V'(Q),uig"a* =0},

qui sont chacun des espaces de Hilbert pour la norme du graphe.
Soit T la réunion des frontieres, dans 3Q, des ensembles aQe,

3Q_» aQo et aQ+. On suppose que [ vérifie
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. . [ . 3 ' ’, o

il existe (SjllgjsN’ un nombre fini d hypersugfaces régulieres

de Rn+m,non tangentes a 3Q, telles que Tc U (aQ[WSj).De
j=1

plus, soit nJ la normale extérieure a Sj sy 1= j< N, et

n .
st = {zeaqns.nT, = MH2>0), 1<j=<N,
j J i=1 *
(a,) ¢
n 2
s? = {z€3ens.Nr, © (MH*=0}, 1< j<N.
3 J i=1 *

On suppose que pour tout j, 1 < j < N, la frontiere, notée Fj’

de S; et Sg dans 3Q N Sj est contenue dans une réunion finie

de sous variétés régulieres de dimension n+ m- 3.

Cette condition sur T est usuelle pour les problemes dégénérés (voir

[7] ou [8] par exemple) ; mais on permet ici a S; et S° de se toucher.
Elle est en fait utilisée pour tronquer certains éléments de W_(A)

et W (A) (et de V(Q)) au voisinage de I' (voir lemmes 2, 3 et 4). Lorsque
m=1, on a toujours 3Q N Sj = S;.

§ 2. UN RESULTAT PREMIMINAIRE

Le but de ce paragrpahe est de montrer gue 1'équation Eu= f
possede au moins une solution dans W_(A) et que cette solution peut etre
approchée par des fonctions régulieres. Ce résultat partiel est ensuite

utilisé pour démontrer le théoreme 2 du paragraphe suivant.

Théoreme 1 : On suppose les conditions A1 et A2 vérifiées. Soit

b € ¢°(Q) et assez grand. Alors, pour tout f donné dans V'(Q), 1'équation

=

n azu 3
(E) : - E» + E b 53— + bu = f
i=1 ,. 2  p=1 poy

1

posséde au moins une solution dans W (A). De plus, elle posséde une
solution u(f) ayant la propriété suivante : il existe une (wv)v d'éléments

de 2(Q) N W_(A),convergeant vers u(f) dans W_(A) et vérifiant

¥V, {, est nulle dans un voisinage (dans R™™) de 1'adhérence

(:) (dans 3Q) de 3Qe et 3Q U aQo, et de la frontiere (dans 3Q) de
30, -
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Remarque : La difficulté réside dans la deuxieme partie, car meme si f
est réguliere, la solution ne 1'est pas et il résultera de la suite

que (E) possede une seule solution dans W_(A).

La démonstration se fait en quatre étapes : on commence par
se ramener au cas ou f est dans 9(Q); puis on construit une solution ; on
élimine ensuite 1l'ensemble ' ; finalement, il reste a étudier ce qui se

passe dans gz; -

1. Réduction du probleme : Pour démontrer le théoreme 1, il suffit

de le démontrer lorsque f € an) et que 1'on a l'estimation suivante :

il existe une constante @ indépendante de f € D(Q) telle que Hu(f)nféauf“*
En effet, si f est dans V'(Q), il existe une suite (fu)u

d'éléments de Eb(Q) et convergeant vers f dans V'(Q). Pour tout u, il

existe donc une solution u(fu) =u, de 1'équation (E) dans W_(A).

L'estimation précédente entraine que les u, sont dans un borné de V(Q), et

on déduit de 1'équation (E) qu'ils sont en fait dans un borné de W_(A)

11 suffit donc de faire un passage a la limite.

2. Existence d'une solution de (E) pour f dans ED(Q).

On utilise la méthode classique, pour les opérateurs dégénérées

(voir [7] par exemple) de la régularisation elliptique.

Pour € > 0, on note Ls 1'opérateur -epA - T , ou A est le
i=1 axi
laplacien dansIRn+m. Si b est assez grand, on obtient que pour tout

e> 0, il existe un unique u_ dans Hi(Q) solution de :

Lsue + A u_ o+ bu8 = f dans Q.

De plus, il existe une constante @, indépendante de f et e,pour e petit,

telle que :
+ sqa|f
lull + Vel “enni(q) 21l

[u | saltl  #wl@
L”(Q) L™(Q)

'

On peut donc extraire de la famille (ua) une suite notée

>0
encore (us)s>'0 et convergeant vers un élément u(f) dans V(Q). On déduit
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de 1'équation satisfaite par u_ que le terme -€A u_ + A_u€ est borné dans

V'(Q) ; comme il converge vers A u(f) dans H_l(Q), il s'ensuit que 1'élément
u(f) est solution de 1'équation (E), et qu'il est aussi dans L (Q).
I1 reste a vérifier que u(f) € W_(A), c'est-a-dire la condition

de trace sur 3Q . Or en général, la suite (us) ne converge pas vers

u(f) dans W_(A)- On est donc amener a Vérifierezge V- y € ia(Q),
supp)(ﬂ'gL;, alors la suite (Xus)s est borné dans W_(A) 3 d'apres ce qui
précede, il suffit de vérifier que (eAxus)8 est borné dans LZ(Q), ce
qui résulte du lemme suivant plus général et qui sera utilisé dans la

suite

Lemme 1 : Soit w un ouvert de R™ " tel que ® soit inclus dans Q, ou tel
que ® N 3Q soit contenu dans 3Q, ou oQ_ U B . Alors, pour € petit, la
famille (e u imf\Q)s est dans un borné de H (wﬂ Q).
Pour démontrer ce lemme, on utilise les quotients différentiels
. si W C Q, on estime ainsi toutes les dérivées ;
. si N 3Qc aQe, on estime ainsi les dérivées tangentielles ;
1'estimation manquante s'obtient grace a 1'équation ;
/_e_\

. si N 3Q < ’Q_ U aQO, les dérivées tanggntielles s'obtiennent comme
o ue

2
dym

précédemment ; l'estimation sur le terme € se prouve en multipliant

1'équation satisfaite par u_ par ce terme, et en intégrant par parties.

La démonstration détaillée se trouve dans [6]; on n'utilise pas de
fonctions barrieres comme dans [77 grace a la forme particuliere de

1'opérateur.

3. Quelques lemmes de troncature

La solution u(f), f € 2(Q) ainsi construite de (E) n'étant en
général pas réguliere il reste a prouver la deuxieme partie. Le lemme 1
précédent nous indique que 1'on a une bonne convergence des u_ au
voisinage de tout compact de BQ et 56—13*‘Q . I1 reste a voir que 1'on
peut tronquer u(f) au voisinage deI". 11 restera ensuite a s'occuper
d'un compact de §B+.

Pour tronguer, on va exploiter 1'hypothese A2 qui va nous
permettre d'éliminer successivement chaque sous.variété 3Q N Sj y 1< j<N.

C'est une méthode usuelle dans ce genre de problémes, bien que 1'on

suppose habituellement que S; et Sg ne se touchent pas. On adapte dans la
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suite des fonctions tronquantes utilisées dans [77. . On commence par

éliminer 3Q N Sl et plus précisément 1"1

[Lemme 2 : 1I1 existe une suite (u_). d'éléments de W_(A), nuls au voisi-

nage de F:l’ et convergeant vers u(f) dans W_(A).

Grace a la condition (A2), on peut construire une suite (wﬂ)ﬂ> 0

n+m

d'éléments de C (R™™) tels que

tpn(z) = 0 si d(z,r‘i) <M, ¢ (z) =1 si dlz, ) > 21,

2
3@, o
¢ i—a-ﬂl < Q—,lsisn;l——ﬂ—l Sg,isi,an;
Xi L (Rn+m) \[’I—'\‘ 9x.0x I (Rn+m)
| a
iay i < =, 1<p<mj; mes Supp [grad® is an

ou 0 est une constante indépendante de y et d(z, I‘l) est la distance

euclidienne de z arTl
Posant u, = @ u(f) € W(A) N L°(Q), on vérifie que (u_), tend

Ll Ll nn
vers u(f) dans V(Q). De plus comme
2
n u n R4 n 9%
du
Au,nz(f—bu)q’,n+u{\q’ g 2 Z SJ gi-a%'ﬁ ,¥-T]>0

1

|.|

il reste a vérifier que le dernier terme de cette égalité tend vers O dans

v'(Q). Or cela résulte du fait que

) @ 3¢
v-vev(q),j‘ 3;3 a-a;‘lth =—j'ua—x-Tlth-_[' a—ﬂg— dt, ¥ i = 1,...,u
i i i

. . . o
On va maintenant tronquer u, au voisinage de S:l

M

‘272
i 57 6>0 d'éléments de W_(A), nuls
au voisinage de S_, et convergeant vers uﬂ dans W (A).

Lemme 3 : A7 fixé, il existe une suite (u_)
\ 1
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Comme 7 est fixé, u,n est nul a la frontiere de S(l) 3 il reste
a tronquer u autour d'un compact K, intérieur a s%. On construit
maintenant une suite ((pé)6>0 d'éléments de Coo(Rn+m) vérifiant

-

0 < QP{) <1

<P6(z) =0 si d(z,K,n) < 6 (Pé(z) =1 si d(z,K,n) > 26
4 d -5

l——b- <@, 1<si<r ; ——6-| SQ-,ISpSm,

Bxi 2 (R™MM) ayp Loo(Rn+m) o

kmes supp igrad(%i < (162 ’

ou 0 est encore une constante indépendante de 6.

La fin de la démonstration est immédiate : u, = @6 un .

I1 reste a tronquer ud autour d'un compact de S;
Lemme 4 : Ab fixé, il existe une suite (uo)o> 0 d'éléments de W_(A), nuls
Lau voisinage de S;, qui converge vers ug dans W_(A).

& étant fixé, on tronque maintenant u_. autour d'un compact K

)

o}
d'élements de ¢ (RD*+M)

. ’, - S + . . .
intérieur a Sl’ en introduisant une suite (@d)c> 0'

vérifiant :

/

o<1 ,

QPd(z) =0 si d(z,KS) <0 ‘Pd(z) =1 si d(z,Ké) > 20

2

0P 3%

i~ a a . g a ..
) —Z < = ,1<i<n; | | <=,1<i,j<n;

axi L°°(Rn+m) ﬁ Bxiaxj Lm(]Rn+m) g

D¢

|__9"_' < C—I-, 1< p<m; mes supp]gradq’ | < 003/2;

'@ n+m o o
Ch L(R )

\

ou @ est une constante indépendante de o

) .
Comme 1'un des champs - est transverse a 51 au voisinage de K@’

on en déduit que tout élément de V(Q) posséde une trace sur S1, et on

obtient alors le résultat suivant :



On

on

VII.9

¥vEVQ , 1im [ = [ vdz 1 = 0

o=0 9 qn suppigrad@cl

vérifie ensuite que u, = @Gué converge vers u, dans W_(A).
Procédant de meme successivement pour les autres parties de T,
déduit donc qu'il existe une suite (uu) d'éléments de W_(A), nuls

>0

sur un voisinage de ' et convergeant vers u(f) dans W_(A).

4.

Fin de la démonstration

Pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier que 1l'on

peut approcher les éléments u, précédents par des fonctions régulieres.

Soit alors OT’ Oé’ G_et O+ un recouvrement ouvert de 6 tel que :

et

de
on

le

20N 5. <30
FCOF- Q G_'_ Q+ )

©
3Q N 6, c23Q, 3 3QN 5_gaQ_U3Q,

) ee’ 9_ et 6+ une partition de 1l'unité associée.

r uu, eelﬁl’ S;uu et 9+1ﬁLsont limites

fonctions régulieres. Or, u étant fixé quelconque, si Gr est assez petit{

Iq,
I1 suffit de montrer que ©

aura 8.u = O ; les deux termes © u et ® u se traitent en utilisant
Iy en -
lemme 1 précédent.

~s
I1 reste donc le dernier terme ; si on note v le prolongement de

§+u, par 0 en dehors de Q, en utilisant que suppV N dQc 3Q, et que

e+uu € W_(A), par translation et régularisation on obtient le résultat

cherché en adaptant les méthodes de [1] par exemple.

§ 3. PROPRIETES DE L'OPERATEUR A DANS V(Q) ET APPLICATIONS

1. Résultat principal

On désigne par A_ 1l'opérateur non borné de V(Q) dans V'(Q) de

domaine D(A_) égal a 1'adhérence dans W_(A) des fonctions de 2 @) n w_(n)
vérifiant <:3 (voir théoreme 1) et défini par

=z du
¥u€DA ), Au=) b .

d
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*
Soit A son adjoint en tant qu'opérateur non borné de V(Q) dans V'(Q).

On remarque que :

m
Z b ¥ _ qivB.v dans Q'(Q),

p oy

* *
¥veDd(A ), A_V=
P

#* N
et que A prolonge l'opérateur A+ de domaine D(A+) égal a 1'adhérence

dans W_(A) des fonctions y € D(Q) N W _(A) vérifiant

m
) de aQe, aQ+ U BQO et de

Y est nulle dans un voisinage (dans R
la frontiere (dans 3Q) de 3Q_»

et défini par

m
¥V € D(A+), ALY = -Z b g—‘;p - div B.v.

On suppose que les conditions A1 et A2 sont vérifiées.

Proposition
sont alors adjoints 1'un de 1'autre.

Les opérateurs A_ et A,

* *
I1 suffit de vérifier que D(A_) < D(A ). Soit w € D(A_), et f

n 2

. 3* N
1'élément de V'(Q) défini par f = - % ow + A_w + bw, b comme au théoreme 1

i=1 dxi

On déduit de ce meme théoreme que 1'équation

#* n *
V€D(A_),'—Z 6‘27+A_V+b\7:f,

. * < 2
possede au plus une solution dans D(A_). De plus, elle en possede au

moins une dans D(A+) car elle s'ecrit alors

u zﬂib

venm), - )
i=1 3x

+(b=-divB).v= f,
P

IO)

|~ Nl <
Ollol

et cela résulte encore du théoreme 1. Par suite, w € D(A+).

On obtient finalement le résultat suivant qui caractérise les

opérateurs A _, et A+'ainsi que leurs domaines et qui est le résultat

fondamental de cette étude
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Théoreme 2 : On suppose que les conditions Ai’ A2 sont vérifiées.
. 1 ..
Dans ce cas D(A_) = W_(A) et D(p) = W+(A). De plus, l'opérateur A_+3 div. B

et son adjoint sont positifs, et sont donc maximaux monotones.

#*
I1 suffit de montrer que W+(A) c D(A_); il suffit donc de

montrer que :

¥vE W+(A), ¥y ed(@ n W_(A) vérifiant (j?

m m
3 v .
(Y b ,v)) = () b I -aivBv,y))
p; POy, =1 P oY,
=)
5Q | -~ 1. On obtient :

Soit x €D(Q) telle que Suppx N 3Q < 3Q.» Xlguppy

m
é.l = b ) v dz .
((ggibp ayp,v)) j (}j X

Comme y v € W_(A) et verifie (:) , on peut (comme a la fin du théoreme 9,
trouver une suite (@v)v’ @V € Sb(a) n W_(A) et vérifiant (:j s convergeant

vers xv dans W_(A). On déduit alors de la formule d'Ostrogradskique

(Zb —ll’-)cp at = f(-z b a“p"-de@)\dewu
p=1 pay

" J‘gqaz(z)\y@vdd, ¥ v,

La convergence de la suite (@ ) vers yv jointe a la continuité locale
des traces dans §3 donne le resdltat par passage a la limite.

Comme 1l'adjoint de A +-21-d1vB est évidemment A +—d1v B, la positivité de
ces deux opérateurs résulte de leur positivité sur les fonctions

régulieres de W_(A) et W+(A).

On retrouve ainsi le résultat de ESW, lorsque n = 0, c'est-a-dire
lorsque 1l'espace V(Q) est réduit a Lz(Q)- Si les coefficients bp,
1<p < m sont indépendants de la variable x € lfl, on peut déduire le

théoreme 2 des propriétés de l'opérateur A dans LZ(Q) données par cet

auteur.
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2. Application aux problemes homogenes

Soit a(.,.) la forme bilinéaire définie et continue sur V(Q) par

¥u,v € V(Q)
@ {a(u V)—I[i a ou ov +i a ou v+auv_'dt
2 - . . . A 'Y
Q ijj=1 40Xy Ox5  {mp ioax; ©
avec :
@ aijeLw(Q), 1<i,j<n ; aiELm(Q), 0< i< n.

On désigne par L 1l'opérateur linéaire continu de V(Q) dans V'(Q) associé

a la forme a(.,.) :

@ ¥u€ V(Q), Lu = - En —é—(a qu ), _S_u 2,32 +au
’ B . 1 dx. ij ox. ! idx. o
j i i=1 i

1,J=

On suppose que 1l'hypothese de coercivité suivante est vérifiée : il existe

a > 0 tel que

@ ¥ u € V(Q) a(u,u) -1 J" div B.u2dz > al|u”2 .
2
Q
Théoreme 3 : On suppose les conditions A et A, vérifiées. Soit L 1'opé-

rateur défini par @ associé a une forme a(.,.) vérifiant @ , @ et @
Alors, pour tout f dans V'(Q), il existe un unique u appartenant a W_(A)

et verifiant :
Lu+ Au = f.

I1 suffit d'écrire que : L+ A

[_L--;—div B] + [:_A +%div B; et d'utiliser
le théoreme 2.

On peut remplacer ici l'opérateur L par un opérateur plus général, ce qui
permet, par exemple, d'étudier les inéquations variationnelles associées

aL+A.
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3. Conditions inhomogénes sur aQ_

On suit maintenant une démarche analogue a celle employée dans

[3] pour le cas ou V(Q) = L2(Q)- On introduit les espaces

Li(aQ_) = {@: 6%_ - R mesurables, ,fﬂ- lﬂ(z)l@zdd < +wol,
50
Li(8Q+) = {w:’a'6+ - R mesurables, jA 2(2) 9%d0 < + o} ,

50,

qui sont chacun des espaces de Hilbert pour leur norme canonique.
On peut vérifier que, par exemple, si u€ W_(A) alors ulBQ € LS(BQ_'_).

+

Soit W(A) 1'espace défini par

W(A) = {u€V(Q), AueV'(Q), ul , € L2Ga)},

qui est aussi un espace de Hilbert pour la norme du graphe.
Les conditions u € V(Q) et Au € V'(Q)n'entrainent pas que

ulyq € L¥(20)) 5 mais on a W_(A) © W(A) et W (A) © W(A).

3Q_
Les propriétés de 1'espace W(A) vont découler du résultat suivant

. . &
sur le probleme aux limites inhomogenes dans ¢Q_ :

Théoreme 4 : On suppose les conditions A et A2 vérifiées. Soit L défini
comme au théoreme 3 précédent.
Pour tout couple (f,u_) donné dans V'(Q) Xszl(aQ_), il existe un unique

élément u€ W(A) vérifiant

{Lu+Au = f,

u]é’a— =u_;

de plus

ul

2
2Q, € LE(BQ+) .

L'unicité découle du théoreme 3 précédent. Pour 1'existence,

soit (¥ ) une suite d'éléments de D(Q) N W _(A) tels que

2
\yvlé"a- -~ u_  dans Lp (a ),
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et soit v € W (A) solution de :

va +Avv = f'L\l’\, —A\l,'v, ¥v.

On vérifie que u = v +V converge dans W(A) vers un élément u satisfai-

sant aux conditions du théoreme 4. En effet, comme uvigb = ingb .

multipliant 1'équation Luv+-Auv = f par u, et utilisant que v, est limite

dans W(A) de fonctions de D(Q) N W _(A), on obtient 1'estimation

2 1 2 1 2
on||uV|| +3 [ 2 0(2) ujdo = --z—j‘;»\ z) ¥ do ,
5Q, 5Q_

ce qui permet de conclure.

Corollaire : On suppose les conditions A1 et A2 vérifiées. Tout élément

. PN Coe
de W(A) possede une trace dans aQ+ appartenant a Ls(aQ+). De plus,

A(Q) N W(A) est dense dansW(A) et

¥u, v € W(p)

((Au,v)) + ((Av,u)) + | divBuvdz = 4(z)uv do + 4(z)uv do .
e IS'Q_ ‘%’6,{

On déduit en effet du théoreme précédent que tout élément de W(A) est
limite d'une suite (v +y ) , ouv € W_(A) et y € W _(A). I1 suffit
d'utiliser la densité des fonctions régulieres dans ces deux derniers

espaces.
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