
Séminaire Équations aux dérivées
partielles – École Polytechnique

M. LANGLAIS
Solutions fortes pour des problèmes aux limites du
second ordre dégénérés

Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1977-1978), exp. no 7,
p. 1-15
<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1977-1978____A8_0>

© Séminaire Équations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(École Polytechnique), 1977-1978, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire Équations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1977-1978____A8_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SEMINAIRE GOULAOUIC-SCHWARTZ 1977-1978

SOLUTIONS FORTES POUR DES PROBLEMES AUX

LIMITES DU SECOND ORDRE DEGENERES

par M. LANGLAIS

:eCOLB POIYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHBMATIQUES
PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CEDEX

TElEphone : 941.82.00 · Poste N°

T61ex : ECOLBX 691596 F

Expose n° VTI 17 Janvier 1978





VII.1

Dans un ouvert Q de En+m, , on considère un operateur différentiel

du type suivant :

à cet opérateur sont associ6es de facon canonique (voir Fichera C4~ et aussi

Oleinik-Radkevic des conditions aux limites sur la partie bQ 
e 

de la

fontiere de Q (notée aQ) qui est non caractéristique et sur la partie

8Q - de 
e 

ou le champ de vecteurs d6finissant 1’ operateur du premier

ordre est rentrant.

Pour résoudre 1’e q uation Eu= f, f étant donne dans L2(Q) (avec

des conditions aux limites nulles) on utilise usuellement la methode

suivante (voir [4~,, [7] et sa bibliographie) : on introduit la notion de

solution faible, c’est-à-dire trouver u E L (Q) et verifiant

= pour toute fonction ’ régulière nulle sur Q e et 

E étant 1’ adjoint formel de E. On montre llexistence de solutions faibles ;

pour Ilunicit6, on fait une hypothese du type (A ) ci-après. En général,
2

ces solutions faibles ne sont pas regulieres, a moins de supposer que les
adherences de 0 Q , BQ 

- 

et 5QB5Q ne soient disjointes (voir ? ) , ou
e - e -

bien que les adherences de BQ 
e 

U aQ - et bQ- soient aussi disjointes

(C~~ ,[7~).
On peut aussi associer a la partie principale de E un espace de

Hilbert V (note K dans [41) et chercher des solutions faibles dans cet

espace (voir [4], [7j et [8J).
La motivation de ce qui suit est de pouvoir résoudre des problème

non linéaires associés à 1’operateur E, en particulier des inéquations
variationnelles. On est alors naturellement amener a considérer 1’operateur
du premier ordre contenu dans E comme un opérateur non born6, de 1’espace

V ci-dessus dans son dual, dont on aimerait connaitre les propriétés ainsi

que celles de son adjoint. On montre (théorème 2) qu’il est maximal-mono-

tone, et grlce k (A 2 ), on am6liore les resultats de 6 .
Ces proprietes sont bien connues lorsque, d’une part, 1’6p6rateur

E est 1’ operateur de la chaleur, et d’ autre part, lorsqt;e E est un opera-
teur du premier ordre (voir [3)). Si les coefficients b. sont independants

, 
i

des n premieres variables on peut en fait déduire des r6sultats 

1 .’t’ h h’ L 
..’ ð ð 

t 
.

les propri6t6s Cherch°eS. Le cas particulier ou E = - 2 + x ---- est aussi

[2-- 
8x at

étudié dans [2j.
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En fait 1 e cadre fonctionnel "naturel" est d’une étude directe

malaisée, à cause des conditions aux limites de type mixte et du fait

que les frontiers de 3Qe, 8Q - et bQ18Q u 8Q 
- 
peuvent se toucher. On ne

e 
- 

e -

sait pas montrer, à priori, la densité des fonctions regulieres dans les
bons espaces, contrairement a ce qui se passe dans [2 

, 

(voir les commen-

taires suivants la def inition de la fin du deuxième paragraphe).
En utilisant globalement les méthodes de [1J par exemple, on obtiendrait

des espaces trop gros ; on les utilise seulement une fois que 1’on a su

controler ce qui se passe au voisinage de bQ 
e 

et BQ .
e -

Le plan est le suivant :

. on commence par preciser les notations et les hypotheses ;

. au paragraphe suivant, on montre que 1’equation Eu = f possède des
solutions ayant de bonnes propri6t6s;
. au dernier paragraphe, on déduit du résultat préliminaire precedent
les propriétés de 1’operateur du premier ordre ; on donne ensuite des

exemples d’applications.

§ 1. HYPOTHESES. NOTATIONS

Toutes les fonctions consid6r6es dans la suite sont a valeurs

réelles. Soit Q un ouvert borne regulier de Rn+m , n 0 et mz 1, de fron-

tière 6Q et d’élément g6n6rique z = (x,y) E Rn x lRm.
On designe par V(Q) le complete de Jð(Q) par la norme :

ou I -I est 1 a norme de 1’espace L2(Q).
Identifiant L2(Q) a son dual, et notant V’ (Q) Ie dual de V(Q)

une fois cette identification f aite, on obtient la double injection

continue avec image dense : V(Q) ~L2(Q)4V’(Q). On note par « , ) ) la

dualité entre V’ (Q) et V(Q) et par 11 ll* la norme de V’ (Q) .

= (.)1. est la normale exteri eure a BQ et Q 
e 

1’ ensem-
’j e

bie :

alors les elements de V(Q) possèdent une trace dans 8Q 
e 

qui est nulle.

Soit B = un champ de vecteur r6els sur Q verif iant :
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désigne le produit scalaire sur 8Q entre le champ B et la normale ’~,

on introduit les ensembles suivants )_?1 et ~31 ) :

qui representent respectivement les parties de 8QlbQ 
e 

ou le champ B est

rentrant, tangent ou sortant .

On note par A 1’operateur différentiel associe au champ B :

Si un element u de V(Q) est tel que Au E v’ (Q), il possède localement
une trace dans fi et  . Cela résulte du fait que tout point deune trace dans 5Q 

- 

et Q . Cela resulte du f ait que tout point de

possède un voisinage dans lequel 8Q admet une representation
paramétrique ne dépendant que de la variable y.

On introduit les e spaces :

qui sont chacun des espaces de Hilbert pour la norme du graphe.
Soit r la reunion des frontières, dans 6Q, des ensembles bQeI

e

6Q-l BQ0 et 3Q - On suppose que j’ vérifie :
- 0 +
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il existe (S. . , un nombre fini d’hypersurfaces régul18rei
J N

de:R ,non tangentes a aQ, telles que r c u (bQ fl S . ) . De

~ 

J ’=1 

plus, soit li la normale extérieure à S . , 1 - j s N, et :
J

On suppose que pour tout j, 1 s j s N, la frontiere, notée Fi,
J

de S+ et S dans 6Q f S . est contenue dans une reunion finie
J J J

de sous variétés régulières de dimension n + m - 3.

Cette condition sur p est usuelle pour les problèmes d6g6n6r6s (voir

[7] ou 18] par exemple) ; mais on permet ici a S+ et So. de se toucher.
J J

Elle est en fait utilisée pour tronquer certains elements de W (A)

et W + (A) (et de V(Q)) au voisinage de r (voir lemmes 2, 3 et 4). Lorsque

m= 1, on a toujours aQ n s. = S.
J J

§ 2. UN RESULTAT PREMIMINAIRE

Le but de ce paragrpahe est de montrer que 1’ equation Eu= f

possède au moins une solution dans W (A) et que cette solution peut etre

approch6e par des fonctions regulieres. Ce résultat partiel est ensuite

utilise pour d6montrer le th6or;me 2 du paragraphe suivant.

Théorème 1 : On suppose les conditions A 1 et A 2 vérifiées. Soit

b 6 0 (Q) et assez grand. Alors, pour tout f donn6 dans V’(Q), 1’equation

possede au moins une solution dans W (A). De plus, elle possède une
solution u(f) ayant la propri6t6 suivante : il existe une (~v)v d’616ments
de 2’( Q) n w (Aconvergeant vers u(f) dans W-(A) et v6rifiant :

~ ( 4F V , B)/ est nulle dans un voisinage (dans de 1 1 adh6rence
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Rema La difficult6 reside dans la deuxieme partie, car meme si f

est régulière, la solution ne 1’ est pas et il resultera de la suite

que (E) possede une seule solution dans W-(A).

La demonstration se fait en quatre etapes : on commence par

se ramener au cas ou f est dans ~’(Q); puis on construit une solution ; on

elimine ensuite 1’ensemble F ; finalement, il reste a etudier ce qui se

-esL%
passe dans 

1. Reduction du probleme : Pour demontrer le theoreme 1~ il suffit

de le demontrer lorsque f E 2r(Q) et que 1’on a 1’estimation suivante :

il existe une constante C independante de f E 9 (Q) telle que 
En effet, si f est dans il existe une suite ( f )

d’éléments et convergeant vers f dans V’ (Q) . Pour tout 11, il

existe donc une solution u(f ) = u de 1’equation (E) dans W-(A).
F F -

L’estimation precedente entraine que les u sont dans un borne de V(Q), et

on deduit de l ’ équation (E) qu’ ils sont en fait dans un borne de W_(A)
11 suffit donc de faire un passage a la limite.

2. Exi stence d’ une solution de ( E) our f dans ~( Q) .

On utilise la methode classique, pour les operateurs degenerees

(voir [71 par exemple) de la regularisation elliptique. 
,

Pour e &#x3E; 0, on note L 1’ operateur - , ou A est le
1=1 bxi

laplacien dans Si b est assez grand, on obtient que pour tout

E&#x3E; 0, il existe un unique u dans HI(Q) solution de :
e 0

De plus, il existe une constante a, ind6pendante de f et e, pour e petit,

telle que :

On peut donc extraire de la famille ol 
une suite not6e

encore convergeant vers un 616ment u(f) dans V(Q). On déduit
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de 1’equation satisfaite par u~ que 1 e terme -eA u~ + est borne dans

v’ ( Q) ; comme il converge vers Au(f) dans H (Q) , il s’ ensuit que l ’élément

u(f) est solution de 1’equation (E), et qu’il est aussi dans L (Q).
11 reste à verifier que u(f) E W (A), c’est-a-dire la condition

de trace sur 6Q-. Or en general, la suite ne converge pas vers
- s s

u(f) dans W ( ) . On est donc amener a B ver i f i er que -V- x E 7(Q)?
o -

suppx n ’dQ , alors la suite (xu ) est borne dans W (A) ; d’ apres ce qui
- s E -

précède, il suffit de verif i er que est borne dans L2 ( Q) , ce
e e

qui résulte du lemme suivant plus general et qui sera utilise dans la
r., ; + . .

que u) D 5Q soit contenu dans 3Q p ouque § n 8Q soit contenu dans 8Q ou Alors, pour e petit, la

f 
. 

famille (F- ueiwn est dans un borne de 

Pour démontrer ce lemme, on ntilise les quotients différentiels :

. si d) c Q, on estime ainsi toutes les dérivées ;

. si oo n aQ c aQe, on estime ainsi les dérivées tangentielles ;
e

1’estimation manquante s’obtient grâce à 1’equation ;
. les d6riv6es tang2ntielles s’obtiennent comme

, ..-

l’ equation satisfaite par u par ce terme, et en integrant par parties.

La demonstration det aillee se trouve dans [61; on n’utilise pas de

fonctions barrières comme dans [71 grace a la forme particulière de

l’ operateur.

3. Quelques lemmes de troncature

La solution u(f), f E b (Q) ainsi construite de (E) n’étant en

general pas régulière il reste a prouver la deuxieme partie. Le lemme 1

precedent nous indique que 1’on a une bonne convergence des u au
o 91

voisinage de tout compact de BQ e et
-

Il reste à voir que 1’on

peut tronquer u(f) au voisinage de r . 11 restera ensuite à s’occuper
d’un compact de

Pour tronquer, on va exploiter 1’ hypothese A 2 qui va nous
permettre d’éliminer successivement chaque sous .variete 5QD S . , 

J
C’est une méthode usuelle dans ce genre de problemes? bien que l’on

suppose habituellement que Sl et So. ne se touchent pas. On adapte dans la
J J
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suite des fonctions tronquantes utilis6es dans [71. On commence par

61iminer aQ n S 1 et plus pr6cis6ment I’ 1 :

lLemme 2 : 11 existe une suite (u )I d’616ments de W-(A), nuls au voisi-
nage de r,, et convergeant vers u(f) dans W (A).

Grâce à la condition (A2), on peut construire une suite (TI ) &#x3E; 0
d’éléments de tels que :

ou a est une constante indépendante de y et d(z,r ) est la distance
1

euclidienne 

vers u(f) dans V(Q). De plus comme :

il reste à vérifier que Ie dernier terme de cette égalité tend vers 0 dans

v’ (Q). Or cela résulte du fait que :

On va maintenant tronquer u, au voisinage de S 0 :

Lemme 3 : A fix6, il I existe une suite (u ). d’616ments de W-(A), nuls

au voisinage de et convergeant vers dans W-(A).
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Comme T1 est fix6, u est nul à la frontière de S 0 ; il reste

à tronqueru autour d’un compact K int6rieur a S1" On construit

maintenant une suite (T6)6&#x3E;0 d’éléments de vérifiant :

ou (I est encore une constante indépendante de 6. 
’

La fin de la demonstration est immédiate : I’ õ u .
11 reste a tronquer ub autour d’un compact de S+ : :I

Lemme 4 : A5fixe, il existe une suite de W_(A), nuls

au voisinage de S+, qui converge vers u dans W_(A)-

b étant f ixe, on tronque maintenant ub autour d’ un compact K~
intérieur à S+, en introduisant une suite d’élements 

1 d 0 &#x3E; 0

vérifiant :

ou a est une constante indépendante de o’

Comme 1’un des cham ps 20132013 est transverse a 81 au voisina g e de Kbx. 1 o
1

on en déduit que tout element de V(Q) possède une trace sur S, et on

obtient alors Ie resultat suivant :
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On verifie ensuite que u(, = converge vers U5 dans W - (A).

Procedant de meme successivement pour les autres parties de r,

on deduit donc qulil existe une suite de W _ (1~), nuls

sur un voisinage de r et convergeant vers u(f) dans W (A)-

4. Fin de la demonstration

Pour terminer la d6monstration, il suffit de verifier que 1’on

peut approcher les elements u 11 precedents par 
des fonctions regulieres.

Soit alors a , (~ ? 0 ~ 0 un recouvrement ouvert de Q tel que :

et 9 ? o , 6 et 6 une partition de 1’unite associée-
r e - +

11 suf f it de montrer que 8 u , 6 u , et 6 u sont 1 imites
11 e 11 -11 + 11

de fonctions regulieres. Or, 11 étant fixé quel conque, si (3- est assez petite
on aura 9ru = 0 ; les deux termes 8 

e u P 
et 8 - u F 

se traitent en utilisant

Ie lemme 1 precedent.
Il reste donc Ie dernier terme ; si on note v Ie prolongement de

e + u 
1J. 

par 0 en dehors de Q, en utilisant que supp v f1 8Qc a Q+ et que

6 u 6 W - (A), par translation et régularisation on obtient Ie résultat

cherche en adaptant les méthodes de il] par exemple.

§ 3. PROPRIETES DE L’OPERATEUR A DANS V( Q) ET APPLICATIONS

~- Résultat principal

On désigne par A 1’operateur non borne de V(Q) dans V’(Q) de

domaine D (1~ ) égal a 1’ adherence dans W (A) des fonctions de ’ (0) n 

vérifiant 1 (voir théorème I) et défini par :
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Soit A* son adjoint en tant qu’opérateur non borne de V(Q) dans V’(Q).

On remarque que :

et que A prolonge l’opérateur A de domaine D(A ) egal à 1’adherenceet que , _ prolonge 1’ operateur + de domaine + egal a 1’ adherence
dans W+(A) des n W+(A) verifiant :

est nulle dans un voisinage (dans Rn+m)la frontiere (dans 2)Q) de aQ-,

et def ini par :

I 
Proposition : On suppose que les conditions A1 et A2 sont v6rifi6es.I Les operateurs A - et ,+ sont alors adjoints 1’ un de 1’ autre.

l ’élément de V’(Q) def ini par b comme au théorème 1

On déduit de ce même théorème que 1’equation :

possede au plus une solution dans D(A ). De plus, elle en possede aupossede au plus une solution dans D(A )- De plus, elle en possede au
moins une dans D(A ) car elle s’écrit alors :

+ ,

et cela r6sulte encore du théorème 1. Par suite, w E D(A +). 

On obtient finalement Ie r6sultat suivant qui caract6rise les

op6rateurs A-, et A *ainsi que leurs domaines et qui est Ie r6sultat

fondamental de cette 6tude : 
.
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Théorème 2 : On suppose que les conditions , A sont v6rifi6es.

Dans ce cas D(A ) = W_(A) et D(A ) = W (A). De plus, Ilop6rateur A-+ 1 div. B
et son adjoint sont positifs, et sont donc maximaux monotones.

11 suffit de montrer que W (A) c: D(A*); il suffit donc de

montrer que :

telle que
. On obtient :

Comme x v E W (A) et v6rif ie0 , on peut ( comme a la f in du théor8me 1) 1

trouver une suite , (Pve ~ (Q) fl W (~,) et vérifiant ~ 0, convergeant

vers Xv dans W (h). On déduit alors de la formule d’Ostrogradskique :

La convergence de la suite vers Xv jointe a la continuité locale
des traces dans 5Q 

+ 
donne le resultat par passage à la limite.6Q+ 

I 
P P g

Comme l ’ adj oint 1 div B est évidemment A 1 div B, la positivité deComme 1’adjoint de A- +- E div B est évidemment la posi iviil e de
- 2 + 2 p

ces deux operateurs résulte de leur positivité sur les fonctions

rkgulières de W (A) et W (1 ) .,gguli 
- +

On retrouve ainsi le r6sultat de [31, lorsque n = 0, c’est-a-dire

lorsque 1’espace V( Q) est réduit à L2(Q). Si les coefficients b ,
. , , n , 

P
1 P m sont independants de la variable x 6 R , , on peut déduire le

théorème 2 des propriétés de 1’operateur A dans L2(Q) donnees par cet
auteur.
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2. Application aux roblemes homogènes

Soit a(.,.) la forme bilinéaire d6finie et continue sur V(Q) par

avec :

On désigne par L 1’operateur lineaire continu de V(Q) dans V’(Q) associe

a la forme a(.,.) : :

On suppose que 1’hypothese de coercivite suivante est vérifiée : il existe

a &#x3E; 0 tel que :

Théorème 3 : On suppose les conditions A1 et A2 vérifiées. Soit L l’opé-

I rateur d6fini par 0 associ6 une forme a(.,.) v6rifiant et (Drateur défini par 4 associé a une forme a( . , . ) vérifiant 2 , 3 et 5
Alors, pour tout f dans v’ ( Q) , il existe un unique u appartenant a , W (A)
et ver i f i ant :

L

11 suffit que : L+A = et d’utiliser
2 2

Ie théorème 2.

On peut remplacer ici Ilop6rateur L par un op6rateur plus g6n6ral, ce qui

permet, par exemple, d’étudier les inéquations variationnelles associ6es
à L+A.



VII.13

3. Conditions inhomogènes sur 5Q

On suit maintenant une démarche analogue I celle empioy6e dans

[3] pour Ie cas où V(Q) = L2(Q). On introduit les espaces :

qui sont chacun des espaces de Hilbert pour leur norme canonique.
On peut verifier que, par exemple, si u E W (A) alors

Soit W(A) l’espace d6f i.ni par :

qui est aussi un espace de Hilbert pour la norme du graphe.

Les conditions u E V(Q) et Au E V’(Q)n’entraInent pas que

Les propriétés de l’espace W(A) vont d6couler du résultat suivant

sur le robleme aux limites inhomogenes dans ## :P g dans bQ-

Théorème 4 : On suppose les conditions Al et A2 vérifiées. Soit L défini

comme au th6or;me 3 précédent.
Pour tout couple ( f, u ) donne dans il existe un unique

- Y, -

element u E W(A ) verif iant :

de plus :

L’unicité découle du théorème 3 pr6c6dent. Pour 1’existence,

soit suite d’bibments de (Q) n W (A) tels que :v v +
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et soit W (A) solution de :
v -

On vérifie que uv = vv + ] v converge dans W(A) vers un element u satisfai-
sant aux conditions du théorème 4. En effet, comme

multipliant 1’equation Lu BJ +Au BJ = f par u~ et utilisant que vv est limite

dans W(A) de fonctions de 2)(Q) n W (~, ) , on obtient 1’ est imat i on :

ce qui permet de conclure.

Corollaire : On suppose les conditions et A2 vérifiées. Tout element
20132013201320132013201320132013 

a l 
2

de W(A) possède une trace dans bQ + appartenant a L(8Q ) . De plus,
+ P +

2s (Q) n W(A) est dense dansW(A) et :

On déduit en effet du théorème precedent que tout element de W(A) est

limite d’une suite ou vv E W_(I~) et’" v E W + (A). Il suffit

d’utiliser la densité des fonctions regulieres dans ces deux derniers

espaces.
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