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XVI.1

~ N
Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel d'ordre m a coefficients

¢” dans un ouvert de Iflcontenant l'origine. On s'intéresse au probleme
du "prolongement unique" a partir de l'origine ; c'est-a-dire on veut
savoir si ona : u€cC , u plate en O (i.e. Dzu(O) = 0) et Pu = 0,
impliquent u = O au voisinage de 0. Pour taiter ce probleme on introduit
les coordonnées polaires

x =t@ avec t=|x| et eESn_i.

Apres une multiplication par une puissance convenable de t, 1'opéra-

~
teur P devient

m .
_ J
(1) P(t,e,tat,De) = JEO Pj(t,e,De)(tat)

ou les Pj sont des opérateurs différiptiels d'ordre m-j sur la sphere.
L'étude du prolongement unique pour P, revient a celle de l'unicité

pour le probleme de Cauchy pour P a partir de la surface t=0 (dans les
variables t, ) . On présentera ici, pour P donné par (1), des résultats
nouveaux apparentés au théoreme classique de Calderon. Ensuite, on donnera
des applications au '"prolongement unique'. D'autres applications, les
démonstrations completes et les références bibliographiques paraitront
dans [11.

LE RESULTAT PRINCIPAL

Soient M une variété C compacte sans bord et To > 0. On se
donne P sous la forme (1) ou P, est un pseudodifférentiel classique

d'ordre m-j sur M (PjEE£m_J(M)) dépendant d'une manieére C  en téE[O,TOi.
On suppose Pm = I. On fait maintenant les hypotheses suivantes
a) Le symbole principal
m .
(2) p(t:8,04M) = ¥ p.(t,6,7)p?
j=o !

(ou Py est le symbole principal de Pj) se factorise globalement sur

¥*
[o,Toj x Rx (T M\O) sous la forme
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m
(3) p(t,e,p,e) = Tr(P —fli(t,e,n)
i=1

. * . ,
ou les Zi sont C* sur [O,TO_‘ x (T M\O0), positivement homogenes de degré 1

en 7, et satisfaisant
( zzj_l(o,e,n) = zzj(o,e,n) pour j=1,...,p (2p<m)

J 21’23""’22p—1’£2p+1’£2p+2""’£m sont distincts

*
( pour t=0 et (6,m) €T M\O.

Chaque ;ﬂi, 1<i<m, est dans 1l'une des trois classes

suivantes
- 3*
i) Zi est purement imaginaire sur [O,To_\ x (T M\O0) .
*
ii) Ref’i(O,e,T]) <0 sur T M\ O,

3
iii) Re£,(0,6,m)> 0 sur T M\O.
De plus, si 1< i< 2p, Li doit etre du type ii) ou iii) .

m .
b) L'opérateur P(O,p,e,De) = 3 PJ.(O,e,De)p:l se factorise sous la forme
j=o

m
(4) P(0,8,0,D,) = 1[1(9 - 1;(8,D,))

ou AiELI(M), de symbole principal ﬁi(O,e,ﬂ)- De plus, si f'i est du type

iii), A; doit satisfaire
. *
1.
(5) (A0, =0

Finalement, si tous les zi sont du type i), alors il n'est

pas nécessaire de faire l'hypothese b).

Théoreme 1 : Sous les hypotheses a) et b), il existe TE]O,TO} tel que
si ué€ Cm([O,TO] x M), u plate en t=90 (i.e. pour tout k al;u(o,e)=o) , et
Pu= 0 dans [O,To] X M, alors u=0 dans [0,T7 x M.
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Remarques : 1) Par le changement de variable t= e %, tat devient -BX )

le Théoreme 1 peut alors etre considéré comme un résultat d'unicité pour
des solutions d'équations différentielles satisfaisant des conditions
de décroissance exponentielle a 1'infini. En prenant M = Rn/Zn, on peut

aussi obtenir des résultats d'unicité pour des solutions périodiques.

2) La compacité de M, dans le théoreme 1, est essentielle.

I1 est facile de voir, par exemple, que pour les opérateurs

ot * 36 ot ' 38

il n'y a pas d'unicité locale en 9 € R, pour les fonctions plates en t=0.

3) Quand P donné par (1) est différentiel, Pm= 1,
1l'analyticité des coefficients ne suffit pas pour garantir 1'uncité. On

donne ici un exemple. Soit

_ R, i _13 ge
L_at+e De (De—iae,GES).
On définit
o (t3,)" .
u(t,8) = % t £{t) -ing
n=o0 -

1/t

avec f(t) = e . I1 existe C> 0 et aEW_O,l[ vérifiant, pour tout n,

c
l(tat)nf(t)i < e T a’n! On en déduit que u€ Coo([O,co[xsi), u est plate

en 0 et Lu= 0, cependant u ne s'annule dans aucun voisinage de t=0.

APPLICATIONS

On se limite ici a donner deux applications du théoreme 1 au

probleme du prolongement unique.(On prend M= Sn-i)
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Corollaire 1 : Soit ﬁkx,Dx) = [E: aa(x)Da un opérateur elliptique
a|£2

du second ordre, défini dans un voisinage V de O dans R" . on suppose
que aaEECm(V) et que aa(O) est réel pour [a|=2. Si u€ c”(V), u plate

en 0 et satisfait dans V _

(6) 'ﬁ(x’Dx)u(x)i < C(lu(xgls + 'Srad;i?)l)
xi 'Xl

avec C =2 0 et € > 0, alors u s'annule au voisinage de O.

Le corollaire 2, quand les coeffifients a, sont réels, est

essentiellement le théoreme d'Aronszajn-Cordes [2].

Pour les opérateurs d'ordre 4, on a le résultat suivant

Théoreme 2 : Soit 5(x,D) un opérateur différentiel d'ordre 4, a

coefficients C~ dans V, voisinage de O dans R". On suppose que l'on a
P(x,D_) = P (x,D )P, (x,D ) +R(x,D_)
x,D ) =Py x,Dx o{xsD )+ R(x,D_

ou R est un opérateur différentiel d'ordre 3 et P1,»P2 des opérateurs

différentiels du second ordre a coefficients dans C (V). De plus
P (0,p ) = P,(0,D ) = Q(D )

ou Q est homogene d'ordre 2, elliptique et a coefficients réels.

Si u € C°(V), u plate a l'origine et satisfait

u(x) | N [grad u(x)] . 3 lDau(x)l)
[ [x[° [af=2  [x]?

(7) Iﬁkx,Dx)ui < Clxie(I

alors u s'annule dans un voisinage de l'origine.

En fait, le corollaire 1 et le théoreme 2 résultent, non pas
directement du théoreme 1, mais des inégalités du type Carleman établies
pour la démonstration de ce théoreme. Si C=0 dans (6) et (7), alors
on peut utiliser directement la conclusion du théoreme 1. En effet, on

peut toujours supposer que la partie principale de P(O,Dx) (dans Corollaire 1)
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et Q(D ) (dans Theoreme 2) sont le laplacien. On observe alors qu'en

coordonnees polaires t A s'écrit (ta =93 s A. est le laplacien

6
positif sur la sphere),

G+ 222, + (B52)%) .

2+(n—2)a-A 0 S

1l

¢ —Al)(a —A2)

n-2 n-2

_ _ N n-2,2,1/2
avec Al_A_T ’ A2——A——2— s A = (4 (2)) .

6

Un calcul simple montre alors que les hypotheses a) et b) du théoreme 1

sont satisfaites.

IDEES DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1

1. On commence d'abord par établir des inégalités de Carleman
dans un cadre abstrait. Soient Vc H CV* le triplet ''classique' d'espaces
de Hilbert (V dense dans H, V 1'antidual de V) et T > 0. On se donne
J, KecC [O,TOW, £(v, v )) et on suppose que 1l'on a pour tout t€ [0,T }

J(t) = 3(t) , K (t) = -K(t) .

Enfin on suppose qu'il existe un espace de Hilbert DcV, tel que
J, k € ¢(fo,T ], £(D,V)).

On s'intéresse a 1l'opérateur
L=t %+ J(t)+K(t)
dt

On montre alors

Lemme 1 : 1) On suppose qu'il existe Cz2 0, Clz 0 tel que pour tout

v € D et tout tGEO,TO]
2 2
(8) (J(t)V,V)H 2 'CIIV“H + C1“VHV I

alors pour T et I/Yo assez petits, on a pour tout uGCm([:O,T1 »D) u plate
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en t=0, et tout yzyo

+C It ™ [10g t1 Y ul| , <

(9 v/2(|t™ [1og t V] ,
L“(0,T;H) L°(0,T;V)

It™Y 110g 1 YLu| , i
L°(0,T,H)

2) On suppose qu'il existe A=0, C=0, tel que pour tout véE€D
et tout t€[0,T ] ,

(10) (2 3() + I (8) + 7 K, aDvov) <c V|2 - ¢ v,

alors pour T et 1/‘Yo assez petits, on a pour tout uECm([O,T],D), u plate
en t=0 et t=T, et tout Yz*{o

1

—‘v ——
(11) Y-é-Ht 2llogtl-\r_1u||2 +01||t_yllogti-vu
1?0, T,H) 1%(0,7;V)

2
I

<

1
_'Y.... —
27\T||t 2llog tl_YLu Hz
L2(0,T;H)

o

On utilisera ce lemme avec

H::L%M), V=lﬁﬂ%M), D=H%ML‘Ht)+KH)€£%M)

(avec symbole principal du type i) ii) ou iii) des hypotheses du

théoreme 1).

2. La deuxieme étape essentielle de la démonstration du
Théoreme 1 est une factorisation de P (donné par (1)). On montre que,

sous les hypotheses du théoreme, on peut écrire, pour tout N et tout r

(t3,=2)
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P m m-1 .

r J

(12) P(t,e,tat,ne) = ‘H Q I (a—Li)+ § t Rj(t,e,De)a
i=1 i=2p+1 Jj=o

avec

r r
Q = (o-L,, JB-L,)+t A3+t B,

ol les L, € 1wy

Li(O,e,De) = Ai ’ 1<i<m

m-j—N(

o 1
AiE.Y,(M), BiES(M), Ri€£ M) .

Pour t=0, la factorisation (12) coincide avec (4).

3. La troisieme étape consiste a utiliser les inégalités (9)
et (11) en cascade pour les termes (a-—Li) et Qi de la factorisation

(12). Pour les termes correspondant a ﬁi du type i) ou ii) on a (8)
(inégalité de Garding '"sharp"). Si ﬂi est du type (iii) on a alors (10)
(a noter de [K,J)(0) = 0 grace a (5)).

Le traitement des Q, (correspondant a la multiplicité double)

est plus délicat (on renvoie a [1]).

On choisissant N=m, on exprime le reste ETteraJ de (12), a

1'aide de
Up =t ulzz(a"Lm)uo""’um—Zp = (a-'L2p+1)um-2p-1""’
wp—l = Q2 wp_2 .

Finalement, on obtient de la cascade d'inégalités :

Pour T et 1/Yo assez petits, pour tout

u€ COO(EO,T} XxM), u plate en t=0 et t=T, et tout Yy,

M)

(13) vy || (t110g 1)V ul| <||(t{10gt])”

12([ 0, T]xM) L2([0,T]xM)
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(M> 0).

On déduit 1'unicité de (13) par des arguments habituels.

S. Alinhac, M. S. Baouendi : Uniqueness for the characteristic
Cauchy problem and strong unique continuation for higher order
partial differential inequalities (a paraitre).

N. Aronszajn : A unique continuation theorem for solutions of
elliptic partial differential equations or inequalities of second
order .

J. Math. Pure Appl. (9) 36 (1957) p.235-249.




