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XVI.1

Soit un opérateur différentiel d’ordre m à coefficients
x

C dans un ouvert de Rn contenant l’origine. On s’intéresse au problème
du "prolongement unique" à partir de l’origine ; c’est-à-dire on veut

savoir si on a : u6C , u plate en 0 ( i. e. D u(0) = 0) et Pu = 0,
x

impliquent u = 0 au voisinage de 0. Pour taiter ce problème on introduit
les coordonnées polaires

Après une multiplication par une puissance convenable de t, l’ppéra-
»

teur P devient

où les P. sont des opérateurs différentiels d’ordre m-j sur la sphère.
, 

J 
. 

p 
. 

1 

~ 
.. ,

L’étude du prolongement unique pour P, revient a celle de l’unicité

pour le problème de Cauchy pour P à partir de la surface t= 0 (dans les
variables t, 9) . On présentera ici, pour P donné par (1), des résultats

nouveaux apparentés au théorème classique de Calderon. Ensuite, on donnera

des applications au "prolongement unique". D’autres applications, les

démonstrations complètes et les références bibliographiques paraitront
dans ~ 1~ .

LE RESULTAT PRINCIPAL

Soient M une variété COO compacte sans bord et T 0 &#x3E; 0. On se

donne P sous la forme (1) où P. est un pseudodifférentiel classique
. J

d’ordre m-j sur M dépendant d’une manière Coe en 
j 0

On suppose Pm = I. On fait maintenant les hypothèses suivantes :

a) Le symbole principal

(où p . est le symbole principal de P . ) se factorise globalement sur
J J

[o,T J x R x sous la forme
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où les 11 sont C x positivement homogènes de degré 1

en ~, et satisfaisant

Chaque ae 1 ., est dans l’ une des trois classes

suivantes :

i) 2 . 1 est purement imaginaire sur 1 
-

De plus, si 1 s is: 2p, £. 1 doit être du type ii) ou iii) - Il

b) L’opérateur se factorise sous la forme

où symbole De plus? si Îiest du type
iii), Ai doit satisfaire

Finalement, si tous les i. 1 sont du type i), alors il n’est

pas nécessaire de faire l’hypothèse b).

Théorème 1 : Sous les hypothèses a) et b), il existe tel que

si u plate en t=0 (i.e. pour tout k et

Pu = 0 dans [0,T01 x M, alors u = 0 dans [o,T~ x M.
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Remarques : 1 ) Par le changement de variable t = e x, ta t devient -3 ,
,le Théorème 1 peut alors être considéré comme un résultat d’unicité pour

des solutions d’équations différentielles satisfaisant des conditions

de décroissance exponentielle à l’infini. En prenant M = on peut

aussi obtenir des résultats d’unicité pour des solutions périodiques.

2) La compacité de M, dans le théorème 1, est essentielle.

Il est facile de voir, par exemple, que pour les opérateurs

il n’y a pas d’unicité locale en pour les fonctions plates en t = 0.

3) Quand P donné par (1) est différentiel, Pm = 1,
l’analyticité des coefficients ne suffit pas pour garantir l’uncité. On

donne ici un exemple. Soit

On définit

avec f(t) = . Il existe C &#x3E; 0 et vérifiant, pour tout n,

c 

1  On en déduit que u est plate

en 0 et Lu=0, cependant u ne s’annule dans aucun voisinage de t= 0.

APPLICATIONS

On se limite ici à donner deux applications du théorème 1 au

problème du prolongement unique.(On prend M= S n-1) .
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Corollaire 1 : Soit un opérateur elliptique

du second ordre, défini dans un voisinage V de 0 dans Rn . . On suppose

que a et que aa(0) est réel pour ((1,(=2. Si uECoo(V), u plate

en 0 et satisfait dans V -

avec C ~ 0 et e &#x3E; 0, alors u s’ annule au voisinage de 0.

Le corollaire 2, quand les coeffifients a sont réels, est

essentiellement le théorème d’Aronszajn-Cordes 

Pour les opérateurs d’ordre 4, on a le résultat suivant :

Théorème 2 : Soit P(x?D) un opérateur différentiel d’ordre 4, à

coefficients C oo dans V, voisinage de 0 dans IR n - On suppose que l’on a

où R est un opérateur différentiel d’ordre 3 et P1,~ P2 des opérateurs
différentiels du second ordre à coefficients dans De plus

où Q est homogène d’ordre 2, elliptique et à coefficients réels.

Si u E u plate à l’origine et satisfait

alors u s’annule dans un voisinage de l’origine.

- 

En fait, le corollaire 1 et le théorème 2 résultent, non pas

directement du théorème 1, mais des inégalités du type Carleman établies

pour la démonstration de ce théorème. Si C= 0 dans (6) et (7), alors

on peut utiliser directement la conclusion du théorème 1. En eff et, on

peut toujours supposer que la partie principale de P(O,Dx) (dans Corollaire 1)
x
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et Q(D ) (dans Théorème 2) sont le laplacien. On observe alors qu’en
x 

2
coordonnées polaires s’écrit à , 1 0 est le laplacien
positif sur la sphère),

avec

Un calcul simple montre alors que les hypothèses a) et b) du théorème 1

sont satisfaites.

IDEES DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1

1. On commence d’abord par établir des inégalités de Carleman

dans un cadre abstrait. Soient Vd Hc:V le triplet "classique" d’espaces
#

de Hilbert (V dense dans H, V l’antidual de V) et T &#x3E; 0. On se donne

J, K E et on suppose que l’ on a pour tout 
- o - o

Enfin on suppose qu’il existe un espace de Hilbert Dc V, tel que

J, K E !(D,V».Oj 1

On s’intéresse à l’opérateur

On montre alors : 
,

Lemme 1 : 1) On suppose qu’il existe tel que pour tout

v E D et tout 

alors pour T et 1/y 
0 

assez petits, on a pour tout u plate
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1 en t 
= 0, et tout y &#x3E; Y o

2) On suppose qu’ il existe À. ~ 0, tel que pour tout v E D

et tout ,

alors pour T et 1/1~ 
0 

assez petits, on a pour tout u plate

en t = 0 et t = T, et 

On utilisera ce lemme avec

(avec symbole principal du type i) ii) ou iii) des hypothèses du
théorème 1).

2. La deuxième étape essentielle de la démonstration du

Théorème 1 est une factorisation de P (donné par (1)). On montre que,

sous les hypothèses du théorème, on peut écrire, pour tout N et tout r

(t at= a) : -
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avec

Pour t = 0, la factorisation (12), coincide avec (4).

3. La troisième étape consiste à utiliser les inégalités (9)

et (11) en cascade pour les termes (a - L. ) et Q. de la factorisation
1 1

(12). Pour les termes correspondant à ae. 1 du type i) ou ii) on a (8)

(inégalité de Gârding "sharp"). Si £. 1 est du type (iii) on a alors (10)

(à noter de 0 grâce à (5)).

Le traitement des Q. i (correspondant à la multiplicité double)

est plus délicat (on renvoie à [il).
On choisissant N = m, on exprime le resteL: trR. oj de (12), à

J

l’aide de

Finalement, on obtient de la cascade d’inégalités :

Pour T et 1/y o assez petits, pour tout
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On déduit l’unicité de (13) par des arguments habituels.
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