M. DERRIDIJ
Conditions suffisantes de sous-ellipticité pour o (d’aprés J. J. Kohn)

Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique) (1977-1978), exp. n° 13,
p.- 1-7

<http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1977-1978 A14_0>

© Séminaire Equations aux dérivées partielles (Polytechnique)
(Ecole Polytechnique), 1977-1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Equations aux dérivées partielles (http://sedp.cedram.org) im-
plique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SEDP_1977-1978____A14_0
http://sedp.cedram.org
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ECOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES

PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CEDEX
Téléphone : 941.82,00 - Poste N°
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINATIRE GOULAOUIC-SCHWARTZ 1977 -1978

CONDITIONS SUFFISANTES DE_SOUS- ELLIPTICITE

(d'apres J. J. KOHN)

par M. DERRIDJ

Exposé n® XIII 14 Mars 1978






XIII.1

INTRODUCTION

Nous allons essayer ici de développer une note de J. J. Kohn
parue aux Proceedings of National Academy of Sciences ([5]) sur l'existence
d'une estimation sous-elliptique pour 3 dans des domaines pseudo-convexes
a frontiere analytique réelle vérifiant une condition géométrique qui
parait etre la bonne condition liée a 1l'existence d'une telle estimation.
En effet, dans certains cas, cette condition est aussi nécessaire. I1 est
conjecturé par J. J. Kohn que cette condition est nécessaire et suffisante.

Ce travail clot en quelque sorte dans le cas analytique reéel
une série d'articles sur le meme sujet mais avec en plus des hypothéses
plus ou moins techniques (voir [11 [41 [6] [7]).

Ici nous nous restreignons aux (0.1) formes, ce qui simplifie

les notations.

Notations et définitions :

Soit O ﬁn un ouvert défini par une fonction r, analytique

réelle i.e. ¢
Q={r<o0} avecdr #0 si r=0.

En fait, on travaillera localement, donc au voisinage d'un point

z, € 3Q, et on peut toujours supposer %E (zo) £ 0 .
n

On considere alors un systeme libre de n champs de vecteurs
holomorphes, a coefficients analytiques réels (Ll""’Ln) tel que les

champs L,...,L . soient tangents a 3Q au voisinage de z, -

-1

On peut prendre, par exemple

dr o) _Qor [s)
azi azi azn

n

L - g 3L B

n . z. 0z
=173 3]

Nous rappelons que la forme de Levi est défini comme la restriction a
1'espace tangent complexe a 3Q de la forme
2 n
(==L )

aziazj i1
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En particulier dans la base (Ll""’Ln-l) la matrice de Lévi est

donnée par

Soit (wl""’wn) le systéme de (1,0) formes dual du systéme (L1""’Ln)

i.e. < Li,wj> = 6ij . Alors toute (0,1) forme s'écrira

Ici on supposera toujours qu'on a affaire a des formes dont les composantes
sont au moins C~ . On définit de maniere standard le produit scalaire de
deux formes de meme bi-degré (voir [31 pour d'amples détails pour tous

ces préliminaires).

n
Remarquons alors que si u = % uiEi , alors
i=1

2u = ¢ (L

-L.u.)o.Aw.+SR.. 0. A w.
j<i 13 7] i ij i

.U,
J 1 J

> o . . . . 0
ou Rij sont des combinaisons a coefficients C des ui.

—% -
Soit 3 1'adjoint de 3 au sens LZ(Q) . Alors, on montre par des
intégrations par parties que si u est une (0,1) forme a coegficients c”

T u,®.) -
i=1 11

3
alors u€ V(3 ) si et seulement si u = 0 sur 30 (ici u

On notera par 2°1 ge telles formes i.e. :

2% 1@) = {u-

1

u, w,Ju_ =0 sur A} -

n
1 1 n
=1

Plus précisément, comme on travaille localement, on s'intéresse a

2 lwna) = {u-

n
1=

1ui &i] u, e dwn 5);un =0 sur 3O

On définit
Q(u,v) = (éu,év)-r(g*u,g*v)d-(u,v), u,ve 011

Le probleme est alors de trouver & > 0 tel que
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n 2 0,1 =
(0.1) T |lu,llZ € Qlu,u)  ¥u€ 277V N Q)
i=1

En effet 1'estimation (0.1) permet de montrer la régularité c” de 1la
solution du probléme de Neumann pour 3, et en conséquence celle de 1la

solution canonique de du=f, si 3f = O et £ € C (VN Q).

Dimension holomorphe d'un sous-ensemble analytique du bord 3Q

Soit V un sous-ensemble analytique de 0Q. Si x€ V, on note
zx(v) = {LE€ r1'X(v) ; L holomorphe L(?)(x) = O ¥ @ nulle sur V} ou

? est un germe de fonction analytique réelle, en x nulle sur V. D'autre

part nx = {L, vecteur holomorphe en x tel que

£(L) = @3dr,L AD>(x) = 0}

Définition : La dimension holomorphe de V est, par définition

Inf dimg, (Z_(V)NT.)
x€V € x X

Remarquons qu'on s'intéresse aux germes de sous-ensembles analytiques réels.

On définit aussi l'ensemble I de germes de fonctions analytiques

réelles en z, de la maniere suivante

I = {f, germe de fonction analytique réelle en z, telle que, il existe

un voisinage V de 2,0 € > 0 et une constante C > 0 tels que

l£e |2 < ca(e, 0 %o 2% wnn)

nNMs
Y

i
~ . Il . 3
De meme, on définit F par

F = {(fl,...,fn)ln-uples de germes de fonctions analytiques réelles en z,

tels que, il existe un voisinage V de 2,0 € > 0 et C> 0 vérifiant
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n 2 1
| = g0 < ca(e,9) ¥9€edH(vna)

on définit :  I= {g| Jf€I, In€ N t.qlgl™ < [£]}

Remarquons alors que, pour montrer que l'on a en z  une estimation sous-

elliptique, il suffit de montrer que 1€ I.

Enongons d'abord le théoreme suivant, qui se démontre essentielle-

ment par intégration par parties, et dans le cas c”.

Les résultats

Théoreme 1 : 1) I est un idéal
2) BT - 1
3) rel

4) si f € I, alors (L1f,...,Lnf) €EF

5) Soit V ,...,V_, V. € F pour ¥i, alors det(v;)é I.

6) (C, .y...,C

.40) € F j = 1y...9n=-1.
1, »0) pour j S

n-1,J'
Donnons simplement comme indications que, pour montrer 4) 5) et 6) on
utilise les deux estimations suivantes '

n

a) T [|T.9.]|% < ca(e,9) ¥9ed3wnd)
. ji
1,J=1
n-1 - 0,1 =
b) g [ C..e. % <cq(e,e) ¥0ed(VND)
i,j=to0 't J

estimations qui sont satisfaites si le domaine est pseudo-convexe au

)n—1

voisnage de z, i.e. la matrice (c, est positive sur un voisinage

ij'i,j=1
de z  dans 3Q (voir [1] et [6]).

Ce théoreme conduit a définir une suite d'idéaux de germes de

fonctions analytiques réelles en z, -
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0 N\
R €11 / Ch-1,1
I0 =V (r)= (r) : soit F0 =
)\
)
C1,n"‘1 ’ Cn"‘].,n—l O -
0 0 1 1/

F0 est constitué de n-uples de germes, qui sont au nombre de n.

On déefinit par récurrence

Fe = Fp g U {Lygr-.hlog} ¢ I

R

N
Ik+1 =1

k Y det(Fk)

det(Fk) étant 1'ensemble des déterminants (n,n), formés par n-uples appar-

tenant a Fk .

La suite (Ik) est une suite croissante d'idéaux telle que

IV__
\ Ik = Ik
Remarque : D'apres 4), 5) et 6) on a I, €I ¥k. On va &tre

amené, sous une hypothese convenable, a montrer, qu'il existe k tel que
1€ Ik (en fait, on montrera que 1€ 12n)’ ce qui entrainera 1 € I, donc

une estimation sous-elliptique en z, -

Définition : On note Zx(17(1k)) = {L, vecteur holomorphe en x tels que
L(?)(x) = 0 ¥ ¢ = 0 sur ’U(Ik) }» 2 (1) = {L, vecteur holomorphe en

X, tels que L(?)(x) = 0 ¥ @ €I

k} Remarquons que Zx(1r(1k)) c Zx(Ik)

mais on n'a pas toujours 1l'égalité.

Proposition 2 : Soit x € UKIk)- Alors xG’U(Ikzi) & zx(Ik) N nx £ {0} .

Idée de la démonstration : Soit x E'UYIk). Alors x € VYIk+1) équivaut au

fait que le systeme d'équations
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n
¥ L.(g)(x)E.=0
L j=1 J i

admet une solution non triviale € = (§1,...,§n). Alors si on prend

n
L= i>31 §;L;» on a bien Zx(Ik) N 1. # {0} . Réciproquement si

n
L= % E.L, €z (L)NMN_,5#O0alors x€ U, ).

Proposition 3 : Soit S 1'ensemble des points z (voisins de zo) sur 3Q

tels que il existe un sous~ensemble analytique de dimension holomorphe

positive passant par z. Alors S c '(/'(Ik), ¥k .

R
Démonstration : On a S cC ’U’(Io) puisque I = J/(r) = (r) . Donc il

suffit de montrer que

S c ’U(Ik) entralne S c V(Ik*i)-

Soit donc x € S U(Ik). D'apres la proposition 2 on a

x € W(Ik_l_l) & Zx(Ik) n o, # {0}. Mais comme x€ S il passe par x un
sous-ensemble analytique réel de dimension holomorphe positive i.e.
ZX(U(Ik)) N N, # {0} et donc {puisque Zx( V(Ik)) c Zx(Ik)},

zx(Ik) nm, # {0}. Donc x€ ’U’(Ik+1)-

Théoreme 4 : Supposons que S est vide, c'est-a-dire gu'il n'existe pas

au voisinage de z, de germe de sous-ensemble analytique réel de

dimension holomorphe positive, alors.on a
d1mR 4),( Ik+1) < d1mR VA Ik)

Idée de la démonstration

Soit V une feuille réguliere de ‘mIk). Pour tout voisinage de

z il existe un ouvert non vide w tel que
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Z (V(1,)) =2 (1) ¥x€ wN V.
X k x 'k
proposition 2 .

Alors il existe nécessairement x€ wN V tel que:xE@qu+1),d'aprés la\

I1 en découle le théoreme 4. L'affirmation que Z (U(I,)) = z (I.)
R x k x 'k

¥x€wN V provient du fait que I, = \[I; et des inégalités de Lojasiewicz.

k

Corollaire 5 : Sous l'hypothese du théoreme 4, on a 1 € Iy, -

Corollaire 6 : Si () est pseudo-convexe au voisinage de,zo, dans ?Q ,

a frontiere analytique réelle, on a une estimation sous-elliptique en z,-

Remarque : K. Diederich et J. E. Fornaess ont montre que 1'hypothese

de J. J. Kohn sur la non-existence au voisinage de z, d'un sous-ensemble

analytique réel de dimension holomorphe positive est équivalente a la

non-existence au voisinage de z d'une variété analytique complexe de

dimension positive [2].
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