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VII.1

Soit ) un ouvert de Ifl; soient Xl,...,Xp des champs de vecteurs
réels C  sur Q et soit c une fonction c” positive sur (3. Notant Xﬁ

1'adjoint formel de Xi, on considere 1'opérateur
(1) K - i X#X. + ¢
oy 1

Les opérateurs de la forme (1) sont parmi les opérateurs
introduits en E3] par HUrmander, ceux qui sont formellement positifs

autoadjoints. Pour 1'étude de ces opérateurs, voir par exemple [3], [5],

(7], [ol...

.]t, étant forméllement positif autoadjoint, posséde au moins
une extension positive autoadjointe dans LZ(Q) ; on considere alors
(A,D(A)) une telle extension ; on note E(A) (A€ R) la résolution de
1'identité associée a A et e(A) le noyau (distribution) de E(MA). Le

premier probleme est un probleme de régularité
(2) "La distribution e(\) est-elle une fonctiono"

I1 est classique que si £ est sous elliptique, alors e(\) est
c” ; nous sommes donc amenés a supposer satisfaite la condition suffisante
de sous-ellipticité de HUrmander ([3]), et pour rappeler cette condition
on introduit d'abord quelques notations
pour une suite I = (il,...,ik) € {1,...,p}k, on note |I|= k la

longueur de la suite et X_. le champ

I

X. = [x. ,[x. ,...[x.
1 11 12 1k—1

’Xi ]“']

k

avec la convention, si I= (i) est de longueur 1 : XI=:X1-

Pour x € Q et pour k entier = 1, on désigne par Vk(x) le
sous~-espace de Iglengendré par les vecteurs XI(x) pour 1] < k. 11
sera pratique de convenir que Vo(x) = (0).

La condition suffisante de sous ellipticité de [31 est alors

(c) ¥x€Q , Er , Vr(X) = R
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et donc :

Lemme 1 : Si la condition (C) est satisfaite, alors pour tout A réel

e(A) est C sur QxQ-

On note e(A3;x,y) la valeur en (x,y) de la fonction

e(A) et le probleme qui va nous intéresser par la suite est d'étudier

le comportement lorsque A = +® de e(Ajx,x).

Signalons aussi que, si l'injection de D(A) dans LZ(Q) est
compacte (c'est le cas si Q est borné, si (C) a lieu sur Q et si A est
1'extension de Friedriché de Jb), alors le spectre de A est constitué
d'une suite de valeurs propres réelles Kj, et qu'alors se pose le
probleme d'étudier le comportement asymptotique des valeurs propres. Il
est alors équivalent d'étudier le comportement asymptotique de la

fonction

N(A) = £ 1 = tr E(\) = f e(M yxyx)dx .

ALSA
j Q

Pour faire cette étude, on peut établir (voir [6])
1) un comportement asymptotique de e(A3x,x) uniforme en x lorsque x reste
dans un compact K < ,
2) des estimations des intégrales I e(M\s;x,x)dx.

Q\K

Rappelant la formule : e(Ajx,x) = I Ie(k;x,y)lzdy , on voit
0

que les intégrales que 1'on cherche a estimer sont les normes de e(A)
dans L2«Q\K)x()) 3 nous retrouvons ici une version, non classique, du

probleme (2).

Nous nous interessons maintenant exclusivement au comportement
asymptotique de e(A;x,x) et nous ferons 1'étude en trois temps
correspondant aux troi§\idées suivantes

1. Si 1'opérateu1'J% est homogene sous 1'action de dilatations ht
(voir ci-dessous pour des définitions précises), alors la fonction
spectrale est homogene en A. A

2. Si ﬂfest une perturbation convenable d'un opérateur homogene J%

au voisinage d'un point X, alors

e(h;xo,xo) ~ g(%;xo,xo)
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3. Reprenant le probleme a son début, ,/fétant donné, on cherche
les dilatations ht et 1'opérateur homogene Atels que  soit une
PAY
"perturbation" de A 3 on utilise ici la géométrie des opérateurs.

§ 1. HOMOGENEITE

Exemple : Considérons dans Rs.les champs
o) o) 9
X, = — ’ X = + X, —
1 ax1 2 axz 1 ax3

On remarque alors que si l'on définit pour 1>0, h ¢ GL(R") par

2
ht(xl’x2’x3) = (txi,txz,t xs)

alors les images de X1 et X, par h, sont tX_,6 et tX2.

2 t 1

On généralise immédiatement cette situation de la maniere
suivante : on se donne pour toute la suite du paragraphe une

, . n .
décomposition de R en somme directe

k-1 K

et pour t> 0 on définit h, € GL(R" ) en posant

Kk
=t 1d .
t] W
W, k

¥k=1,...,7 h

Suivant [11 on dira qu'un opérateur différentiel défini sur RrR"

est homogene de degré p si

¥0e QR h, (Mo = {T(¢, h )}, h 1 - tP1o
ty o Tt te Ty
Nous regroupons les résultat dans le
Théoreme 1 : Soient Xl,...,Xp des champs de vecteurs sur Rn,

homogenes de degré 1 et vérifiant la condition (C). Soit

p %
b7k = ¥ X.X. . Alors
i=1 bt
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i) La réalisation A de uﬁ'de domaine
D(a) = {uc12(RY) / Fu € 12(R™)

est positive autoadjointe dans L2ﬂRn) et O(R") est dense dans D(A) ;
A n'a pas de valeurs propres.

ii) La fonction spectrale e(X) de A est € sur R"x R" et

¥A> 0, ¥t>0 e(t*;0,0) = t e(1;0,0)
r
ou v = 5 k dim Wk est la dimension homogene.

k=1

i) est démontré en [67 (voir aussi [17). Indiquons rapidement
comment on obtient ii). Notons Ht 1'isométrie de L2(]f5 sur lui meme

définie par

Hou = tv/zuoht.

~

X, étant homogene , X% est homogene (et est égal a —Xi) et

est homogene de degré 2. On a donc

et il résulte de i) que D(A) est stable par Hy et que

Prenant la résolution de 1'identité de chaque membre, on en

déduit que
-1 -2
E(AMH, =
By EOVH = E(t7A)
pui= passant aux noyaux (qui sont c” d'aprés le lemme 1) on a
2 v
e(tN 5 x,y) - t e(X;htx,hty)

Fixant x=y = 0, on en déduit ii).
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Remarque : On déduit de 1'homogénéité ii) que

¥A>0 e(A;0,0) > 0

§ 2. PERTURBATIONS

Le probleme peut se formuler de la maniere suivante : quelles

A
sont les "perturbations" j% d'un opérateur homogene HAtelles que
(3) e(hix sx ) ~ e(hix rx ) 2

Dans la démonstration du théoreme 1, on a vu que le comportement
pour A tendant vers +« de €(A;0,0) apparait en faisant agir h, pour t

tendant vers +o . Il est alors raisonnable pour avoir (3) de demander que
"N 2/\
h ()~ n (A) =2 A
#* *
ou encore, si l'on veut donner un sens plus précis a cet équivalent

(4) ¥¢cD (R 1lim t‘zht Ao = Ao
¥*

tY+oo

la convergence ayant lieu au moins dans L2(Rn'). On aura donc
(5) ¥0e®Y : n_ (o= ot?
*

et dans une large mesure (4) apparait comme étant alors la définition de
A
La condition (5) apparait en fait comme une restriction sur le
développement limité de A eno (voir ci-dessous), mais il y a une maniere
simple de la formuler. Nous suivons maintenant entierement les notations
et la terminologie de [27.
r

La décomposition R'= @ W

est toujours fixée, et h, est
k=1 k

t

défini comme au paragraphe précédent. On définit d'abord une 'norme

homogene" : [Voir aussi [11)
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HZI’!/k 1/2r!

IEI = {kz::jlugk }

pour E = g IJ désigne la norme euclidienne.

avec £, € W, et ou
1 k

k k

T -

Essentiellement la fonction F - |E| est une fonction ¢” sur

Rn\O » qui ne s'annule qu'en O et qui est homogene de degré 1
¥t, ¥ Ihtz-:l = t|e|
Pour un voisinage U de 0 et pour m¢€ Z on pose
C?(V) = {u € (V) / ue) = 0(]e]™) pour £ = 0}

Naturellement d: = ¢ sim< 0. On dit qu'un opérateur T de c”(U) dans

C”(U) est d'ordre <p en O (p€ Z) si
¥m TC(U) c C (V)
m m-p

Pour illustrer ces définitions nous allons les traduire sur les
développements de Taylor, une fois qu'une base convenable aura éteé

choisie. On choisit donc dans chaque W, une base, constituant ainsi une

k

base e sae de R" 3y on notera [j] l'indice k tel que ej € Wk.

1’
Remarquons d'abord que, dans les coordonnées associées a cette base,

p

1l'opérateur g aa est homogene de degré [a]—[B}, si 1'on note pour un

multiindice o = (al,...,an) € N"

o0 o]
D'autre part une fonction a¢ C (U) est dans Cm(U) (pour m> 0)
si et seulement si (a;ia)(O) = 0 pour [B! < m.

Enfin 1'opérateur T = ¥ aa.ag est d'ordre < p en 0 si et
a
seulement si pour tout a a, € CFaW—p' Ecrivant le développement de

Taylor de T en O

(6) T.T t
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on voit alors que T est d'ordre < p, si et seulement si
(7) t =0 pour [oﬂ-—[B1 >p
Nous utiliserons les propriétés suivantes
Lemme 2 : i) Un opérateur homogene de degré p est d'ordre < p en O.
ii) Soit T un opérateur différentiel sur un voisinage U de O.
Si T est d'ordre < p en 0, il existe T sur Rn ’ homogéne de degré p, tel

A
que T-T soit d'ordre < p-1 en 0. De plus

(8) ¥ ¢ c DR t'pht (T)® ~ To
3¢
t— +o

la convergence ayant lieu dans 2( Rn) .

A ~
Remarques 1- L'existence de T résulte directement de ce qui précede

écrivant (6) on pose

T = > ty g eP 3¢
[a]-[B]=p

N
(somme finie) et suivant (7) T-T est d'ordre < p- 1.

2= by (T) est défini sur h (U) ; pour ¢ € A(R") b, (V)
contient le support de ® pour t assez grand, et la convergence de (8)
a bien un sens ; elle résulte aussi directement de (7).

3- Nous venons de donner un sens précis au mot perturbation
conforme a ce que nous souhaitions (4) :/% sera une perturbation de
Jf homogene de degré 2, si /f -/{ est d'ordre < 1 en 0. I1 nous reste

a démontrer (3).

On se donne maintenant un ouvert (Q contenant O, un opérateur

A (1) et une réalisation (A,D(A)) autoadjointe de /€. Nous avons alors le

' Théoreme 2 : On suppose que les champs Xi (i=1,...,p) sont d'ordre

~ A ’ - 3
<1en 0, et que leurs parties principales homogenes Xi verifient la

condition (C). Alors
i) 1les X, vérifient la condition (C) au voisinage de O et le noyau e()\)

est C° sur un voisinage de (0,0).
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i ii)  lim x'v/ze(x;o,o) = e(1;0,0)

A P 4o

ou e est la fonction spectrale de la réalisation définie au théoreme 1

, 4 S
de l'operateur A= X..X, .
. i i
i=1
. . . _ ¢ -2 /t) .
Démonstration : On note Qt = ht(Q) et Ay = t ht “0). Par (8) on sait
. 3

que JZ:':QP t—-»/;{:q) ¥P e %(Rn) ;/i vérifiant la condition (C), il en résulte
que ¢f£ vérifie cette condition sur un voisinage de O pour t assez grand
et revenant par h;i on voit que /%Vérifie la condition (C) sur un (autre)
voisinage de O.

On reprend maintenant la démonstration du théoreme 1

Ht est 1'isométrie de L2(Qt) sur L2(Q) définie par Htu = tv/z.uc ht' On

définit une réalisation (At’D(At)) de J%t en posant

p(A.) = 5”1 p(a)
(9) { t t

-2 -1
A, = tTTHTAH

A, est positif autoadjoint dans L2(Qt) ; on note Et(x) la
résolution de 1'identité associée a At et et(h) son noyau. On tire de (9)

2 -1
E(t“A) = Ht Et(h)Ht

et
2 v
(10) e(t“N ;0,0) =t et(X;0,0)
11 reste maintenant a utiliser la convergence "At = A" pour
établir
(11) et(X;0,0)-ﬂ e(1;0,0)

le point ii) du théoreme en résultant directement avec (10). Pour
prouver (11) on utilise d'abord un théoreme de Kato [4], qui nous

assure que

¥re1® (RY : EOf._ , E(M)f dans L2(Rn) .
comp t R,
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Appliquant le théoreme des noyaux de Schwartz, on en tire :

(12) e,(M)— > e()) dans (R  R") .
t =+
D'autre part, notant ¢€¥ = /f, la famille *”% (t € Eti,wl)

vérifie la condition (C) 3 on déduit alors d'une version uniforme en
t € [tl,w

voisinage w de 0 et pour t

] du théoreme de Sous-ellipticité des opérateurs (1) que, pour un

assez grand, l'ensemble {et(X)lw 3

1 X W
t € [tl’ml} est borné dans C (pwx w). Ceci, joint a (12), prouve que :

et(X),t ! e(A) dans C(wXw)
> +

et (11) en découle immédiatement.

§ 3. CONSTRUCTIONS DES PARTIES PRINCIPALES

On se donne un opérateur (1) A sur Q, vérifiant la condition (C),
et (A,D(A)) une extension positive autoadjointe de /£ dans L2(Q).
Le probleme est maintenant le suivant : étant donné k?‘E Qs trouver des
dilatations ht de centre X, telles que A soit d'ordre < 2 (en xo) et que
la partie homogene de degré 2 de A vértie aussi (C). Le premier cas

ou nous pouvons conclure est le suivant

Théoreme 3 : On suppose que V2(xo) = R"; alors e(\) est C sur un voisi-

nage de (xo,xo) et si 1'on pose
vV o= 2n-d1mV1(xo)

la limite
1im A"

2 e(Myx ,x )
A+ o °

existe et est > 0 (et finie).

= V1(O) et on

1

considere un supplémentaire W, de W, dans R = V2(0). On a donc

Démonstration : On peut supposer que X, = O ; on pose W
n
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RrR" - W, ® W, et on définit h, (t> 0) comme au paragraphe 2 : h, est
1'homothétie de rapport tk sur W, k = 1,2.

k
Soit X, le champ constant valant Xi(O). Le champ X, - X,

s'annule en O et est donc d'ordre < 1 en O; fi lui est homogene ;e degré
1 puisqﬁe Xi(O) € Vl(O) = W1 3 par suite Xi est lui:méme'd'ordre < 1 en O.
Notons Xi la partie homogene de degré 1 de Xi. xi-xi est d'ordre < 0 et
il en résulte que Xi(O)-fi(O)::O. On en déduit, avec une notation
évidente, que VI(O) = VI(O)'

De meme [xi,xj1 - [fi’ﬁj] est d'ordre <1 en 0, et

n

N A N
[xi,xj](o)-[xi,le(o) € W,. On en déduit alors que V,(0)=V,(0) = R .

1
Les hypotheses du théoreme 2 sont donc satisfaites et

A"V 2

lim e(1;0,0) = 6(1,0,0)

A=+ o

Enfin, d'apres la remarque qui suit le théoreme 1, 8(1,0,0) > 0.

Pour étudier le cas général on serait tenté de généraliser ce
qui précede en définissant l;s Wk comme étant des supplémentaires de
Vk—l(xo) dans Vk(xo) 3 malheureusement, comme le montre 1'étude
d'exemples, cette approche est trop grossiere. L'idée supplémentaire qu'on
utilise est de faire d'abord un changement de variables (ou de coordonnées
locales) mais pour cela nous sommes amenés a renforcer la condition (C),

ou, si l'on préfere, a faire une hypothese de généritricité.

Remarquons en effet qu'il existe un ouvert (' dense dans () tel
que les fonctions x - dika(x), k=0,1,... soient localement constantes
sur (3'. Nous supposerons maintenant que on()', ou de maniere plus

explicite que

Il existe un ouvert w = () contenant X, tel que

(c') i) ¥ xcw dika(x)z dthk(xo)

-

ii) - r dim V (x ) < dimV (x ) =n
r-1""o r o

Pour k=1,...,r, on définit les espaces W
r
W = W

k=1 k

k::vk(xo)/vk—l(xo) et on pose
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I1 est clair que W est de dimension n. On définit ht pour
t> 0, comme au paragraphe 2 : ht est 1'homothétie de rapport t sur

Wk (k=1,...,r). Nous avons alors

Théoreme 4 : Sous 1'hypothese (C') il existe un C -difféomorphisme 6 de
R sur W tel que
i) e (Xo) =0
ii) ¥i=1,...,p , O*Xi est d'ordre < 1 en O
iii) Notant ?i la partie homogene de degré 1 de G*Xi, les §; vérifient

la condition (C') sur R".

Ce théoreme est une version d'un résultat de [6]. Indiquons

seulement comment on est amené a définir 8.

1 = — - ————
Reprenant 1 exemple dans R [ xl = a ] X2 = a + X1 a on

peut remarquer que X, et X2 engendrent une algebre de Lie nilpotente, ou

1
gu'on peut munirIR3 d'une structure de groupe de Lie nilpotent telle que
les Xi soient des champs invariants a gauche. Plus généralement on remarque
que dans le cas homogene, le communateur de champs homogenes de degré p
et q est homogene de degré p+ qs qu'un champ est toujours d'ordre <r et
par conséquent que 1'algebre de Lie engendrée par des champs homogenes
(de degré 1) est toujours nilpotente ; la condition (C) implique que
cette algebre est de dimension au moins n ; la condition (C') implique
qu'elle est en fait de dimension exactement n.

Finalement, ce qu'on cherche, c'est mettre sur R" une structure
de groupe de Lie nilpotent telle que les Xi soient bien approchés par
des champs invariants a gauche. Le recours aux groupes de Lie nilpotents
comme modeles a déja été utilisé par Rothschild-Stein [8], mais nous nous
distinguons de [8] en considérant des groupes de meme dimension que
l'ouvert () sur lequel est posé le probleme.

Passant aux algebres de Lie, on cherche donc a approcher
1'algebre engendrée par les Xi par une algebre de Lie nilpotente.

Pour k=1,...,r on note 4fk 1'espace des champs de la forme

E{F:E;WaIXI avec a; € € ; on note T 1'opérateur de 4Tk sur Wk qui a

X EQIK associe la classe modulo Vk—1(xo) de X(xo) € Vk(xo)' On remarque

alors
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rLemme 3 : Sous la condition (C'), il existe sur W une structure
éd'algébre de Lie nilpotente telle que pour tous k et £ tels que

ik+4 < r on a

' 1 = T
¥xe{ , *#ved, [n X, m, ¥ =n (XY
Démonstration : On considere une base dans chaque W, constituant ainsi

k
une base € ,-..,€ de W ; on note [j] 1'indice (unique!) k tel que

€. € W_. On considere des champs Y. tels que ¢ .1(Y.) = €. . Par
J k J IR J
construction les Yj(xo) pour [j1 < k forment une base de Vk(xo) H

grace a la condition (C') les Yj(x) pour [j] < k forment encore une base
de Vk(xo) pour x voisin de X" Par conséquent tout champ de ifk s'écrit

au voisinage de X9 sous la forme

(13) ;__A; a.(x).Y.
[=k J

Ceci étant, pour démontrer le lemme, il nous suffit de vérifier
' . . 1 - '0' - .
que l'application [ y | de 4‘kx ] dans /tk+£ passe au quotient, ou

X = 0, pour X £ et si ¥ GJUk alors nk+£[X,Y] =0 . Or, si

k k

nkX = 0, d'apres (13) X s'écrit

que si T

.

X = ZE.@N a. Y. + X'
[jl=k I J

avec X'€ ifk_l et aj(xo) = 0 pour [j] = k. On en déduit que

\)

[x,Yl - aj[Yst] €Uk+z_1

[jlek

et par suite que

[X’Y](xo) € Vk+£—1(xo)

. . . " =
ce qui veut bien dire que nk+z[X,Y, 0

Au cours de la démonstration on a construit une application
linéaire o de W dans A,z ‘v; définie par O(Ej) = Yj' o n'est pas un

homomorphisme d'algebres de Lie cependant on a
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(14) ¥eew ,» ¥n¢ew, : {ole,n)-log,on]I(x) € Vv, ,(x)

Pour passer des algebres aux groupes on utilise 1'application

exponentielle, et on définit 1'application
eeW = 0%) = e®(x) €n

ou 1'on a noté comme d'habitude t etOE(XO) la courbe intégrale du
champ of issue de X - ® est un difféomorphisme d'un voisinage de O dans
W sur un voisinage de X, dans () 3 on prolonge ¥ en difféomorphisme de W
sur R" et une application § du théoreme 4 est @—1.

La démonstration du théoreme (voir [6]) s'inspire assez largement
de Goodman E2].

Pour conclure, énongons 1l'un des principaux résultats de [6?:

Théoreme 5 : Soit (A,D(A)) une réalisation positive autoadjointe d'un
opérateur (1). On suppose que la condition (C') est satisfaite sur
un ouvert w < (. Alors

i) 1la fonction spectrale e(\) est ¢” sur wxw

ii) 1I1 existe une fonction continue v de w dans ]O,w[ telle que

(15) ¥ x€ w K—V/ze(K;x,x) ~ v (x)
A +o
ou
r
(16) v o= 151 k{dimV, (x) - dimV,__ (x) ]

De plus la convergence dans (15) est uniforme sur les compacts

inclus dans -

Remarques 1 : Il résulte de la condition (C') que le membre de droite

de (16) est indépendant de x€ w.

2 : Pour établir (15) a X, fixé, on transforme le probleme
par le changement de variables § donné au théoreme 4 et on applique

ensuite le théoreme 2.
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3 : Pour obtenir l'uniformité de la convergence dans (15)
on reprend les études précédentes en adjoignant un parametre (xo) et

en vérifiant a chaque étape une uniformité par rapport a ce parametre.
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