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XXIII.1

Soit D un domaine compact a bord c” de Rn; R =a+ Zn un reseau
d'origine a € R" . On cherche a estimer la différenge :
R(A) = N(A) - vol(D).A" ou N(A) = Card {)»Dﬂﬁ,a} . Les motivations
principales pour ce probleme sont les suivantes :

2 < 1} de R? a 4té beaucoup

a) Le cas ou D est le disque {x2+y
étudié a cause de son importance en arithmétique : nombre de décomposi-
tiom d'un entier en somme de deux carrés. Plus généralement le cas ou D
est un ellipsofde de R" a été étudié en relation avec les propriétés des
formes quadratiques. Les résultats que nous allons décrire sont moins
bons que ceux que l'on connait dans ces cas particuliers.

b) Le cas ou D est défini par une équation D = {f <1} ou
£ : R™N0 - R: est une fonction ¢” homogéne de degré 1 > O nous a
motivé au départ, car on peut alors interpréter N(A) comme la fonction
spectrale de l'opérateur elliptique autoadjoint P sur le tore Rn/(2nZ)n
défini par sa décomposition spectrale : P(exp(i<v,x>) = f(v).exp(i<v,x>)
(ve Z"). P est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre p et de symbole
principal f(§). Les opérateurs de ce type servent de modele pour
1'étude d'autres opérateurs elliptiques en utilisant les opérateurs inté-
raux de Fourier : par exemple, le laplacien d'une variété riemannienne
dont le flot géodésique est completement intégrable. ([cvﬂ). Plus
précisément, nous savons prouver que si g est une métrique riemannienne
de révolution sur S2 n'ayant qu'un seul équateur,' il existe une fonction
f: IR2\O-‘ R;_', c® homogene de degré 2 et une bijection j: N-=R avec
R = {(p+%,q)|(p,q)€ Zz, lq] < p} telle que les valeurs propres A, du

laplacien associé a g vérifient
A = £(3(n)) + 0(1) . (voir [cv,]).

c) On peut étudier de la meme fagon le probleme suivant qui
est une sorte de généralisation de la classique '"méthode des trapezes"

a n dimensions : -wsoit f € C (D;€) et Nf(x) = : f(%) (ve z").
vEAD

Il s'agit d'estimer R.(A) = N.(A) - (J‘ £).A".
D

Les résultats que je décris maintenant sont le prolongement
de résultats de Van der Corput (n=2 et la courbure du bord ne s'annule
pas) et de R. Randol (n=2 et aussi le cas n quelconque et D strictement
convexe). ([Rizl, [Rz], [R3] et ER4]).
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La méthode utilisée ici est tres différente : au lieu d'utiliser pour
majorer les intégrales oscillantes des méthodes basées sur la monotonie

ou la convexité ([R3] et [R4]), nous utilisons la classification

d'Arnold des singularités de fonctions numériques et de leurs déploiements

(voir par exemple [A1], [A2], EA3] et LD]).

Nous savons démontrer les deux théoremes qui suivent
Théoreme 1 : Supposons n = 2 et soit k 1'ordre maximum d'annulation
de la courbure sur le bord A de D (k=0 si la courbure ne s'annule pas ;
k

I

1 s'il n'y a que des points d'inflexion ordinaires,...). Alors si

k = 0 ou 1 (c'est la situation "générique"), on a R(A) = 0(h2/3). Si
1
1 -
k=21, on a: R(A) = O(A k+2

De plus, si k 2 2, et que la direction normale en au moins
un point ou la courbure s'annule a l'ordre k est rationnelle, la
majoration précédente est en général la meilleure possible (ce résultat

est prouvé dans ER1] pour le cas ou D = {x2k4-y2k < 1}).

Par contre, si les directions normales au point ou la courbure
s'annule a un ordre = 2, sont suffisamment irrationnelles, on a
R(A) = O(Xz/s). Plus précisément si D_ est le domaine D tourné d'un

)
angle 0 et Re(X) est le reste correspondant, on a : lRe(X)l < ¢(9)k2/3

ou ?(g) € L2(Si), en particulier, pour presque toutes les valeurs de 9
on a IRG(X)[ = 0(K2/3). (B. Randol m'a informé qu'une de ses éleves

M. Tarnapolska-Weiss a obtenu récemment des résulbtats voisins).

Théoreme 2 : Supposons n < 7 et soit X une variété compacte orientable
¢” de dimension n - 1, il existe un ouvert dense } de 1l'ensemble des plon-
gements de X dans R® muni de la topologie c” tel que si jE€EQ, et si

n - n-24'nfl
D est le domaine de R de bord j(XJ, on a R(A) = O(A )

ce
résultat "générique" est le meme que celui qu'on obtient lorsqu'on fait
1'hypothese que la courbure de Gauss du bord A de D ne s'annule pas.
(ce résultat est alors le meilleur possible en général pour n = 2,

cf. [L] p.279) .

Apres avoir indiqué la méthode d'attaque de ce probleme a partir
de la formule de sommation de Poisson (Van der Corput, Randol), nous nous
limiterons dans cet exposé a 1'étude des majorations d'intégrales oscil-

lantes associées a des déploiements de singularités simples d Arnold, ce
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qui nous permettra de donner les idées de la preuve du théoreme 1 et
la preuve du théoreme 2 pour n< 6 (le cas n=7 étant plus délicat).
Pour les démonstrations détaillées, nous renvoyons a notre article

[CV3‘] en préparation.

§ 1. LA METHODE DE LA FORMULE DE POISSON (Van der Corput, Randol).

Soit x la fonction caractéristique de D et x, = x(3) celle de
AD, on a N(A) = N(A;D) = :n XX(\H' a). On voudrait appliquer laformule de
vEZ
sommation de Poisson, mais aupareavent on doit régulariser x; pour cela
on choisit une fonction p € CO(: (RH,LO,IJ) a support dans la boule de rayon

1 et d'intégrale 1. On pose p_ = —;—p(-;—) et

N (A;D) = : (x p )(v+a) = vol(D)A" + R_(A;D). Soit, pour p = O,

€ vE zZt A ¥ Te €

D = B(D,p) et pour p <0, D = R"\B(R"™\D, - p). Pour p assez petit, le
bord Ap de Dp est une variété C parallete au bord A = Ao de D. On a

les encadrements

NS(K,D_E) < N(A;D) < NE(X;DE) .
A A
-0 n-1 co . . .
On pose alors € = A avec a = —= , en utilisant 1l'estimation
vol(Dp) = vol(D) + O(pn_1), on voit que
n-2 + 1
IR(x)ls sup[_Re(MD ),Rs(x,ne)] + O(\ ) .

>lo

A

On est donc ramené au probleme d'obtenir des majorations uniformes pour
RE(X,DP) avec € = A" et [o] < €. Remplagant Dp par D et appliquant
la formule de Poisson, il vient

N —2ni<a, v>

N (A;D) = &4—— A" (2nAv)f(2nev)e
€ n
VEZ
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Et donc

R _(A;D) = 2:::::: Xnﬁ(znlv)S(Znsv)e-zni<a’v>.
€ n
vE Z \D

On est donc ramener au probleme d'étudier la transformée de Fourier
L(tx) (t € R;,xGSn—1) de la fonction caractéristique du domaine D
(ou Dp)' Utilisant la formule de Stokes, il vient
N _iJ‘ —iT<x,CX.>
T

x(tx) = Ae i(x)dalA...A da_ .

Cette intégrale est une intégrale oscillante de la forme :

ACEN T8, (4, 0) o

ou ¢ € Cm(sn-ix A) et a€ d”(Sn-1x<A). On sait que, dans la théorie des
intégrales oscillantes la phase ® joue le role essentiel. Faisons quelques

remarques a son sujet

a) Cy = {(xya)|x est normal en o aA} ; si N: A- Sn—1 est
1'application de Gauss (normale extérieure), Cy = {CR(a),a) |a€ A}
et donc les singularités de la projection m : C¢ - Sn-1 sont les

singularités de 1l'application n de Gauss, ainsi qu'on le voit sur le

diagramme commutatif suivant ou F¥ = Zfx Id

Fi
A.__).__Cq,
+ o~
-n T
S -1

En particulier si la courbure de Gauss ne s'annule pas, T est de rang
n+1
2.

maximum et on obtient ([D]) : X(tx) = O(t
b) Le bord Ap de Dp est défini par Ap = {a + pn(a)]a€ A}, on voit

alors facilement que la variété lagrangiennne Ap associée a @p est égale

~ . + n-1
an, = Ay = {(ER(a),<a,.> f‘T+ﬁ, yS € A}. On en déduit que

(a
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@p et @®(x,a) = <x,0> sont des fonctions phases équivalentes et
I e_lr<x’a>a(x,a,p)da ou
A

X Ax]-C,+.cE) : on n'aura donc pas de difficultés pour

donc que 1l'on peut écrire : Q;(rx) =

a € Cm(Sn-1

majorer Qp si on sait majorer Qo : il suffira d'avoir des estimations
uniformes dans les intégrales oscillantes quand 1'amplitude varie de

fagon c”.

§ 2. MAJORATIONS D'INTEGRALES OSCILLANTES

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats d'Arnold
([AiJ’ [AZJ et [A3]) et de Duistermaat ([D]) pour obtenir des majorations
d'intégrales oscillantes associd@s a des déploiements de singularités

simples (Am+1’ Dm+1’ E6’ E, E8). Rappelons ([D] p-254) que si f(a)

(a € 19{)'est un germe de singularité isolée en O et f_ (o) une base

d'un supplémentaire de 1'idéal jacobien Jf de f dans 4L (0), un déploiement
universel de f est donné par :

P(xya) = fla) + 2_ xjfj(a).

De plus on peut choisir pour f un polynome et pour fj des monomes en « .

Soit I (x) = I e1r¢(x,a)a(x
T k

R

ya)da ou a € C:(Rnx Rk), on rappelle

qu'on peut montrer, en utilisant le théoreme de préparation de Malgrange,

que
n -~
IT(x) = ;g; aj(x'T)Jr,j(X) » ou les aj(x,r) sont des symboles
. . itP(x,0)
classiques de degré O en 7 et J_ .(x) = I e f.(a)da
T’J k J

R

(en posant fo(a) = 1). Ces intégrales sont bien définies au sens des
intégrales oscillantes (LD]) ou bien par passage dans le complexe
([M] p.247). Pour majorer IT(X)’ il suffit donc de majorer les I_ (x).

1]
Pour cela on utilise dans le cas ou f(a) est une singularité simple

les propriétés de quasi-homogénéité : il existe des nombres T 0 < r, <1
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r r
tels que f(9 1a1,---,6 kak) = Gf(al’---,ak) et comme les fj sont des

r
monomes en &, on a : fj(e 1a1,..

on vérifie ([D]) que 0< 55 < 1.

Tk S.
] ock) = 9 ij(oni,...,ak) , et

Nous aurons besoin des deux théoremes suivants

Théoreme 3 : Supposons que ?(x,.) n'admette pour tout x voisin de X,
que des singularités simples dans le support de a, alors, si

(¢ = {(x,a)ldaq’ = 0} on a dans un voisinage de x, la majoration

IIT(X)I < Cr"k/2 : | det dz a@(x,a)léi/z.
(x,oc)GC(PﬂSupp(a) !

L

Remarque : Cette majoration a déja été établie par Randol pour les
fonctions phases associées a un domaine D analytique de dimension 2 ou
strictement convexe (n quelconque) ([Rs] et [R4]) par des méthodes tres
différentes. Il serait intéressant de généraliser la classe de fonction
ou on peut 1l'appliquer.
Théoreme 4 : Soit ®(x,a) (x€ R, o € Rk)une fonction phase localement
équivalente (a adjonction pres d'une forme quadratique non dégénérée
indépendante de x) au déploiement universel d'une singularité simple de
codimension < 5 (A,s Az A,y D,y Ay Dy Ags Doy Eg) et I (x) une
intégrale oscillante associée a . Alors si LA (r =0, 1, 2, 3, 4, 5)
désigne la variété équisinguliere de codimension r de R" (sous-variété
des x de R" tels que ?(x,.) admette des singularités de codimension r),
on a, si d est unekdistance riemannienne sur Rn,

-—=4+ €

[T ()| <@ (x)t 2 P dcie désigne 1l'indice de singularité d'Arnold
T |Y P

en codimension p

pour p=0,1,...,5)

9

e [ &
ol

1
s39

e

1
(€p = 0, S’

et ¢p(x) est donnée par :
P uP

—"_L -
cpp(x)=c.d(x,w ) P+1....d(x,w5) S

p+1

p
k

(avec la convention d(x,0) = 1) ou les u, se calculent par récurrence
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s o . .p _ . P P _ k _ .
sur k et vérifient : v_ = up+1+...+'uk = sup(Bj)(ek sp) ou
Bj = 1:: et le sup. est pris sur les exposants de quasi-

homogénéité Sj intervenant dans les singularités simples de codimension

k. En particulier ¢p(x) a la propriété suivante

o
sf | e (x)|dx=0(e ™P) (p =2 1)
(d(x,Wp) €) N(Supp a)

ou o se calcule par récurrence sur n : & = p et
n,p PP

an,p = 1nf(ocx~l_1

. n p
3 fB. - )=V H
p (in BJ)(n EsJ) L) i
¢o(x) est localement intégrable dans R", ce qui revient a montrer que

. déefini pour les formules précédentes est > O.
9

Nous pouvons résumer ces résultats dans les tableaux suivants des
vP et a . !
n n,p '

I) Tableau des\Jﬁ

n 1 2 3 4 5
P
0 1/4 1/2 1 3/2 5/2
1 1/6 1/2 5/6 3/2
2 1/4 1/2 1
3 1/6 1/2
4 1/4




II) Tableau des a

Remargue

k]
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n
1 2
p 3 4 5
0 3/4 3/4 3/4 3/4 3/4
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 79/30 79/30
4 4 3
5 5
k
_?5
Soit p ‘tel que Wp+1 R wp+q = f, on a IT(x) = 0(t

Cette propriété a déja été prouvée par Arnold et Duistermaat et s'étend

évidemment a des déploiements non universels.

Les théoremes 3 et 4 se prouvent par récurrence sur la

codimension des singularités, en utilisant le fait que les singulariteés

du déploiement universel ®(x,a) pour x Z O sont des singularités

simples de codimension strictement plus petite.

En utilisant la

propriété universelle du déploiement universel il est facile de voir

qu'il suffit de prouver le théoreme 3 pour un déploiement universel.

Pour prouver ces majorations on étudie seulement

Faisant le changement de variables a, = e

Tr.

KT(x) =9

)

Rk

eire(f(a)+ )

KT(x) = f

eltp(x’a)da.

k

R

b

X,
J

r,
la!
i

L]

on obtient

-(1-s.)
8 j fj(a)) do.
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On pose alors § = ijJ =r (B, = —_1-_-3 ) et X:j = xjr_(l—sj) ’

B.
on note X= (XJ.) et ¥ = {}:xj J_ 1}, on obtient

B. Tr.

K_(x) = (zij) lKTG(X) (Xex)

On peut alors utiliser 1'hypothese de récurrence pour majorer KTe(X)

car il n'y a dans Kl_e que des singularités de codimension < n.

Preuve du théoreme 3 : Par hypothese de récurrence, on obtient :
|k (x)| < cx ~k/2 . :Idetd ‘P(X,a)lni/z
T
(X, a) € C

2 € =¢C. N
oqu,—q, .

Or pour développer KT pour la phase stationnaire, on peut
faire le changement ‘de variable qui ramene a KTe (X) : on en déduit, le

développement asymptotique étant le meme que
|det a2 a¢(x,a)|-1/2 _r e t 4 <P(x,“')|"1/2
9

avec des notations claires et donc le théoreme 3.

Preuve du théoreme 4 : Utilisant 1'hypothese de récurrence, on obtient

k
-(e_-c ), -5 tE
|KT(X)I <r P ‘P (X).t L

Si ,ﬁk= Wkﬂ ¥, on peut donc prendre
P p
~ -B ~ - -(e_=-¢€)
_ p+1 x-1 n P
wp(x) = C.d(X,Wp+1) -ed(X,W ) .r .
On utilise alors les relations suivantes
c.rV/inf By 4(x, W) < dx,W) s Cr 1/sup B;j.d(x.wk)
sup B.

et r 2 C.d(x,0) 3.
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On en déduit facilement que ug satisfait la relation de récurrence

annoncée dans le théoreme 4. Pour majorer WI ¢ (x)dx ,on utilise
d(x’ p) < €

les coordonnées polaires quasi-homogenes (r,X) (X€x,r€ [Ol;J), les

inégalités précédentes et la majoration LBLE). | < c.r? 1885
D(P,X)

On obtient alors

\ 1 p
1 P 1-253 ETY Y Bj -V, B
S ? (x)ax < C I r ( f ? (X)dX)dr.
d(x, W )< e P 0 R S
d(x,ﬁ'p)s inf(C',r P Pj
p; S & %n-1'P
Utilisant 1'hypothese de récurrence, ® (X)ax = o(e’ )
ax,w )s<er
P
on obtient la relation de définition de o p dans le théoreme 4.
9
§ 3. IDEES DE LA PREUVE DU THEOREME 1
On utilise deux majorations de X(tx).
(i) Si la courbure s'annule a 1'ordre k en un point @ de A, il
est clair que ?(x,a) est un déploiement de Ak+1 et on utilise la
-1 - —Ei
majoration uniforme en Tt el (et remarque apres le théoreme 4).

Donc si k est 1l'ordre ma;}mum d'annulation de la courbure du bord,
on a : |R(tx)] = ¢l k2

(] s S . . ’ b
(ii) La ou la courbure ne s'annule pas on utilise le théoreme 3 ;
si on désigne par K(a) la courbure au point a, on obtient ainsi

-3
2

IQ(TX)I < Ct |K(a)|-1/2

f(a)=-x

I1 reste a minorer |K(a)| en fonction de la distance de x = T hH(a) a
W1 = {rd(a) |[K(a) = 0}.
On obtient ainsi
_ k
1RG0 = c.v™¥2 Latx 0] 20T

(Majoration obtenue par une méthode indépendante dans [Rs ]).
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Pour majorer Rs(h) on utilise ces deux inégalités en séparant la
+ 2
somme en deux morceaux : soit A = {v]d(v,R W1) <1} et B = Z°\ A.
Pour majorer E: , on utilise (i), pour majorer E: on utilise ii)
vE A vEB
Pour montrer que l'estimation est la meilleure possible si n(a) a une

pente rationnelle en un point ou K.s'annule a 1l'ordre k, on calcule

au premier ordre la somme et on montre qu'on obtient
' VE A
1-—1_
A k+2 ®(\) ou 9 est une fonction périodique non nulle de A. Au

2/3)

contraire Z est toujours un O(A . Enfin la majoration de Re(h)

veE B
se prouve en faisant 1'hypothese que la pente B de (o) en un point
ou K(a) s'annule a un ordre = 2 vérifie des inégalités du type

g - B 2—2—0_:? (¥pyq €Z).
1 q

§ 4. PREUVE DU THEOREME 2 POUR n < 6

{

I1 faut d'abord énoncer un théoreme sur les domaines génériques :

Théoreme 5 : Soit X une variété compacte orientable de dimension n-1
(n = 6), il existe un ouvert dense Q de l'ensemblé des prolongements
Coo de X dans r" tel que si j € 1, la fonction phase P (x,a) = <x,a>
x € s" —d,ae i (X) est localement stable, c'est-a-dire est localement
équivalente au déploiement universel d'une singularité simple de

codimension < n -1,

Ce théoreme se montre sans difficultés en étudiant 1'application
j 2 A qui.a un prolongement de X dans R" associe la sous variété

¥ n-
lagrangienne A de T s" 1. Localement cette application est une sub-

% n-
mersion sur l'ensemble des sous variétés lagrangiennes de T s" 1 de
classe de Liouville égale a 0 et dont la fibre de dimension 1 consiste
a prendre des plongements paralleles entre eux (voir § 1). On se raméne

alors aux théoremes sur les immersions lagrangiennes stables énoncés
dans [D]

Soit W = {x€ sh-1 ! ¢ (x,.) a des singularités de codimension pl,
)
B, (resp B ) = {y € ® | asy, R ) <1 (resp. S )}.

Et A =B \U B .(d est la distance euclidienne de R").
PP N3y
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Pour v € Ap, on utilise la majoration du théoreme 4 :

n+1
2

\Y)

6P
- (‘pp('“-\-)"” ) -

[%2nav) | < Ial|| v“-

Comme d(v,R+W ) 21, il est clair que pour y € B(v,l), on a :
p+1 2

\Y) .
9 ( ) <CO® (WL]) : en effet ¢ est un produit de puissances de
p V| p ¥ P P P

Co . . . .
p+1’ Wp+2,... Utilisant le fait que si v £V

fonctions distances a W
on a B(V,EQ n B(v',l) =0 et que si V€ A, on a B(v,l)<: B', on
2 2 P 2 P

peut majorer E:::' pour une intégrale sur B!
VEA p

n+1

- 5 ‘gp

E::: |%(2mav) | |$(2nsv)| <C (vl ¢ ( )dy.
{vi;\p BI') n [(l‘l Y” =1} (1 +7\_a‘ly“ )N PH%’W
v

On peut alors évaluer cette intégrale par passage en coordonnées

polaires (r,x), il vient

n+1
+ o - ) + €p
E . < C.f (Ar) x ( I @ (x)dx)rn-idr.
VEA 4VAO 1 (142" dlx,W )< = P
p’ Xo¥he1’ = 2r

On majore l'intégrale de @p(x) a 1'aide du théoreme 4 et on obtient

n+1

< C.J‘ (Ar) P r =P (1+27%)7" ar.
1

v E Ap9‘)£ 0

On voit que la condition a vérifier pour obtenir le théoreme 2 est

n-1
* < e— .
( ) 8p 2n an—i,p

On vérifie aisément que cette condition est satisfaite en regardant le

tableau des a
9
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Dans le cas n = 7, il apparait deux difficultés :
a) La singulariteé E7 de codimension 6 est simple : on peut faire les

calculs du théoreme 4, mais ils conduisent a une fonction wo(x) non
o

" -1
1 -
-.-d(x,wg) 5 r 1/6

intégrable. On remplace ¢ par ¥ = d(x,Wl)

6 B.
avec r = % ij; YO est localement intégrable, mais on ne peut plus utiliser
1 _

1'argument précédent qui a permis de remplacer ZE:: pour une intégrale.
vEAo

On utilise a la place un raisonnement basé sur la monotonie de r

si X < x5 (# j)y onar xr'.

b) 1I1 apparalt aussi génériquement la singularité P, unimodulaire de

codim 7, mais qui apparait déja en codimension 6, car elle fait partie

d'une famille a un parametre de singularités de meme codimension non

équivalentes entre elles. Ce déploiement qui apparait n'est pas

universel, mais a une propriété de transversalité par rapport a la

famille a un parametre, qui fait qu'on peut le décrire facilement : on peut

alors adapter sans probleme les raisonnements qui conduisent aux

théoremes 3 et 4 : en effet P, est quasi-homogene.

8
Pour n = 8, apparalt la singularité P9 qui n'est plus

quasi-homogene et que je ne sais pas comment étudier.

Remarque : Le théoreme 2 est vrai toutes les fois que ®(x,a) est

localement le déploiement universel de A, ou D (¥n) : mais

1

c'est loin d'etre générique.
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