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Soit D un domaine compact à bord C°° de Rn; R = réseau

d’origine a E Rn . On cherche à estimer la di f f érence :
R(X) = où N(X) = Les motivations

a

principales pour ce problème sont les suivantes :
a) Le cas où D est le disque x2 + y2 s 1 de :R2 a été beaucoup

étudié à cause de son importance en arithmétique : nombre de décomposi-
tions d’un entier en ~omme de deux carrés. Plus généralement le cas où D

est un ellipsolde de Rn a été étudié en relation avec les propriétés des
formes quadratiques. Les résultats que nous allons décrire sont moins

bons que ceux que l’on connait dans ces cas particuliers.

b) Le cas où D est défini par une équation D = (f K 11 où
f : est une f onct ion C~ homogène de degré Il &#x3E; 0 nous a

motivé au départ, car on peut alors interpréter N(X) comme la fonction

spectrale de l’opérateur elliptique autoadjoint P sur le tore 

défini par sa décomposition spectrale : 
P est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre ii et de symbole

principal f (~ ) . Les opérateurs de ce type servent de modèle pour

l’étude d’autres opérateurs elliptiques en utilisant les opérateurs inté-
raux de Fourier : par exemple, le laplacien d’une variété riemannienne

dont le flot géodésique est complètement intégrable. ([cvil). Plus

précisément, nous savons prouver que si g est une métrique riemannienne

, 
de révolution sur S2 n’ayant qu’un seul équateur, il existe une fonction

f : homogène de degré 2 et une bi ’ ect ion ’ : avec

R = (p+-:q)t(pq)62Z Pl telle que les valeurs propres X n du
laplacien associé à g vérif ient :

c) On peut étudier de la même façon le problème suivant qui
est une sorte de généralisation de la classique "méthode des trapèzes"
à n dime.nsionq : : soit

Il s’agit d’estimer Rf(~,) = Nf(~.) - (f 
D

Les résultats que je décris maintenant sont le prolongement
de résultats de Van der Corput (n = 2 et la courbure du bord ne s’annule

pas) et de R. Randol (n = 2 et aussi le cas n quelconque et D strictement

convexe) . (R2J, [R3) et (R4]).
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La méthode utilisée ici est très différente : au lieu d’utiliser pour

majorer les intégrales oscillantes des méthodes basées sur la monotonie

ou la convexité ([R3J et nous utilisons la classification

d’Arnold des singularités de fonctions numériques et de leurs déploiements
(voir par exemple [A2J, et [D]1 2 3

Nous savons démontrer les deux théorèmes qui suivent :

Théorème 1 : Supposons n = 2 et soit k l’ordre maximum d’annulation

de la courbure sur le bord A de D (k = 0 si la courbure ne s’annule pas ;
k = 1 s’il n’y a que des points d’inflexion ordinaires,...). Alors si

k = 0 ou 1 (c’est la situation "générique"), on a R(X) = 0(B 2/3 ). Si

k à 1, on a : R(X) = O(Ã 1 - k +2 ) .
De plus, si k ~ 2, et que la direction normale en au moins

un point ou la courbure s’annule à l’ordre k est rationnelle, la

majoration précédente est en général la meilleure possible (ce résultat

est prouvé dans pour le cas ou D = + y2k ~g 1~ ) . .

Par contre, si les directions normales au point où la courbure

s’ annul e à un ordre &#x3E; 2, sont suffisamment irrationnelles, on a

R ( 7t ) = 0 ( ~,2/3 . ) Plus p récisément si D est le domaine D tourné d’un
angle e et R c (X) est le reste correspondant, 8 on a : IRa(À)1 
où E L2(S1), en particulier, pour presque toutes les valeurs de 6

on a = 0(B ). ( B. Randol m’ a informé q u’ une de ses élèves

M. Tarnapolska-Weiss a obtenu récemment des résultats voisins).

Théorème 2 : Supposons n ~ 7 et soit X une variété compacte orientable

C de dimension n - 1, il existe un ouvert dense 0 de l’ensemble des plon-

gements de X dans muni de la topologie C 00 tel que et si

n-2 + 201320132013
D est le domaine de Rn de on a R(,) - 0(X n+1 ) : : ce

résultat "générique" est le même que celui qu’on obtient lorsqu’on fait

l’hypothèse que la courbure de Gauss du bord A de D ne s’annule pas.
(ce résultat est alors le meilleur possible en général pour n = 2,

cf . [L] p.279) .

Après avoir indiqué la méthode d’attaque de ce problème à partir
de la formule de sommation de Poisson (Van der Corput, Randol), nous nous

limiterons dans cet exposé à l’étude des majorations d’intégrales oscil-

lantes associées à des déploiements de singularités simples d Arnold, ce
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qui nous permettra de donner les idées de la preuve du théorème 1 et

la preuve du théorème 2 pour nS:6 (le cas n = 7 étant plus délicat).

Pour les démonstrations détaillées, nous renvoyons à notre article

[CV3J en préparation.

§ 1. LA METHODE DE LA FORMULE DE POISSON (Van der Corput, Randol).

Soit X la fonction caractéristique de D et Xa - -x( ,-) celle de
,. m

On voudrait appliquer laformule de

sommation de Poisson, mais auparv2nt on doit régulariser X; pour cela

on choisit une fonction p E, C (:RD, ~0,1~ ) à support dans la boule de rayon
1 et d’intégrale 1. On pose p 1 p (.:..) et

E n F-
E

D = B(D,p) et pour,p0, p ) . Pour p assez petit, le
p .,p, 00" 

0bord A 
p 

de D 
p 

est une variété C parallèle au bord A = Ao de D. On a

les encadrements :

On pose alors e = 7 avec a = 20132013 en utilisant l’estimation
, " n+1

vol(D ) = vol (D) + 0(p n-1 ), on voit que :
o

On est donc ramené au problème d’obtenir des majorations uniformes pour

R (X,D ) avec 6 = X et C. Remplaçant D par D et appliquant
s p p

la formule de Poisson, il vient :
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Et donc :

On est donc ramener au problème d’ étudier la transformée de Fourier
(i E de la fonction caractéristique du domaine D

(ou D ). Utilisant la formule de Stokes, il vient :

Cette intégrale est une intégrale oscillante de la ferme :

E et On sai t q ue, dans 1 a théor i e des

intégrales oscillantes la phase (P joue le rôle essentiel. Faisons quelques

remarques à son sujet:

a) C - ((x,a))x est normal en oc à AI si n ,,: À _ Sn 1 est
l’application de Gauss (normale extérieure), C - 

.. , .. n-1 1
et donc les singularités de la projection n : : C - S sont les
singularités de l’ application n de Gauss, ainsi qu’ on le voit sur le

diagramme commutatif suivant où Id :

En particulier si la courbure de Gauss ne s’ annule pas, ~c est de rang
n+ 1

maximum et on obtient (CD]) : 0 ( T 2 ).

b) Le bord A P de D P est défini par A P = [a + on voit

alors facilement que la variété lagrangiennne A 
o 

associée 
0 

est égale
- - 0 0

On en déduit que
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sont des fonctions phases équivalentes et

donc que l’on peut écrire

on n’aura donc pas de difficultés pour

majorer 
p 

si on sait majorer X0 il suffira d’avoir des estimations
p 0

uniformes dans les intégrales oscillantes quand l’amplitude varie de
00

faon C .

§ 2. MAJORATIONS D’INTEGRALES OSCILLANTES

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats d’Arnold

~L~i-~ (A2] et Duistermaat ([D3) pour obtenir des majorations
d’intégrales oscillantes associoas à des déploiements de singularités

simples (Am+1’ Dm+1’ E6’ E7, E8). Rappelons ([D] p.254) que si f(a)

(a E est un germe de singularité isolée en 0 et f.(a) une base
J

d’un supplémentaire de l’idéal jacobien J f de f un déploiement
universel de f est donné par :

De plus on peut choisir pour f un polynôme et pour f. des monômes en a .
i

qu’on peut montrer, en utilisant le théorème de préparation de Malgrange,

que :

où les sont des symboles
J

classiques de degré 0 en T et

(en posant f o (a) = 1). Ces intégrales sont bien définies au sens des

intégrales oscillantes (CD~) ou bien par passage dans le complexe

p.247). Pour majorer 1 
~ 
(x), il suffit donc de majorer les 1 .(x).

Pour cela on utilise dans le cas où f(a) est une singularité simple
les propriétés de quasi-homogénéité : il existe des nombres r., 0  r.  1

-- . 1 1



XXIII.6

tels que et comme les f . sont des
J

monômes en a, on a

on vérifie (~D~ ) que 0 s.  1.
J

Nous aurons besoin des deux théorèmes suivants :

Théorème 3 : Supposons que ~P(x,.) n’admette pour tout x voisin de x 
o

que des singularités,simples dans le support de a, alors, si

(~P = ~ (x,a) ~ d o~ ~P = 0) on a dans un voisinage de x 
o 

la majoration :

Remarque : Cette majoration a déjà été établie par Randol pour les
fonctions phases associées à un domaine D analytique de dimension 2 ou

strictement convexe (n quelconque) ([R 31 et par des méthodes très

différentes. Il serait intéressant de généraliser la classe de fonction

où on peut l’appliquer.

Théorème 4 : Soit (x e a E une fonction phase localement

équivalente (à adjonction près d’une forme quadratique non dégénérée
indépendante de x) au déploiement universel d’une singularité simple de

codimension ~ 5 (A2’ "3’ A4’ D4’ A5 , D5, A6’ D6’ -E6) et une

intégrale oscillante associée à 19. Alors si W r(r = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

désigne la variété équisingulière de codimension r de (sous-variété

des x de :Rn tels que (P(x, admette des singularités de codimension r).,
on a, si d est une distance riemannienne sur 

désigne l’indice de singularité d’Arnold

en codimension p

est donnée par :

1 (avec la convention = 1) où les iip se calculent par récurrence
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sur k et vérifient :

et le sup. est pris sur les exposants de quasi-

homogénéité s. intervenant dans les singularités simples de codimension
J

k. En particulier W (x) a la propriété suivante :
p .

où a se calcule par récurrence sur n : :
n,p 

"

IP0(x) est localement intégrable dans Rn, ce qui revient à montrer que

défini pour les formules précédentes est &#x3E; 0.

Nous pouvons résumer ces résultats dans les tableaux suivants des

VP et a . ,

n n, p &#x3E;

I) Tableau 
201320132013’2013201320132013 n
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II) Tableau des a
n, p

Remarque : Soit p ’tel que

Cette propriété a déjà été prouvée par Arnold et Duistermaat et s’étend
évidemment à des déploiements non universels.

Les théorèmes 3 et 4 se prouvent par récurrence sur la

codimension des singularités, en utilisant le fait que les singularités
du déploiement universel ~P(x, a) pour x / 0 sont des singularités

simples de codimension strictement plus petite. En utilisant la

propriété universelle du déploiement universel il est facile de voir

qu’il suffit de prouver le théorème 3 pour un déploiement universel.

Pour prouver ces majorations on étudie seulement

Faisant le changement de variables on obtient :
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On pose alors

on note on obtient :

On peut alors utiliser l’hypothèse de récurrence pour majorer 
car il n’y a dans K  que des singularités de codimension  n.

Preuve du théorème 3 : Par hypothèse de récurrence, on obtient :

Or pour développer K pour la phase stationnaire, on peut

faire le changement de variable qui ramène à K T8 (X) : on en déduit, le

développement asymptotique étant le même que :

avec des notations claires et donc le théorème 3.

Preuve du théorème 4 : Utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient :

Si on peut donc prendre : t

On utilise alors les relations suivantes :
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On en déduit facilement que lip satisfait la relation de récurrencen

annoncée dans le théorème 4. Pour majorer 
d(x, ;) :g F- 

,on utilise

P

les coordonnées polaires quasi-homogènes (r,X) (X E C0,1~), les

inégalités précédentes et la majoration

On obtient alors : .

Utilisant l’hypothèse de récurrence,

on obtient la relation de définition de a dans le théorème 4.
n,p

~ 3. IDEES DE LA PREUVE DU THEOREME 1

On utilise deux majorations de X(TX).

(i) Si la courbure s’annule à l’ordre k en un point a 
0 

de A, il

est clair que (P(x,a) est un 

dé loiement 
de Ak+1 et on utilise laelL

majoration uniforme en T k+ (cf. remarque après le théorème 4).
Donc si k est l’ ordre d’ annulation de la courbure du bord,

(ii) Là où la courbure ne s’annule pas on utilise le théorème 3 ;

si on désigne par K(a) la courbure au point a, on obtient ainsi :

Il reste à minorer 1 K(a) 1 en fonction de la distance de x à

On obtient ainsi :

(Majoration obtenue par une méthode indépendante dans (R3 J).
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Pour majorer R (X) on utilise ces deux inégalités en séparant la
somme en deux morceaux : soit A= et B = 

Pour majorer 7- , on utilise (i), pour majorer 2- on utilise ii)
vE B

Pour montrer que l’estimation est la meilleure possible si n(a) a une

pente rationnelle en un point où K.slannule à l’ordre k, on calcule

au premier ordre la somme Z~ et on montre qu’on obtient
’ 

v E A

1- 1 -
X 

k+2 
est une fonction périodique non nulle de À. Au

contraire ~1 est toujours un 0(~2/3). Enfin la majoration de 
B~6 B

se prouve en faisant l’hypothèse que la pente P de S"(a) en un point

où K(a) s’annule à un ordre2: 2 vérifie des inégalités du type

2-1 &#x3E; 2C, , (¥p,q EZ).
q 2+F,

§ 4. PREUVE DU THEOREME 2 POUR n  6
/

Il faut d’abord énoncer un théorème sur les domaines génériques :

Théorème 5 : Soit X une variété compacte orientable de dimension n-1

. (n ~ 6), il existe un ouvert dense 0 de l’ensemble des prolongements
C de X dans H tel que si j E n, la fonction phase p (x, a) =  x,a &#x3E;

x E Sn -1 aE j (X) est localement stable, c’est-à-dire est localement

équivalente au déploiement universel d’une singularité simple de
codimension ~ n - 1. 

Ce théorème se montre sans difficultés en étudiant l’application

j -~ A qui.à un prolongement de X dans En associe la sous variété

lagrangienne A de T S " . Localement cette application est une sub-

merS10n sur l’ensemble des sous variétés lagrangiennes de de

classe de Liouville égale à 0 et dont la fibre de dimension 1 consiste

à prendre des plongements parallèles entre eux (voir § 1). On se ramène

alors aux théorèmes sur les immersions lagrangiennes stables énoncés

dans [D].dans [D]. 

Soit W = (x.) a des singularités de codimension p,

(d est la distance euclidienne de Rn).
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Pour vE A , on utilise la majoration du théorème 4 :
P

Comme il est clair que pour y E B(v,-!) 2 1 on a :

en ef f et Pp est un produit de puissances de

fonctions distances à w p+ 1, W 
p+ 2 , ... 

Utilisant le fait que v’

peut majorer pour une intégrale sur B’
p

On peut alors évaluer cette intégrale par passage en coordonnées

polaires (r,x), il vient :

On majore l’intégrale de W P (x) à l’aide du théorème 4 et on obtient :

On voit que la condition à vérifier pour obtenir le théorème 2 est :

On vérifie aisément que cette condition est satisfaite en regardant le

tableau des a .

n,p
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Dans le cas n = 7, il apparaît deux difficultés :
a) La singularité E7 de codimension 6 est simple : on peut faire les

calculs du théorème 4, mais ils conduisent à une fonction IP0(x) non

intégrable. On remplace 0 1 ... d(x,W5 0 -il 5 0 r -1/6
6 P

avec r = E localement intégrable? mais on ne peut plus utiliser

l’argument précédent qui a permis de remplacer ~_, pour une intégrale.
~6A

o

On utilise à la place un raisonnement basé sur la monotonie de r :

si x.  x’. j), on a r x r’.
J J

b) Il apparaît aussi génériquement la singularité P 8 unimodulaire de
codim 7, mais qui apparaît déjà en codimension 6, car elle fait partie

d’une famille à un paramètre de singularités de même codimension non

équivalentes entre elles. Ce déploiement qui apparaît n’est pas
universel, mais a une propriété de transversalité par rapport à la

famille à un paramètre, qui fait qu’on peut le décrire facilement : on peut

alors adapter sans problème les raisonnements qui conduisent aux
théorèmes 3 et 4 : en effet P8 est quasi-homogène.

Pour n = 8, apparaît la singularité P9 qui n’est plus
quasi-homogène et que je ne sais pas comment étudier.

Remarque : Le théorème 2 est vrai toutes les fois que est

localement le déploiement universel de ou (* n mais
m+1 m+1

c’est loin d’être générique.
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