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1) Introduction et &noncé du résultat

Soit M wune variété riemannienne compacte de dimension d. Omn
suppose que la courbure sectionnelle G sur M est négative ou nulle,
ou, si d =2, qu'il n'y a pas de points conjugués sur M, ce qui est une
hypoﬁhése plus faible.

On s'intéresse alors au comportement asymdtotique des solutions

u(x,t) : M x R —> t de 1'8quation des ondes sur M:

52
1 Au = —-g
ot

Le résultat de cet article est le suilvant:

Théoréme 1.1

Toute solution u(x,t) de (1) vérifie la majoration

(2) Vx e M Ju(x,t)| € C exp(b|e])(]|u(x,0)]] + H =(x,0) || )
Vt € R
d-1 d-3
e 5 *e
o ||u(x,0)|l/\ désigne la norme lipschitzienne d'ordre ﬂfl + <
2:_ +e

(c.f.[E]) de la fonction u(x,0) sur M, et ol les constantes C et b ne

dépendent que de M.

Remarque 1.2

Si la dimension d est impaire, on peut méme écrire:

|
BG)VxeM |ulx,t)] € C exp|t])(]]ux,0)]] a1 l+ !lat(x 0y 4o )

-3
vt eR a3
c 2 c 2

Ce résultat précise celui de [C.V.ﬁ} ot l'on prouve, sans hypoth&se de cour-

.. . . +
bure, pour € positif, l'existence d'un poids w(t):R —— R avec

(Y x e M jux, )] € o(t)(]ux,0)]] | (x,0) ||
Yt eR
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On rappelle [C.V.F.] que si € < 0, aucun contrdle du type (2) ou méme
(4) n'est possible, et que si € > % les majorations (2) et (4) n'ont
plus d'intérét: en effet les solutions (sans terme linéaire en t) vé-

rifiant pour €' > 0, ||u(x,0)]] €1 et llg 1

/\n ' .—%(X’O)HAn—Z :<
7 *€ == +e
sont uniformément bornées, comme on peut le montrer 3 l'aide du lemme
de Sobolev.

La démonstration du théoréme utilise une solution approchée expli-
cite du probléme de Cauchy pour 1'équation des ondes sur M. Cette solu-
tion n'est en général que locale mais se trouve €tre globale si la cour-
bure sectionnelle est négative ou nulle (il n'y a pas alors de points
conjugués). Le calcul de cette solution remcnte 3 Hadarard [H] (voir
aussi [RJZ mais nous nous servirons de la version moderne due i
P. Bérard [B] qui donne 3 ces calculs des motivations trés claires
en liaison avec la théorie des opérateurs intégraux de Fourier de
Hormander.

Le plan de cet article est le suivant: au §2 on a rassemblé les
lemmes de géométrie riemannienne utilisés. Au §3, on &nonce les résul-
tats de [B] relatifs 3 la solution approchée du probléme de Cauchy; on

majore celle-ci au §4 et on termine par la majoration du reste au §5.

2) Lemmes de géométrie riemannienne

.. ~ .
Soit M 1le revétement universel de M, ' le groupe des automor-
: s v — . o
phismes du revétement M —— M. Notons xy la distance riemannienne
N . P .
sur M. Soit ~a2 la borne inférieure de la courbure sectionnelle ¢
sur M.
Les hypothéses portant sur M et o impliquent que pour tout
n . . . N .
X € M, 1l'application exponentielle exp_ : TX ﬁ —* M est un dif-
o . *« e
féomorphisme C . On note O(x,y) le déterminant de l'application

o o s < . 1 ~ .
linéaire tangente a exp_ au point exp_ (y) et on détermine les
,
M

=

)= x

fonctions u ot —> R par les formules:

uo(x,y) =0 (x,y)

-3 e *3 -1 -1
uk+}(x,y) =@ (x,y) J s 0O (x,expxs exp_ y)Azuk(x,expxs exp y)ds

[¢]

ol AZ désigne le laplacien par rapport & la seconde variable
(cf. [B.G.M.] p. 208 et suivantes , ol ces fonctions servent i calculer
une Solution fondamentale de 1'équation de la chaleur). Les fonctions

—2 e e . . NNy
o(x,y), uk(x,y) et Xy sont indéfiniment dérivables sur M x M
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Lemme 1.1

Pour tous entiers k et k', il existe des constantes C et h
telles que

‘
N ,

¥xeM ¥yeHM IAkuk(x,y)l £C ehxy
Le lemme est démontré dans [C.V.] p. 92 et suivantes sous les hypothéses
d =2 et o0 < O; dans {3] il est démontré précisément sous les hypo-

théses de notre article.

Lemme 2.2

, n, N . -
Soit b&)c M une partie bornée et posons pour t > O

®(t,x) = Card{y e T I3y € ﬁo’ xy(y) < t}
On a alors:
¥ x ¢ 'I)f, ¥t>0 d(t,x) € C exp((d-1)at)

La démonstration de ce lemme est identique 3 celle du lemme 6 p. 91 de
[c.v.].

Lemme 2.3

-([C.V.] p.94) - Il existe une fonction ¢;ﬂ — [O,l] indéfiniment
dérivable 3 support compact, telle que pour toute fonction f:M +>{ on

ait:

fx)v, (x') = J £o7 (x) d(x) vu(x)
'[M M o M

. . n
ol Vi et vﬁ désignent les mesures canoniques sur M et M.

3) Enoncé des résultats de [B] relatifs 3 la solution approchée du pro-

bléme de Cauchy.

On désigne par Pl le probléme de Cauchy pour l'équation des ondes

sur M (A opérateur négatif):

2

p, [ & - 29t ) = gelt,x,y =0
at
lim e(t,x,y) = 8(x-y)
t>0
lim %% (t,%,v) =0
| t50
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Nous aurons également besoin de considérer le probléme analogue :

P2 p e(t,x,y) =0

lim e(t,x,y) = O
t>0

lim g% (t,x,y) = 8(x-y)
t->0

Pour les résoudre, on utilise des régularisées canoniques de distri-
butions, au sens de Guelfand-Shilov ([G.S.]): si o est un réel.mon entier né-
. o . . . ~ . - .
gatif,on note (x)_ 1la distribution sur R régularisée canonique de la

fonction f définie par:

f(x) =0 si x>0

a

f(x) X si x <O

si Y € qy la distribution (§7T§72-t2)? sur M x M x (R - {0}) est
alors définie comme 1'image réciproque de la distribution (x)? par la
submersiou (x,y,t) — §7T;)2 - t2. Une expression du type

g(,y,0) = I u Gy Gy’ - eH?

yel

est pour éout t une somme finie en vertu du lemme 1.1, et définit en
fait une distribution sur M x M x (R-{0}): en effet de u (x,y) = u, (yx,Yy)
on déduit g(le;Yzy,t) = g(x,y,t) pour tous Y, et Y, et si (x,y) € Mz,
on peut effectuer la sommation en remplagant x et y par des représentants
quelconques dans ﬁ. On les choisira toutefois dans une partie bornée
fixe ﬁ; C M et on se permetra de les noter encore x et y. Nous som-
mes maintenant en mesure de donner la solution approchée du probléme P]:

Proposition 3.1

Soit la distribution sur M x M x (R - {0}) définie par

k uk(x’Y(Y)) WZ_ tz)lf-a_z

N

o Yel' k=0 4k 'k —a-1) o = 2%2
Pour un choix convenable de la constante c0 on a: d 1
N- = - —
A u (x,7(y)} —2_,2,_ 2 2
™ ueN(t’x’y) = co z (_I)N y N 5 ltl (XY(Y)) dt )1
yel' 4 I'(N - -2— + —2-)

lim eN(t,x,y) S (x-y)

t>0
lim eN(t,x,y) =0
t>0
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Remarque 3.2

Si d est impair, k - a - 2 peut etre entier négatif. L'expression:

—_— 2 2. k-0-2"
GrN” - eH®
T'{(k—a—-1) o = -3
2
désigne alors la limite ([G.S.] p. 56):
d-1
2 .2 k-0-2 d-1 (—— -k)
- Gy (7)) =ty _ (v Tk 2 ——=2_ 2
Lingy 5 -1) s Y -t
2 .

Indiquons de méme la sclution du probléme P2:

Proposition 3.3

Soit la distribution sur M x M x (R - {0}) définie par:

N u, (x,Y(y)) 2_ 2. k-o-1]
eN(t,x,y) =c, I Z (—l)k-Ji—T?————~sgn(t) £§1%%%:a§—l'
yel' k=0 4 d-3
a = —
2
Pour un choix convenable de la constante ¢ , on a
0 -
A uy (x,7(y)) 2" 2
8 eg(tix,y) = ¢ DV T THT T ey GO -; )-
' yel 4 TN - 5+ __)

1im eN(t,x,y) =0
t*0 )
Ben'
lim — T (t,x,y) = S(x-y)

| t+0 °F

4) Majoration de la solution apprechée

Nous nous contenterons de démontrer le th&oréme dans le cas parti-
culier d'une solution u de conditions initiales:

u{x,0) = f(x) ¢ AJ.I

._._+£

&)

Bu (x,0) =0

Le cas général se tralTte, bien sir, par superposition,

Nous nous proposons de montrer que pour tout entier N on a:

Proposition 4.1

II e“(t,x,y)f(y)dyl < Cy exp(b|t])]|£]] oii e_ est donnde
i 2 X A

/\ &r N

__._ +€
par la proposition 3.!.
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Au paragraphe 5, on verra que si N est choisi assez grand, il est

facile d'obtenir une majoration du méme type pour le reste

u(x,t) - J ew(t,x,y)f(y)dy. La démonstration du théoréme sera alors compléte.
M

Preuve de la proposition 4.1

Utilisons le lemme 2.3

N
e (t,x,y)E(y)dy = J e (t,x,y)¢ (¥) for(y) dy =c_ I Z
JM N ﬁ N ° vel' k=0 Ak’Y

en posant

k —_—2 2 k-
_ (-1 (xy(y))~ - t7)_
A‘k’Y = k ltl Jﬁ uk(x’Y(Y)) T(k - o - 1)

4

d-3 ¢(y)fom(y)dy.
T T2

a) Cas d = 2n pair

Majorons d'abord le terme correspondant & k = O pour Y & I fixé.

Cela revient a étudier la fonction:
d+1

o U YO @G - ) 2
M

r

g(x,t) = J d(y)fo(y)dy

Nous allons effectuer un passage en '"coordonnées polaires" en inté-
n, n,
grant sur l'espace tangent TXM ([B.G.M.] Prop.CITI 2 p.55): si m € TxM

on pose exp m = y et xY(y) = r. On a alors:

d+1
glx,t) = U (x,y(exp m))(rz—tz) 2 ¢(exp m)fom(exp m)O(x,exp m)dm
Jpgy © X - X X X
X
- _an
= J rd-l(r2~t2)_ 2 E;(r)dr
o}

en posant

hx(m) = uo(x,Y(expxm))¢(expxm)fon(expxm) @(x,expxm)
et
h (xr) = J gérw)dw avec h (0) = h(0) vol Sn—l.
x n-1 X
S
Dans toute la suite, on se restreint au choix t > 0Oj;en posant encore
_ rd-—l
(6)  v(r) = b (r) —3,,
(r+t) 2

en a finalement:
- d+!
t )
g(x,t) = J (r-t) v(r)dr.
o)
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Le lemme essentiel est le suivant :

Lemme 4.2
I1 existe des constantes C et c ne dépendant que de M, telles que:

exp ct
Hvl] < ¢ S sl
a1 Cf0oeD d-1
—5— € —5— t€

Voyons comment le lemme entraine la proposition 4.1. Explicitons pour cela
. . . o " .
la définition de la distribution (x)_ ([G.S.Jp. 47):
_ 2n+1

ot eyl
g(x,t) = [ (r-t) 2 [r@-v(©)- (v (- 22 0T ()] ar
°0

Or il existe © avec 0 < 6 < t, tel que

n-1 n-1 ‘
- -1 -t (n-1) (n-1)
v(r)=v(£)=. .- %ﬁ:%%! v D ey - %ﬁZT%! D gy- v ©))
et donc en remarquant que v(n-l)GAl/z_Fs([O,t]) et qu'on peut

se limiter au cas € < 1/2 (cf. 1'introduction), on a pour 0<r<t

n-1 n-1/2+¢
|v(r)—v(t).,,-_(£".t..)__ v(n—l)(t)l < [r-tl

wpr— vl
(n-1)! (a=1) N a- L +€([O’t])
€ ¢ SREE Jemc T ]|
‘ a1, o
d : 2
onc: ¢
, ) = | —g5— st < cr 2B J & |1l
’ I(- 5 ) t o Ir-tl d-1
= e
€ C' exp(ct)||£]]
d-1
e
Du lemme 2.2 on d2duit
| 2 A (0] < C" exp(ct+(d-Dat) |[£]]
yel o,Y
(-l RN
2

On cbtient finalement la majoration cherchée pour 1l'expression

N
e (t:X9Y)f(Y)dY = cC z z
JM N ° yeI' k=0 Ak’Y

-~

en remarquant pour les calculs effectués pour A0 y sont 3 fortiori valables
9

pour Ak - les distributions intervenant étant plus régulidres que celles
b
de A .
0,Y
I1 s'agit maintenant de démontrer le lemme 4.2. Ce lemme résulte de
(6) et de la combinaison des 3 lemmes suivants:

Lemme 4.3

Pour a >0 on a Ilf]lel < Ca[lflll Ilf2!|

No Noe N,



Lemme 4.4
d-1

II - d+1 El N -%:é
= _ ([o,t]) ¢t
(r+t) 2 /\-951 +e
Lemme 4.5
My € C exp(ct) |[£]]
X
o (oD -

Le lemme 4.3 est é&vident. Montrons le lemme 4.4.

Si d = 2 nous devons prouver:

| -“"5—375 [ ' < ,?
(r+t) N, (fo.eh  &7F
I

le calcul est sans difficulté. On peut par exemple poser fl(r) = r,
£,(r) = 1/(x+t), £5(r) =

et utiliser le:
vYr+t

Lemme 4.6

laigislly <11y el s el gl -
. a a a
S CARIAINIEAIR
. [0 )
Pour d quelconque on se raméne en effectuant un nombre entier de dérivations
- 3 des calculs du méme type.

I1 rest€$ﬁrouver le lemme 4.5. Pour cela, il suffit de montrer:

|1 (1 < ¢ explet) |[£]]

., (B ) -
d-1 ‘e X,Yst ,\d 1 +e

2

. T S —
oi 1'on a posé = {m ¢ TxM | xy(expxm) < t}

B
X,Y,t
L'exponentielle Btant un difféomorphisme indéfiniment dérivable, cela revient

i montrer qu'en posant:

v (¥) = u (x¥(y)) ¢(¥) fom(y) O(x,y) et

B;,y,t = {y ¢ M |xy(y) € t} on a:
M lv (] ' < C exp(ct) ||f]]
N\ a-1 . By y0) N 4

4o

2 - 2
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et (7) est prouvé par le lemme 4.3 et les remarques suivantes:

1) form s/\

ii) On a ¢(.) © (x,.) € C (M) donc pour tout entier K on peut trouver

une constante CK 1ndependante de x € M avec

o) @ (x,.)]] scC
‘ CK(ﬁ) K

iii) Du lemme 2.1 on déduit pour tout entier K
[u v || o ., € Cy exp(h, xv(¥))
o CK(M)~ K K

et donc

Hug vl ¢ < Cy exp(hyt)

X’Y’t)

b) Cas d = 2n+i impair

Procédant comme en a) nous étudions

Gy - H*?
g(x,t) = Jm UO(X,Y(Y)) TT(=a=1) - d(y)fom(y)dy
' M

o= n-1

[
= | w Gy s EmE- S ED smtanydy
M
)

= o ﬁ uo(x,y(expxm)) d(n)(rz-tz)(—l)n ¢(expxm)ffﬂ(expxm)@(x,expxm)dm
X

f» G(H)(rz—tz) hx(r) rzndr
(o}
Oor on a ([G.S.]) p. 182 )) :

8™ (2?t?) = 3= (4= £ Grrr) + 8(x-0)

R|=

et donc
(K)
g(Xt)--i?ZP(t)hX
K=0

ou les PK sont des polyndmes. Par suite:
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IAO’Y] = |t g(x,t)| € Cexp(ct) I!fllcn = Cexp(ct) ||£f]] a-1
2

la fin de la démonstration de la proposition 3.1 dans ce cas est alors la

méme qu'en a) .

5) Majoration du reste

Considérant toujours une solution u(x,t) de (1) de condition ini-
tiales (5), 1l reste pour compléter la démcnstration du théoréme 1.1 & prou-

ver la proposition suivante:

Proposition 5.2

Si N > d+2, on a

[u(x,t) - J eN(t,x,g)f(g)dyI < C exp(b t) sup [f(x)l
M xeM

Pour démontrer cette proposition, nous pourons nous contenter d'évaluer des
normes de Sobolev. Le calcul qui suit est essentiellement celui du paragra-

phe 39 de [B]. Posons:

v(x,t) = u(x,t) - J eN(t,x,y) f(y)dy
M

On a alors:

(8) o v(x,t) = - J o] eN(t,x,y) f(g)dy
. '. M
et d'autre part on a v(x,0) = %% (x,0) = 0. Par suite:

It sin{(6-t)v=A)
o VA

v(x,t) = v(x,06)d6

Mais pour tout t et tous s, exp t v-A définit un opérateur unitaire dans

HS(M), donc:

(20D S o)), < cllsinte-t) FBav,ol]
v=A H (M) H™ (M)
g 2¢/[av(,0l]
H (M)
et donc
9 ||ve.,0)|] £ 2C t sup [lav(.,8)|]
15! o oe [0, t] H® (M)

Utilisons alors le lemme 2.3:

Hoveoll = [la-a)%?
H

v, , = 1A a8 %0v(,0]]
) 120

12 M)
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Donc d'aprés la proposition 3.1, et (8):

av(.,]|| =
[lav & o

d 1
N— —_—
By Y ) 2 g2,V 772 |
e, = [ AD =008 Corly) ot o syl
yel' /M 4 Ir'(N- 5~ 7) L

Ayant supposé N > d+2, il nous est possible de choisir un entier pair s

tel que:
d d 1
(10) 5 I <s <N 5 5

I1 est alors aisé de majorer polynomialement en 6 1'expression suivante

qui est en fait une fonction continue:

d
N-3

1
y 2

s/2 2

6() = (1 - 822 - 6

Par suite:

Il v(.,G)lI s < C exp((h+(d-1)a)B) sup !f(x)i
H (M) xeM

d'aprés les lemmes 2.1 et 2.2. Finalement on déduit de (9):

€ C exp(bt) sup lf(x)]
XEM

v, ol
H

s+l(M

et comme s+1 > %- d'aprés (10), la proposition 5.1 résulte maintenant du

lemme de Sobolev.
Terminons en précisant quelles majorations donnent ces méthodes

appliquées en cas du tore Td = Rd/Zd, dont la courbure est nulle: comme

on a uo(x,y) =1 et uk(x,y) =0 pour k > 1, il n'y a pas de reste.
Majorant dans Rd le nombre des points entiers contenus dans une sphére

de rayon t par O(td) (c.f. lemme 2.2), on obtient:

[u(x,t) | < C(1+(t))d [ lu(x,0)]] 4
Agy T

7 €

pour toute solution u de (1) avec %% (x,0) = 0.

Ce poids n'est donc pas le meilleur possible (c.f.[F]). Nous ne savons

d'ailleurs rien du probléme du meilleur poids dans le cas général ou

o £0.

)
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