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§ 0. INTRODUCTION

Nous donnons ici une caractérisation de 1'ellipticitdé pour une clas-e
d'opérateurs différentiels sur un espace de Hilbert, cn utilisant des
classes de Sobolev adaptées. Pour ce faire, nous introduisons un formalisme
utilisé en mécanique quantique [1), [2} et généralisé¢ a la dimension infi-

nie dans [3].

Décrivons la situation : nous avons trois espaces de Hilbert rdiels
séparables : E'c_iL% X Li_qE i et i' sont injectives et a image dense.
E' dual de E, X identifié a son dual, et on suppose en outre que i (et
donc i') soht des operateurs de Hilbert-Schmidt et ainsi 1'image par i
de la probabilité cylindrique gaussienne canonique de X est une probabilit¢
de Radon v sur E. On note : Hx”', Ix' et Hxﬂ les normes respectives de

E', X, E. Sous les hypotheses précédentes, il est clair que 1'on a

E

i
X —mmm8 >
j l
X

symétrique

ou j'Hilbert-Schmidt positive, £ isométrique. On peut donc construire une

base hilbertienne (e ) de X avec j(e ) = L. y 1 -1 et ou
nnE N n a_ _ 2
n n:o a
n
e = ﬁ(en) est une base hilbertienne de E. On note que 1'on a (en) ¢ E',

on écrira (x'y) la dualité E' x E ou encore le produit scalatre dans X.

A
E® F désignera le complété pour la topologie de Hilbert-Schmidt du
produit tensoriel de 2 hilberts E et F.

On note E7, XC, E‘c les complexifiés de ces espaces ct ., I;I. .

. C . .
leurs normes et vc(g) 1'image dans E~ de la mesure gaussienne de variance

1/2 sur XC

. . S
On introduira des classes de Sobolev £7(X.E) el dew operateurs

différentiels de la forme P(~,D) = 2:
O< 4+k<m

dlvk(akl(x/.D ) ou

A AN o -
a ,(x) € c (E,i(\;}E,(;)E')) C, : C Fréchet diffoerentiable sur E et hoinds
k4 b 1 " ' b



V.2

On éerit : P_(x,T,0) = . (akz(x).(ig)’@.(ii)k) ouct =¢e..8¢ecE
4 +k=m £

et on a

’ A . 3 . N
Théoreme 1 : Soit P(x,D) comme ci-dessus mais ou les a g sont constants

alors les propositions sont équivalentes :

. 2 2 2

(i) ¥ s€R de>o0;%ues®Mon a2, s cqpuls w2,
(ii) Jc>0, ¥ ¢ e Y lp_(c.o) | = d¢||”

(iii)HQ,R opérateurs linéaires continus Q: £%- 5" ¥ g et

R : &5 25N g , ¥N; tels que Qo P = I+ R (et d'ailleurs Q' et R' avec

PoQ =1I+R').

(iv) uE£-°°, Pu€ £5= uegS™mM

Vo Pal
Théoreme 2 : On suppose maintenant que les a, € C: (E,£(@ E,@ E")),
£ k

il est équivalent de dire :

(i) ¥ s€R, ¥ K E, 3C>Ote1 que supp u € K, ue £57 ™ implique:

2 2
i, = cdipullZ « fullZ,,
(ii) ¥ KcCE Hc > 0 tel que ¥ £ ¢ E, ¥x€ K IPm(x,g,g)| z Cllel|™

s+m

. - s
(iii) Si u e £ , Pu € £loc = u € 'cloc

Remarques : 1) Notre premier résultat est, en dimension finie, le cas
des opérateurs a coefficients polynomes "elliptiques'" en (x,£) de [7] R

s ;.
en effet notre espace £~ peut se décrire comme

2

1 n a. B 2
sEN, e .{uéfg'(R)lx Dqu'L pour |a| + |B) = s}

et le symbole complet de P(x,D) est de la forme :

: Ho‘(x+ig)(ig)l3 ou

Oy = a
P lal+lplsm P



3 1 2
i|ﬂ|3 - 5lx]
o 2 d.,a 2
H (x) = (-1)" e (=" e
a dxX o
x2 _x
et donc si on pose P'(x,D) = e4 P(x,D) e 4 P'(x.D) a une partie

principale en (x.£) donnée par :

PRE

et si on pose { =F + i % le lien avec notre condition (ii) est clair.
2) K désigne un compact pour la topologie de E, la possibilité
de définir un support et d'avoir suffisamment de fonctions a support

compact, est décrite dans [53, le lien avec la dimension finie est icl

T "

principal au sens ordinaire de P(x,D) ou encore de P'(x,D).

évident car Pm(x,g,g) = ab(x,(lg) est bien le symbole

& 1. CONSTRUCTION DES CLASSES £°(X,E)

Définition 1 : Soit s € N. On dit que u€ £5(X,E) si uxvy est une

mesure cylindrique de L2(E) qui vérifie : 0 < j < s DJu (différentielle

d'ordre j) pJu € Li(E, E). Ceci est équivalent a la propriéte suivante
J
si (xi)iE p sont les quotients de X de dimension finie, on a u = (ui) avec

u, € L2 (Xi), v, mesure gaussienne sur Xi' (ujvi) forme un systeme cohérent
i .

de mesures et 0 < j < s, on a : s?p j ”DJuiY§>E dvi(x)<+oo , voir 4

J

On peut se représenter concretement cet espace comme :

les u tels que : Hqu = 2a u!(*h) ul dv(x) <+= ou
) a

d 2 p L. . . .
ﬁg;) u représente les dérivées partielles de u dans les directions (en)

construites plus haut

Nous allons donner une autre caractérisation plus utilisable.
N q:
R

~- 4

il faut pour cela introduire 1'espace de Fock : F(XQ) -

IR

o



c'est-a-dire qu'un elément 0 € F est une fonction entiere qui s'eécrit

i

avec X Icylz < +

o) = T ¢
Y Y

Yy _,1/2

<

ce qui est encore équivalent a ¢ € Li(EL) et on a : (lb(g)lzdv(C) = ZIP |2
: Y
1.2

A
Si u € L (E) on pose ¢(§) = e2 uv(g) et dana ces conditions 1'application
u - ¢ est une isométrie de L (E) sur L (E 9 NE%(X Y = F (X ) [3‘ ou 9@

désigne les fonctions entieres sur X

1.2
"28 A
P.1.1 : Soit s € N, u€g (X E) si et seulement si O(g) = e uv(e)
vérifie H¢H = ¢(g)|2 14 |cll 2)S av(g) <+ de plus “¢“s est une norme

équivalente a Hu”q . La proposition suivante va donc nous permettre de

définir L5 , ¥s€ R

P.1.2 : Si AS(GE) = (0e®xH] I r > 2 avec 0 ¢ L: et

1912 = [18(0 1214 ¢ 5av(O<s=), s€ R ona :

- AS(X,E) est un sous espace hilbertien fermé de L

2
v(1+]|¢)|®)®

- 1'opérateur mf(z) j £(¢) ez€ dv({) est continu de 12 yS dans

v+ ¢)®
et identique sur AS(X,E).

AS, auto-adjoint dans L

< D

Ceci permet donc de définir LS(X,E), ¥s€ R comme 1'ensemble
des distributions cylindriques uv sur X dont les transformées de Fourier
appartiennent a
1.2

T2 g s

e AT (X,E) .
I1 est clair que pour s 2 O , K%(X) c £S(X,E) KS(X) est introduit dans
[4j et s < O, £ c KS, ceci permet de définir avec [5] la notion de support
dans £° . On voit également qu'on peut identifier le dual de I

Etudions brievement les opérateurs différentiels, on a



P.1.3 : L'opérateur u — DJu opére de £ (X.E) — Tl g"}E et done par
J
transposition, on a l'opérateur
. < A A
(-0Jdiv, : 5, B) (DB - L5Vix.E
J
B )
Ap
et donc par composition si a (x) € ( (E £(C-E QLHT}‘. I"opérateur
Kk £
' . 4 . g S5—

P(x,D) = z:::::: dlvk(akﬁ(x).D ) opere de 45 = L77M

0<f+k<m

On se réfere a [5A pour la démonstration. Pour construire des

paramétrix. on va étudier des opérateurs dans 1'espace de Fock.

- . S
Remarque : Les injections £° - &L~ . t < s ne sont compactes qu'en

dimension finie . [5].

§ 2. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS DANS L'ESPACE DE FOCK

Définition 2.1 : On appelle S(X) 1la classe des opérateurs de la forme
A b(z) = XHX(E SLIES) 26 dv ou K(E L) € Li(Ec Ces opérateurs admettent
au moins pour domaine 1'espace Exp (Xc) = {¢e§ﬁ%x ). cylindriques et

qu1 vérifient |0(C)] < ¢ exp(B]g(g)l) p semi-norme cylindriquel.

A(b,g) s'appelle 1'"Anti-Wick symbol" voir [2_ et [3, pour 1'extension

en dimension infinie.

os

Pour de tels opérateurs. on définit le '"Wick symbol'" par

A(z,0) = e ZQ(A c. Ve ™), A(z,0) est une fonction entiere »n, 2z et ou
Z, on a : A(z,0) = e—Z gj.ﬁ(ﬁ,w)ezw* €°wdv(w), on a
P.2.1 : 1) Si A€ Li(Ec) alors A(z,0) € £(x¥x xH
e . e
2) soit b, = (-p MleleR a sp g -0z
Ap Az 37

pr " PK' , av(g) = éll 6pp' Alpl et les P%.u forment un syvsteme

orthogonal et total de L (E ) donc A= ) oy P, on
M ALp

Jq

P
o

E: Iax HIZW!P! = lxlzdv S+ e . dans ces conditions Avg. 7o Z_ a. /th
A, ’ :



et jle(z,E)lzdv(z) ax{g) [lﬁlzdv(c>-

- -1)P -
3) Si A(z,{) est un polyndme, on a K(Z,Z) =§Z;La%l— aia%é(Z,z).

Ces formules permettent de passer des Wick symbol aux anti-Wick symbols

et réciproquement. Cherchons les Wick symbols des opérateurs différentiels

Dk) le Wick symbol de 1'opérateur corres-

P.2.2 : Si P(x,D) = divj(a

pondant est :

ik’

- . k PN j
A(z,Q) = (ajk(lz) ,(1Q/J) , quand 3k constant.

Pour 1'opérateur de multiplication par ¢ : u(x) = ¢(x) u(x) il
1 .2
+ 5 E
AN
2 ov(g) .

correspond l'opérateur de Wick symbol ?(z-z) ou $/= e

Introduisons une classe de symboles :

PP m ° o = ® ooz .
Définition 2.2 : S = {A(C,0)|A(C,0)C Fréchet différentiable sur E et

m
ho?i @0l ;< c <1+ng*32“1
des appllcatlons j-linéaires continues sur E (celle de (C> E) ).
J

o — K -4 . A A
Exemple : 1) A((,{) = (a.{ ,§) ou a € £(i?E}%>E') est dans S

, on a désigné par ||| ||| ; _la norme usuelle

k+4

o
2) On remarque A € S" implique :

n_laf+lu]
2

2

A po —
3,3bA(z, 2| < (1+Hz||

aa

on notera Lml$opérateurs correspondants a des anti-Wick symboles de s" et

on a :

-
P.2.3 : Si A€ L" alors A:AS = A5™ avec une norme = C su A, )l_
¢ (g ®*

o]
ceci est évident car on a A¢ = ﬂ(A¢) et que M est continu.

On voit facilement que @

P.2.4 : Si Pkx,D) = E::::::: div, a eDz

sont constants, si
O<li+ik<sm k)b

A Y
ou a
194

o —
A((,C) désigne 1'anti-Wick symbole de 1'opérateur sur le Fock correspon-

dant & P(x,D) alors P_(T,0) - A(C,0) € s™1,



P.2.5 : Composition des opérateurs

! o
Soit B = Op(ﬁ) e L™ A= op(X) ¢ L™, on ﬁup£ose que A ou B est un poly-

| ,N
néme alors C=BoA € L™ et €(2,2) = v i? 5§B %.X avec ¥ j € N :
) o S
A )
¢ I - o am' =2 i
o - T g e
J Ill:J - C

Remarques : 1) la classe L" telle que nous l'avons d¢éfinie n'est pas
stable par composition si X et B sont quelconques ; elle ne contient pas
en général les opérateurs de multiplication par des fonctions ¢(x)
arbitraires. m.

2) Si aj € s Y avec LI alors il existe a € 8" avec

s

a~ aj au sens classique.
J

§ 3. DEMONSTRATION DES THEOREMES

Démonstration du théoreme 1 : (iv) = (i) classique ; (iii) = (i)

évident, montrons : (i) =» (ii)

On montre gu'on peut se ramener a une forme quadratique différentielle :

E k+k' * R VoL
(~1) (a,, ® a Dzﬁku Dz *ku)

k4 k' ’

Soit 1'inégalité :

9 - —_—
§ Ial Pla ul dv < c(ji:;___—uuaaBJ BauaBu dv(x)+

|| =m a2 lal+|B]=2m
—
B e

ou le(E,C)Iz = 2:::::::: a c“éﬁ , il suffit donc de prendre

lal+lpl-2n P

et de faire X = +« pour avoir (ii).

u(x) elx(x'g)
(ii) = (iii)
On construit la paramétrix sur l'espace de Fock. ce qui est facile car

(ii) signifie que IK(E,Q)] z C(1+ hg.z m/2 nquand [ est assez grand,

©

on construit donc la paramétrix comme dans le cas elliptique usuel avec

) . . .
Eiﬂéﬂ_ ou ® est convenable. Le thenreme 1 est donc demontr¢

AL, Q)



Démonstration du théoreme 2 : On a encore (iii) = (i) classique. On

montre ensuite que (i) pour P(x,D) est équivalent a (i) pour P(xo,D)

(akz(xo) constants) si on se limite en outre a des fonctions a support
dans un voisinage convenable de x » ce que 1'on peut faire en utilisant
la technique classique, car on sait construire des partitions de 1'unité

convenables et il est facile de montrer que [P,@] est un opérateur d'ordre

m-1.

Pour avoir (i) = (ii), on choisit un compact convenable
(en particulier non v négligeable) et on utilise ul(x) = w(x)elx(xlg) ou

¢ € HSC (K) voir [5].

Pour voir que (ii) = (i) pour P(xo,D), on utilise le lemme

suivant

1.2

g€
Lemme 3.1 : Soit s € N, u€ £5 supp uc {x¢€ E| HxH < R} si b(g) = e2 @(E) )
soitd)GA; ¥ kEN on a :

P10 12+ e 1®)%av < [ 1O 12 (asllgD S (el Im g av

s ¢ J1012 (14 ¢ ® %ay
0 = (g) . .
truit alors B({,() = - t
on construit alors B((,{ P_ XO,E,E)Sl { =g+iy et on a

186,01 < cla+yH™ 2+ g ™2

o .
le lemme 3.1 montre que B opere de A; = pASTO

pour s € N et finalement
on voit que 1l'on peut obtenir avec (ii) (i) pour P(xo,D) avec
s € N. Pour voir que (i) est valable, ¥ s€ R on a besoin des- deux

lemmes suivants

Lemme 3.2 : Soit m, = Op((l-FHQHZ)S/z), soit ¢ € HSC:(E), ¢ a support

O-s+3

borné alors [HS,QJ est d'ordre s-%3 c'est-a-dire applique - ¢ 2

¥ 0 € R.(on a désigné par la méme lettre 1'opérateur dans les A® et

1'opérateur correspondant dans les £%) .



Démonstration du lemme 3.2 : Nous avons vu que le calcul symholique

que nous avons développé ci-dessus est ici insuffisant (Remarque 2 de 2.5).
Nous faisons donc une démonstration qui utilise 1'écriture

+ © —Eml

m,o= j J t e " Toy1/2 av'(y)

quand Res < 0 et ou

2 e L] . 1 1 2
Tyu(x) = u(x+2y')e—|y'| = (x|y')+1(x|y )+iy ‘Y"‘E‘.Yi

siy € XC , ¥y =y +iy" . dv'(y) est la mesure gaussienne de variance

1/2 sur E'C qui est de Radon sur Xc. Pour les autres valeurs de s, on uti-

lise le théoreme des 3 droites.

Lemme 3.3 : Soient s et s' € R alors

-— ' +
Lemo L+ R R, g0 o p0-(s+s")+1
s s s+s s+s'’-1 sts'-1

la démonstration utilise également 1'écriture de

- 2.1
_ + 2 -t [}
M, = “‘0 t e 'cydvtl/z(y)
pour Res < O et Res' < O et
Sl
+ © -1 -=
2 -t!
T :J’ Jt' e Tzdvnjjz(z) or
o t
T . T =T ei.y
z y z+y
On voit donc que :
S s'
+® +o -1-= -1-= -
N § -t 2 -t! ' 2 coa z.Yy ' '
Mo M= f , et e t atdt' | ry+z e”"Jdy 1/2(y)dv '1/2(Z)
o o t t
v . i(v.Cy0) .
comme Ty est 1'opeéerateur dont 1'anti-Wick symbole est e . on voit

que



V.10

S s' *
4o 4@ -{-= -1—= 2 I A
e (z® =f [ et ¢ 2-t,tl2l|” -t 2] % -ttt 1373 (2) Putat
s s
) o
2
L3 2 ® Izl
avec lj j(z)l = T ——%r—~on conclut alors aisément que
Jj=1 a.
J

m.m (2,2) = ns(zﬁ)ns,(z,2)4—R(z,E7

s® s
sts! _
avec |R(z,2)| s C “zH2 (1+Hz“2) 2 . Pour s et s' quelconques, on

écrit s = 2k+0 ou 0 < 0 et comme ok est un polynome, on peut utiliser

notre calcul symbolique de P.2.5. Finalement, on a obtenu (ii) = (i).

Montrons que (i) = (iii), il faut utiliser une régularisation
et pour cela on utilise les opérateurs A8 = Op(exp (- szu QHZ)) on a alors

le lemme :

Lemme 3.4 : a(x) € dz(EL £(F,6)),F,G hilbert alors a(x) A_- A_a(x) est
un ensemble borné d'opérateurs de £5(X,E)®F - £S+1(X,E)§(}
(on a aussi désigné par A8 1'opérateur de £ correspondant a 1'opérateur

R 2 2 . . 2 3
' - A ® .
d'anti Wick exp(-e“||¢||“) et on a écrit A au lieu de Ae®IIdF ou As Id(g

La démonstration utilise comme ci-dessus 1'écriture
Aeu:=5‘78yu.dv'(y). I1 est donc clair que [P,Aej est un ensemble borné
d'opérateurs de degré m-1 ce qui montre facilement que (i) = (iij)et

acheve donc la démonstration du théoreme 2.
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