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S 1. INTRODUCTION

Cet exposé, qui résume Lll, est consacré a 1'étude des opéra-
teurs (pseudo-) différentiels analytiques P dont la variété caractéris-
tique est réguliére, involutive, de codimension n=1, et qui satisfont
a une condition de Levi. Pour les hypotheses précises, voir le 3 2.

P

Nous démontrons que si une distribution u vérifie Pu€l | le
spectre singulier différentiable (wave front) de u se propage le long
des n-feuilles bicaractéristiques. Nous démontrons également la

résolubilité microlocale de P dans les distributions et dans les fonctions

©
)
~

Dans [B. S.?, nous avons démontré des résultats du méme type.
sans condition de Lévi, pour le spectre singulier analytique des »
hyperfonctions. Il est ici indispensable de faire une telle hypothese,
le comportement des singularités différentiables étant fort différent en

1'absence de condition de Lévi.

Dans {5}, J. Sjbstrand a démontré les mémes résultats que nous,
lorsque 1'opérateur P est a coefficients‘ﬁw, mais avec des restrictions
sur la multiplicité des caractéristiques complexes de P. Il s'agit la
d'un phénomene qui n'a rien de technique. Si P(x,Dx) est un opérateur
elliptique que nous faisons opérer dansIsz]Rt sur les distributions
u(x,t), il satisfait a nos hypotheses sur la variété caractéristique et
a la condition de Levi. La propagation des singularités appliquée a
u(x)6(t), ou u vérifie Pu= 0, entraine que u s'annule identiquement si
u est nulle au voisinage d'un point. Ce travail (coefficients analytiques)
et celui de SjBstrand (caractéristiques complexes au plus doubles),
correspondent aux deux cas les plus typiques d'unicité du probléme de

Cauchy.

Cette remarque justifie également 1'emploi de nos techniques
utilisation des valeurs au bord de fonctions holomorphes a croissance
lente pour traiter de singularités différentiables. La transformation de
Fourier prendrait plus difficilement en compte 1'hypothese d'analyticité
des coefficients. En quelque sorte, notre méthode consiste a démontrer

b Id . . . L . .
"avec parametres'', que les solutions d'équations elliptiques a coefficients
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analytiques sont restrictions de fonctions holomorphes.

I1 est bien siir impossible de donner en quelques pages autre
chose qiune idée tres vague des démonstrations. Celles-ci suivent de tres
pres [B.S.?, mais il est nécessaire de contrdler précisément, a chaque
étape, la croissance des fonctions holomorphes dont on doit prendre

la valeur au bord.

§ 2. ENONCE DES RESULTATS

Soit'P(x,Dx) un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre

p, défini au voisinage d'um point (x ,!o) de R* x (RY\{0}). Soit Pp son

o’
symbole principal et V::{x,g)le(x,E) - 0} sa variété caractéristique.

Nous ferons les hypothéses suivantes sur P.

(2.1) V est une variété analytique réelle non singuliere, de codimen-
sion n.
(2.2) Pp(x,g) s'annule sur V exactement a 1'ordre m, c'est-a-dire que

pour tout point (x,£) de V et tout vecteur (4x,0E) transverse en (x,£) a

V, il existe a#Z 0 tel que 1'on ait
Pp(x+ elbx, = + ebs) - ae™+ o(e) .

(2.3) V est involutive, et la restriction de la 1-forme canonique

A4
Zgj'dxi a V est partout non nulle.
1

Si ql(x,g),...,qn(x,g) sont des fonctions homogenes de degré 1,
s'annulant sur V, et dont les différentielles sont linéairement indépen-

dantes sur V, la condition (1.1.3) signifie que
{qi,qj} = 0 sur V, et

dql""’dqn’ XEidxi sont linéairement indépendantes sur V. Il résulte de

la condition (2.2) que 1'on peut écrire

Pp(x,?) = l———— aa(x.f)qa(x.?)

ajl=m



I11.3

a Q

a 1 n s .
avec a = (al,...,an) et ¢ - q, ...q , ou les a_ sont homogenes dec
degré p-met vérifient
S . .
e aa(x,ﬁ)u Z 0, pour (x.7)<V et u—;(ul.....un)/(L
la| =m
La condition suivante est la condition de Levi.
(2.4) Soient Qi(x’Dx)’ i=1,....n des opérateurs pseudo-différentiels

de symboles principaux respectifs qi(x,?), il existe alors des opérateurs

pseudo-différentiels Aa(x’Dx)' 0< |a]<m. d'ordre p-m, tels que

P(x,D ) > A (x.D) Q(x,p <.
X a X X

Oslalﬁm

Cette condition, indépendante du choix des Qi’ est en fait une

condition sur les termes d'ordres p,p-1,....p-m+1 du symbole de P.

Nous aurons a utiliser les deux notions suivantes pour décrire
les $singularités d'une distribution u sur un ouvert w. Nous aurons a
montrer que le spectre singulier analytique de [S. K. K.} coffncide pour
les distributions avec le support essentiel de Bros-Iagolnitzer L2_, L3

et avec le front d'onde analytique de HUrmander [41.

Spectre singulier analytique SSA(u). C'est un sous-ensemble fermé de

W x s caractérisé par la propriété suivante. Un point (xO,EO)
n'appartient pas a SSA(u) si et seulement s'il existe un nombre fini de
cones fa de RV, tels que EO 4 f;, et des fonctions holomorphes fa
définies dans 1'intersection deIRv+ira et d'un voisinage de X s telles
que 1'on ait 11:§1b(fa) au voisinage de x . Lon a noté ici [°% le polaire

de ', et b(.) la valeur au bord!.

Spectre singulier différentiable SSD(u) Lou wave frontj. C'est un sous-

p n-1 ;s s .o . .
ensemble ferme de ¥ x S caracterise par la propriete suivante. Un point
(xO,Eo) n'appartient pas a SSD(u) si on peut trouver une fonction ¢<Z
’, e . . A . N ’ . .
égale a 1 au voisinage de X telle que vu(f) soit a décroissance rapide

dans un voisinage conique de la direction *
(0]

Rappelons enfin que, sous les hypotheses (2.1) et (2.3), les

champs hamiltoniens H(1 forment un systeme de Frobenius sur V et dé¢finis-
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sent localement un feuilletage de V par des feuilles de dimension n dites

feuilles bicaractéristiques.

Théoreme 1 : Supposons que P vérifie (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) au

voisinage de (xo,go). On a alors

a) (Existence ©'). Soit v une distribution définie au voisinage_de X -

I1 existe alors une distribution u, définie au voisinage de X . telle

que

(xo,go) ¢ SSA(Pu-v)

[2:]
b) (Existence C ). Soit ¥ une distribution définie au voisinage de X,

telle que (xo,Eo) ¢ SSD(¥). Il existe alors une distribution ¢, définie

au voisinage de x _, telle que (xo,go) ¢ SSD(¢) et (xo,go)ﬁ’SSA(P¢-W).

c) (Propagation des singularités). Soit u une distribution définie au,

voisinage de x ,telle que (xo,go) ¢ SSD(Pw. Alors, au voisinage de’

(xo,go); 1'ensemble SSD(u) est réunion de feuilles bicaractéristiques.

Remarque : Pris a la lettre, 1'énoncé précédent n'a de sens que si P

est un opérateur différentiel. Si P est un opérateur pseudo-différentiel

(au sens de ([S.K.K.}) qui n'est défini qu'au voisinage de (xo,zo),

Pu désigne une distribution définie modulo des distributions dont le spectre
singulier analytique ne contient pas (xo,§0). Le sens du théoreme 1

est alors clair.

§ 3. LES ETAPES DE LA DEMONSTRATION

3.1 I1 nous faut d'abord éclaicir quelques relations entre théorie
des distributions et théorie des hypeffonctions. Un premier point consiste
a démontrer que le spectre singulier analytique de [S. K. K.T, le support
essentiel de Bros-Iagolnitzer [3? et le analytic wave front de HBrmander
[4] sont identiques pour toute distribution p. En particulier, pour une
distribution, on peut définir SSA(u) comme dans la définition donnée

au § 2, mais én supposant les fa(Z) a croissance lente (c'est-a-dire,

lfa(x+jy)!< Cte]yl_N pour un N convenable .
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D'autre part, lorsque K(x.y) et u(y) sont des distributions
dont le spectre singulier analytique vérifie des hypotheses convenables
on peut définir JK(x,y)u(y)dy soit au sens des hyperfonctions [S,K.K.:
soit au sens des distributions [F.I.O.li . I1 nous faut démontrer que ces
deux définitions cofincident, ce qui contient lé cas des opérateurs pseudo-
différentiels et des transformations de contact quantifiées-opérateurs

intégraux de Fourier.

En utilisant de telles transformations (qui transforment donc
et le S.S.A., et le S.S.D.), on se ramene au cas d'un opérateur
n p .
P(x,t,Dx,Dt) dans Rx><H%,du type suivant

p(x,t,D_,D,) = E: __ A (x,t DDy )D
’ x't o

0= la‘<m

ou les Aa sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, définis

pour (2 .C) voisin de £ = O, Q::QO: (1,0,...,0), avec
A —
f-lnm a (x,t,o0, Q) Z O pour £ £0 et € voisin de QO
al=m

Nous aurons a démontrer pour P les résultats d'existence
microlocale ainsi que le théoreme de régularité qui impliquera la

propagation des singularités

Théoreme 2 : Soit u(x,t) une distribution solution de SSA(Pu) 7 (O,O,O,CO)

On peut alors trouver une distribution U(z,t) dans " x RrP | vérifient
6 ~ ' . ’~ al ~ _—
5;—u= 0 telle que 1'on ait SSAlu - 4] ., 7 (0,0,0,C ).

z. RPRP o

3.2 ‘ Comme dans EB.S.?,le point essentiel sera la démonstration d'un
théoreme de Cauchy-Kowalewski pseudo-différentiel dans le domaine complexe.
Nous devons ici non seulement contriler la forme géométrique des domaines
ou il y a existence et unicité, mais aussi la croissance au bord des

solutions (c'est la qu'intervient la condition de Levi).

Pour un opérateur P du type suivant (dans C:x ES),

m a Fn .
P(z.w,D ,D ) =D+ — A (z.w, D ,D D D ou les A_ sont des
2’ w z z' 2z o

opérateurs pseudo-différentiels d'ordre O ne dépendant pas de D? . nous
n
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aurons a résoudre le probleme de Cauchy

/ sz:g
J ] - -
pd fIH_hJ. i - 0.....m-1
n
ou £ et H sont les hyperplans d'équations respectives wy = c et z = h

et ou Py, opere sur les fonctions holomorphes (par exemple (D;l)zf est
1
la primitive de f s'annulant sur I)

Lorsque {! est un ouvert z - k -Z-plat et w- 6~ H-plat avec

k et & assez petits (voir [B.S.)) on a les résultats suivants :
a) Si g et les hj sont holomorphes dans s, il existe une et une
seule f solution du probléme de Cauchy, holomorphe dans (.

b) Si de plus {! est contenu dans {(z,w)|Imw, >0}, et si on a

. 1
lg(z,w)| < Cte(Imwl)—N,lhj(z’,w)l s Cte(Imwl)_N , on a une majoration
presque du méme type pour f.
c) Si on a IDaDﬁgls C
z w a

1
et lDa Dﬁh.l = C!' on a des majorations
z' wj

B a'p’

presque du méme type pour f.

Les parties b) et c¢) utilisent de fagon décisive la condition
de Lévi, et serviront bien sfir a démontrer que les valeurs au bord des

[ee)
solutions f ainsi trouvées sont des distributions ou des fonctions C .

Ces résultats se démontrent par une méthode d'approximations
successives, mais nécessitent des estimations sur la maniere dont les
BZ operent sur les fonctions holomorphes passablement plus complexes
que celles de [B.S.l, en particulier pour la partie c¢) qui exige de
contrdler les commutateurs. Or, si P et Q sont pseudodifférentiels,
le commutateur [PZ,QZ? n'est pas égal a [P,QTZ, il s'introduit en outre

des opérateurs ''de simple couche" sur & qu'il faut également estimer.

3.3 La fin de la démonstration suit de tres pres [B.S.]. la diffé-
rence essentielle étant que tous les arguments de cohomologie doivent

étre remplacés par des arguments de cohomologie a croissance. On "transfor-
me'" d'abord le théoreme de Cauchy-Kowalewski en théoremes d'existence et

de prolongement dans le domaine complexe pour les solutions de
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P(z,w,DZ,Dw)f(z,w) = g(z,w). Puis on utilise la construction d'ouverts
z - k - Z- plats et w-06 -H-plats coincidant au voisinage de O avec des
tubes R™P L i(G+T) (ol G et I sont des cénes respectivement de

R™P et 185 ainsi que divers arguments de décomposition, pour aboutir au

résultat suivant

Théoreme 3 : Soit G un céne ouvert convexe de R"P dont 1e polaire est
un voisinage suffisamment petit de £ =0, C=¢ ; On a alors

a) Pour toute fonction g appartenant é §§V(Rn+p
[resp.éz} (R™P +1iG'")

~L
[resp.@C'CRn+p +1G') | pour tout coéne G' G, telle que 1l'on ait

+1iG)

+iG)), il existe f appartenant a o (mMP

SSALPb(f) - blg), 7 (0.0.0.% )

b) Soit £€O0 J'(R™P . iG) avec SSA[Ph(£),2 (0,0,0.€ ). On peut alors

décomposer f en f1 + f2 avec, pour tout G'G

- £, €00 (R™P 1 46") et ssAlb(£,):2 (0,0,0,C )
- £, €33 (R™P LG + iR

~7
On a noté 3% (R™P

+1G) 1'espace des fonctions holomorphes dans
1'intersection de R™P.iGet d'un voisinage de 1l'origine, vérifiant une
majoration |f(z.w)]|s C(hnwl)_N(leur valeur au bord est dans %'), et

on a noté’,é%]Rn+p+ iG) le sous-espace constitué des fonctions f bornées

[ee]
ainsi que toutes leur dérivées (leur valeur au bord est dans C ).

La partie existence du théoreme 1 résulte de la partie a) du
théoreme 3. La partie b) de ce théoreme permet de définir

i(z,t) = lim f2(z.t+is). C'est une distribution vérifiant a/ezjif; 0,
s~ 0

et dont la restriction au réel ne differe de b(f) que par b(fl) qui n'a

pas de singularité en (0.0.0,Qo). Cela permet de démontrer le théoreme 2.

Pour obtenir la propagation des singulariteés, il faut étendre
les résultats de [F.I.O.Z: sur la propagation des singularités pour
les solutions u de a/aijﬁ = 0. On montre en fait que si (xo,to,O.Qo)
n'appartient pas au spectre singulier différentiable de la restriction

.

a R™P ge 4, on a (x,t,O,QO) ¢ SSD(W).
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