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I.1

§ 1. INTRODUCT ION

On considère en théorie cinétique des gaz des dit 

suivant t

ou les C. sont des vecteurs fixes distincte de R et des 

constantes réelles (a.. , k 
-- 

k 
.) o Ce système décrit l’évolution ~‘ ~ir:~~ ~

19J1 1;,J
dont le~ particules ne pourraient se propager qu’avec une des vitesses

Ce et ou n’ auraient lieu que des collisions binaires (les a... 1 
"

la fréquence ainsi que le résultat probable de chaque collision). o

u. (x,t) représente la densité au point x et au temps t des particules 
i 

i

la vitesse CD 1 9 on a donc la contrainte

Dans chaque collxsï.on la quantité de mouvement et l’énergie cinétique
doivent être conservées (les particules ont toutes la même masse dans ce

modèle : d’autre part les particules n’ont pas de moment cinétique prOpleJ 0

ceci implique les relations suivantes

Les "collîsions" de deux particules de même vitesse sont sans

effel ; ; comme d’autre part, la collision d’une parti cule de vitesse C. et

d’ une de vitesse C. ne peut que faire diminuer le nombre des particules 
J

deux types et augmenter celui des autres types; on a les iribaglÎfé,-; °
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Par analogie avec l’équation de Boltzman, que les équations
considérés ici sont censées approcher, on se restreïnt à des systèmes
satisfaisant la condition suivante (liée à la notion d’entropie)

qui implique

§ 2. EXISTENCE LOCALE ET PROPRIETES

Pour tous les systèmes 1 on peut obtenir facilement le
résultat suivant : t

, 
, oo 

( N :J
Théoréme 1 : Si E = 1 ’ ... ’p’ 0 tel q ue la

solution existe et est unique dans C°( 0 ’ T 0[, (L’ (IR P) . o Si K est
- 2013 

0 0

l’enveloppe convexe de 0, C , p,alors la valeur de Ui (x, t) ne dépend’ 

. p 1

que des valeurs Uo . ( y) avec 
J 0

Il suffit par exemple de considérer la méthode itérative :

avec 1 E R .

Si on rajoute des conditions sur les coefficients, on obtient

des propriétés supplémentaires de la solution :

Théorème 2 : Sous l’hypothèse $ , si 0, 4Wi , la solution vérifie"y oi

0 ,:JI- 
1
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Il suffit d’appliquer la méthode itérative 0 avec 7, &#x3E; 0 assez

grand o

Théorème 3 : Sous l’hypothèse 3 1 si U . est à support compact i , ~
on a 

01

on a

Sous les hypothèses 4 et 5 , 1 si Uoi 0 et est à support compact + 1 ,

on a

Il suffit de multiplier les équations fi’ respectivement par 1, , r2Il suffit de multiplier les équations D respectivement par 1, É, )C.) ,
Log 9 - 1 , de sommer en i et d’intégrer en x (ce calcul, justifié si les

i oo Ndonnees sont régulières, s’étend si U . E (R)) c
01

Théorème 4 : t Si U 01 .(x+ a) = U 01 .(x) 4P x E alors U. 1 (x+a, t) = U. 1 (X, t)

Si U . est indépendant de x,,alors 4P . U.(x,t) est indépendant de x .01 i 1

Ceci résulte simplement de l’unicité de la solution,, Dans le cas

où les U . sont périodiques, on a l’analogue de (3’) et (5J) en remplaçant

IRN par une période. ,
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§ 3. LE MODELE DE BROADWELL

Un système très simple (trop même!) satisfaisant

est le suivant :

avec a, b &#x3E; 0 .

5 est vérif ié si ba3 a4 car la quantité 5 s’écrit
alors

Ce système donnerait les densités de particules pour un gaz formé de 4
types de particules, se déplaçant avec les vitesses + 1 parallèlement
aux axes.

L’analogue dans R de ce modèle serait
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(l, b ~ L’ ~, (~ , f: ’ 1* -&#x3E; 0 ~

Bien que oit extrêmement simple, aucun théorème ,

gl&#x3E;1&#x3E;ii lt. n’est (On ou pour ce systemec

Eii titilisatit le théorème 4, nuu aiion consideret le cii; ou 

données inil ial es ne dépendent que de x et donc considérer le système
-si alp 1 i f i é 

Nat ut’ p 1 J emen t (’ E’ qui i siiit, se 1I;énéra l i;;.;e avec i 

de v et t z. g
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§ 4. EXISTENCE GLOBALE POUR DES DONNEES "PETITES"

Le premier résultat non trivial d’existence globale a été obtenu

par Nishida-Mimura o

Théorème 5 :

alors la solution de 0 existe globalement et vérifie 0 kM’;J 1 0

0 . 0

Démonstration : Nous connaissons l’existence de la solution dans un

intervalle 0  t T, il suff it de montrer que 0 klo pour
1 0

pour avoir l’ existence globale.

De même, on aura les majorations

En intégrant l’identité sur le triangle

on obtient l’identité
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impliquent 1

impliquent 1

En intégrant l’identité sur le triangle

on obtient l’identité

On a donc finalement

et donc en prenant

Corollaire 1 :

alors la solution existe pour 0 ~ t  T et vérifie

Démonstration : Soit

alors pour e satisfait
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/B »
Donc la solution de 6’ avec données initiales U , vérifie~~ 01

N ! t
mais d’ après le théorème =ui(x, t) si T;ce quiJ i 1 o &#x3E;

donne l’estimation voulue. a

Remarque 1 : On peut naturellement adapter cette démonstration à de

nombreux systèmes.
L’inconvénient majeur de ce résultat (ainsi que celui du para-

graphe suivant) est d’être relatif à un problème en 1 dimension .

§ 5. EXISTENCE GLOBALE POIJR DES DONNEES " GRANDES"

Le second résultat (M. Crandall, L. Tartar [2’) résulte du

corollaire et d’une utilisation adéquate de l’entropie.

Théorème 6 : Si les données initiales sont périodiques de période p
et vérifient 0 M alors la solution existe globalement et

01 o 
°

vérifie

Démonstration Soit a i &#x3E; 0 vérifiant aaia2 - ba3a4 ,alors on a

dx ~ 0 a Donc, pendant l’intervalle d’existence, on a :

et donc

x+T

On peut majorer j Ui(y,t)dy en décomposant l’intégrale en deux :
, x-T ~

la ou 0 s ui--- on a une contribution et la ou U . aiém, on

1 p U . 
i i

a une contribution s - U. (Log u 1) dy (en supposant 2T s p et m 0) .M s) 1 ce .4-
o 1
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Donc en posant A = E a, on a
, l
i

Ceci a lieu tant que t  T max temps d’existence.

*k&#x3E; 1 si -- k _ 1 - , , on eut choisir T tel uek max (a, b) p k q

Alors on peut appliquer le corollaire 1 avec comme données initiales

IJi(X,t0) pour déduire que
i o 

,

Alors X k - LoTk d o n n e CÛ3 . a
k T .J

Corollaire 2 : Si les données initiales vérifient 0 U (x) - M alors
2013201320132013201320132013201320132013 01 o

la solution existe globalement et vérifie une inégalité du type :

Démonstration : Pour majorer U.(x ,t ) on considère le problème avec
100

données initales U . (x) -- U . (x) si ’x - x 1 S; t0prolongées par
01 01 

,.../ 
0 0

périodicité : p - 2t . 0 Alors Ui(xo,to) - Ui(x ,t ) et on peut appliquer
, ",0 100 ioo

le théorème 61 a U..

’" 
10 peut se majorer par une fonction de ~1o et t0 et donc on peut

majorer U.(x ,t ) par une fonction (qu’on peut expliciter si l’on veut)

de M et t .
0

Remarque 2 : On peut obtenir des résultats d’existence avec données

initiales dans Lq(R) avec q assez grand. a

Remarque 3 : Pour tout système de type (5J l’ existence de l’entro-

pie ramené le problème de l’existence globale la recherche d’une
majoration du type :
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la solution existe pour
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