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Dans la génctique de population, on traite souvent 1'équation

de Kolmogorov
a—t+£u:0, (1)

pour étudier le processus stochastique qui intervient, ou t est la
variable du temps (la génération) et £ est un certain opérateur elliptique
. ' 14 tf)'
du second ordre des var{aglect01rgx ,xn) parcourant 1'espace d'etat {
Quand il s'agit d'une seule \ génétique dans une population de n+ 1

alleles neutres Aj (0= j = n) de fréquentés xj, les xj sont non-négatives

n
et liées par une seule relation % x. = 1. En prenant x= (x,, ,X_ )
0 1 n
comme variables indépendantes, x parcourant n-simplexe
n n
Q={x=(x,,...,x )ER ; x.>0 (04 j<S )}, oux =1- % x. (2)
1 n J o J
j=1
et £ devient de la forme
Lu(x) En (6. x, -x.x )azu + ; M (x)au (3)
=T ¢ jk'j "j k'Ox.0x . j 3x.
Jyk=1 L J j "k j=1 J J

ou les coefficients M_(x) (1 £ j < n) dépendent du modele théorique qu'on
considere (Lz],[ff],tsl] et [6]).

Comme £ est dégénéré partout sur OQ, les réalisations de £ comme

opérateur dépendent aussi des Mj(x). Dans cet exposé, nous traitons le cas

.

ou
n
Mj(X) = xjkio (1+-wk)- (lq-wj), 1< j <n, (4)
les ¥'= Obo,wl,...,wn) étant parametres réels ([21,[4] et [6])
C'est-a-dire, nous considérons 1'équation (1) avec £ = £$’ ou
= n D du h du
_Z(ajkx. - XX )5—5— k20(1+w ) T xg 5. 'T:1(1+wj)5§f :
= j=1 j= j
(5)

Cette restriction nous permet de résoudre le probléme de Cauchy pour (1)

d'une maniere explicite.
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§ 1. REALISATIONS DE im COMME OPERATEURS AUTO-ADJOINTS

Munissons a 0 de 1'élément de volume

y . 0}
dxz = xdx , ou x> = x ° xll...x n (6)

et désignons paréaw 1'espace hilbertien formé par toutes les fonctions

complexes a carrés sommables sur  par rapport a dxg Alors 1€3Q3,si et

seulement si
wj > -1, pour tout O £ j = n. (7)

I1 nous convient d'introduire un autre produit scalaire

n ‘ -
Bu 3% | -
ag(u,v) = IQ{;:k_I (%5 = X405, B, ) B ®

si cette expression a un sens. Soient alors,

I

le complété de c ) par rapport a g

Vg

(définition possible si et seulement si (7) a lieu), et

o] .
4%5 le complété de CO(Q) par rapport a ag

(définition possible sans aucune hypothése sur ),

Nous voyons que

&bﬂ = 4&5 si et seulement si wj 2 0 pour tout 0< j <n. (9)

Et nous définissons les deux réalisations L& et Am,comme suit :

- —
Ly = 1'extension de Friedrichs de SGJC @), et,

A
w

1'extension de Friedrichs de £$|62(Q).

Evidemment, Ly = Am si et seulement si (9) a lieu. De toute fagon, Ly (si

elle existe) et A@zsont opérateurs auto-adjoints dansng de domaines

D(yz) et D(AG) denses
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§ 2. ETUDE DE Lw SOUS L' HYPOTHESE (7)

Proposition 1 : Posons

n
£ = p(p+k), p=0, 1, 2,... ouk=n+ L w_, (10)
p i J
j=o
Alors, {f‘p}z est le spectre de L.&)/ dont chacune f/p est une valeur propre
ip - )"
de multiplicite Np = (" g 1). Le sous-espace propre ]Ep = El() ) apparte-

nant a f/p est engendré par certains Np polynémes d'ordre p.

~
Soit ]Ep = ]El()w) la projection orthogonale de%&( sur ]Elp (par abus

de notations). Ep est alors un opérateur intégral a noyau Ep(x,y)
w €Ky = (B w(x) = IQEP(X,y)u(y)dym/ , pz0 . (11)

Posons maintenant, pour t> 0O, et en supposant que k> O,

™ 8

Y(t;x,y) = —-—1—k—— {Min (¢, %)}2p+kEp(x,y) =‘i‘(w)(t;x,y) (12)

2p+

p=o
La somme a un sens si (t,x,y) satisfait a 1'une des conditions suivantes

t>0, t £1 et (x,y) €QxQ ; ou bien
{ (13)

t=1, (x,y) €QxQ et x£y.

Proposition 2 : Supposons (7) et que k > 0. Si (t,x,y) satisfait a (13),

nous avons

1
- S(t-.&?)sk-l

Y (t;x,y) :ja(sz;x,y)e ds (14)

o

1 1 n
= Twf o ep-2 T g Vaoyo Mugad), (15)
-1 1 joo J 373

(U’J/) n -~
B(C;x,y) =3 "(C;x,y)=1m T (Cx,y.)
Y |
j=o .
j
. ® k
avec J (2) = z=v/2 q (2Vz) = T Z ; (14)"
v v k-o k! (k+g)!
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|-

@ - (
M.(dg) = T
m j:O ﬁr(w.]%)

W -
2 %
1-0°

(1-47)

}ap, .08 et B = (B 8,8, (15)"

Cette fonction génératrice V(t;x,y) joue un rdle essentiel dans cet exposé.

D'abord, sous l'hypothése de la proposition 2, nous avons !

~

1 1 ,\/ .
16
( !Z’j xjyj)%(dﬂ), (16)

k
E (x,y) = (2p + K)T (k) f C
P ‘r-1 -1 2P o,

™M 8

ou les C];(z) sont des polyndémes de Gegenbauer définis par

@
(t2-2zt+1)-k = T thk(z) .
q=0 1

Soit maintenant A€ t/{-f‘p}mpz 0. Alors, il existe 1l'inverse

(LCD,+7&I)"1 de Ly +AI. Il est un opérateur intégral a noyau G(x,y;2)
(Ly+ 2D " Yu(x) = [ alx,y;0)uly)dys
W - Q ’Y’ y yw *

Nous appelons G(x,y;A) la fonction de Green pour Ly + A1

[e+]

Théoreme 3 : Supposons (7) et que k> 0. Alors, pour A€ E\{-Zp}p—o , la

fonction de Green G(x,y;A) est donnée par les formules suivantes :

G(x,y;2) = G(w)(x,y;x)
© 2ip-1
=2 [ witix,»t=H T at (17),
Ty 2 k-1
= 4f 3(s%5x,y) Ky, (28)8°"ds (17),
= Z 1q(p+-2l?-+ip)r(p+12{--iu)F (x,y) (17) 4
p=0 P
1 1 L4 n
= A(m’,x)f_l...J_l 2F1(k+21p,k-21p;k+§-;—2-(1+j§o¢j xjyj))M&/(dﬁ), (17),

ou 1'on suppose que (x,y) €QxQ et que xZy, et

2 . ,
%_)1/2 2-2k [ I(k+2ip)l (k-2ip)

, A@ ) =2 :
F(k+§)

po= (A=

(17)5

Ici encore, Fp(x,y) est le coefficient de CP dans 3(C;x,y),K est la fonction
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de Bessel modifiée de Kelvin et 2F1 est la série hypergéométrique de Gauss.

-ty
Soit ensuite t> 0. Le semi-groupe e engendré par Ly est

aussi un opérateur integral a noyau Z(t;x,y)

_tL(ﬁ
e u(x) = I Z(t;x,y)u(y)dy&, .
Q

o)
Nous appelons Z(t;x,y) la fonction de Green pour 5—-t-+L(B/ .

Théoreme 4 : Supposons (7) et que k> 0. Alors la fonction de Green

Z(ti;x,y) pour s+ Ly est donnée par la formule suivante

~ 1 1 n g ~
z2(t;x,y) = 2 (t;x,y) = L ue, T g x yoMg(ad),  (18)
-1 -1 j=o 3 J3J

©

avec U(t,2) =T (k) & (q+ k)Cl;(z)e' q(q+2k)t/4
q=0

Proposition 5 : Supposons que wjz -1/2 pour 0< j< n. Alors, pour

0<t < T(T est fini mais arbitraire) et (x,y)€ Qx Q, nous avons

n

. 1 —, 2 1
- T .2 (\/?-\/y) n - - —
|Z(t;x,y)] < cte t™™2e t3=0 7J 3on (teVxy 92 o
j:O 3
Si nous fixons (x,y) €QxQ, nous avons le développement asymptotique
suivant lorsque t+VO:
s L S R |
Z(t;x,y)~ (4nt)-n/2e t( oo ) 2 - (x.y.) 4 , (20)
2sin+ j=o 37
2
. g n
ou cos 7 = L Vx.y. et 0S06< =
j:O 3

La signification de la quantité o dans (19) : La matrice (bjkxj ~ X%

d'ordre n formée par les coefficients du second ordre de 's& induit une

)

métrique riemannienne sur Q

2 & -1 2 o 2 . e ,
ds” = Z x.7(dx;)° =4 T (dX.)° , ou X, =Vx, (0< jsn). (21)
joo 3 3 oo 3 AR

1 L e s . . n_— .n+1
Donc, vy ds est precisement la metrique riemannienne naturelle sur S © R

restreinte & la partie T = (X-= (X_,Xg,...,X ) €s™; X;>0 (05 < n) .
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o est, par conséquent, égale a la distance géodésique entre x et y par

rapport a cette métrique.

§ 3. ETUDE DE he

Soit w€<Rn+1 quelconque. Supposons qu'il existe au moins un

j (0=jSn) pour lequel wj< 0 pour que Ly et Ay soient distinctes

J =1{j;o0<j=n, wj<o}£¢. (22)

Posons

o ' '
wr = (w 0y

.,wh) avec ws ij’, 0 j<n ; et ,

o
(23)
v = (vo,vl,...,\»n) avec vjz(ws_wj)/z, 0< j<n .
Nous pouvons démontrer que D(Agy) = {ueJim; x Yu€ D(La,)} et que
2 2 n
o [] - - N
Amu = xv(L, +E—fIJL0(x vu), ou k' =n+ 2 w' , (24)
j:O J
D'ou, nous avons la
Proposition 6 : Posons
(. '
A= (paBEy (oL EEKy o 0, 1,2, (25)

p 2 2

@
Alors {Xp}p_o est le spectre de Ag dont chacune est la valeur propre de

e e - g
multiplicite Np = ( n+g 1) . Le sous-espace propre E% = ﬂ%f )
. . L @ ¥
a Zp est formé par les éléments de E#p ) v

appartenant

multipliés par x°.

Nous pouvons alors définir la fonction de Green C(x,y;A) pour

. y o .
Am-rll et la fonction de Green /B(t;x,y) pour 5= +Aaycomme suivant

-1 ®
(Ag + A1) Tu(x) :‘QQQ(x,y;X)u(y)dy@, pour A€ E\[—Xp}pzo; et

-tA
(0
e u(x)::fQ~3(t;x,y)u(y)dym , pour t> 0.
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— [o0]
Théoreme 7 : Soient (x,y) €QxQ, x£y et A€ C\{_xp}pzo . Alors, nous

avons
~ 2 2
~s w' [] -
G(x,y;0) = x”y"G( )(x,y;x . T k) , (26)
(@) . , .,
ou G est la fonction de Green étudiée dans le paragraphe 2.

Théoreme 8 : Soient t>0 et (x,y)€QxQ ., Alors, nous avons

~ 2 2
) A AY @ - '
Blt;x,y) = x”yvz( )(t;x,y)e(k k'™)t/4 (27)
(@) . , ..
ou 2 est la fonction de Green etudiée dans le paragraphe 2.

Signalons que @’ satisfait a toutes les hypotheses sur ¥ posées
dans le paragraphe 2, donc que toutes les formules obtenues dans le para-

graphe 2 y sont utilisables.

§ 4. PROBLEME DE DIRICHLET NON HOMOGENE

Supposons toujours (22) sur m; et posons
sjzaﬂﬂ{xj=o}, 0<j<n; (28)

et ST=U S, (£8).
j€s J

Chaque Sj est munie de 1'élément de volume

dx .oy dx
1A A" "n < i<
dxj |, 0< j < n. (29)

as.(x') = |
3

Le probleme de Dirichlet non homogene pour £wrse pose comme suit
étants données une fonction f(x) sur Q et une fonction g(x') sur S~,

chercher une solution u(x) de 1'équation

{x&,u(x) = f(x), dansQ (30)

et u(x') = g(x'), sur S~
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Alors, la solution, si elle existe et unique, sera donnée par

u(x) = G(x,y;0)f(y)dy~ + I Y. (x,y")e(y")as (y").
jﬂ 0] jEJ;ij J J

(31)

Nous pouvons appeler les {Yj(x,y')}jeJ ‘noyaux de Poisson pour £(D" Ils

sont calculés par les formules suivantes :

v (x,y') = lim{y.y G(x,y;0}, y'€s., j€J , x€Q,
J J J -

-y
yeQ

Voici des exemples lorsque

u)j ==-1, pour tout 0< j=n,

Exemple 1 : La solution de 1'équation

n 2
-y a u
-5 (6, x.-x.x )y—5— =1, dansQ,
SRl JkJ Jk xj X,

u(x') = 0, sur 0Q,

est donnée par

x X n
u(x) = (n=- l)lfoo...fon( z uj)"n du_peopdug
Jj=o
) ) |u|
= (-1) (Z xh)log( z xh).
i={o,1,...,n} h€H h€H
Hi @

Exemple 2 : La solution de 1'équation
n""i
- (6., x.-x.x) = 0 dans Q
I Z ik j ik .

l u (x') =1 sur S et u (x') = 0 sur dA\S
1Y |Y Y p

(0< p <n) est donnée par

vol. D (x) . Y. y
up(x) = —mpr— , ou Dp(x)z{yeﬂ;;?-s -)-(-B (0= jsn)}

J p

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)
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