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INTRODUCTION

Nous avons &tudié dans [6] le comportement asymptotique du noyau de la résol-
vante et des valeurs propres d'une classe d'opérateur elliptique d'ordre 2m ,
dégénérant @ 1'ordre m au bord d'un domaine Q borné, trés régulier de R'" ,
pour n > 2 . (Pour cette classe d'Spérateur, on sait que 2 est une valeur cri-
tique pour la dimension du domaine @ , cf. [5].)

Nous continuons ici cette €tude en étudiant le reste.

La bibliographie donnée ici est trés succinte ; pour une bibliographie
plus compléte, on pourra consulter [6].

§ 1. - LES PRINCIPAUX RESULTATS

1.1. - DEFINITIONS ET RAPPELS

n ~ h . b - - .
L'espace R* ¢&tant muni de la norme canonique, un point générique x, de
R est défini par scs composantes Xx = (x1,...,xn) . On mmnit R" de la struc-
ture euclidienne canonique :

=

<X, y> = Y. .
wy = 1o

La mesurc de Lcbesgue associée est notée dx .

Concernant R" , les différentes notions telles que, par exemple, la distance,
le gradient d'une fonction, la mesure d'une surface de R" , sont relatives a
cette structure euclidienne.

Les différentes normes rencontrées seront notées | | , sauf mention du
contraire. '



X.2

Nous utilisons les notations classiques suivantes :

Di=-igl , i=/T , j= (.m0
J

= a _ no1 on
D (D1,...,Dn) s D D1 "'Dn

pour u = (a1,...,an) un multi-indice d'entiers > 0 .

Soit © un ouvert borné de ]Rn, variété a bord de classe B~

On note LZ(Q) 1'espace des (classes de) fonctions de carré intégrables
sur Q , de produit scalaire :

(u,v)o;Q = 4.2 uvdx .

Pour un entier > 0 , on note Hm(n) 1'espace de Sobolev usuel dont la norme

_naturelle est notée | lm'Q .
’

On se donne une fonction  de R® dans R , de classe €~ , vérifiant :

Q={xeR" ,4'cp(x)>0}
(1.1) r=1{seR" , y(s) =0}
' grad ¢(s) # 0 pour seT.

Pour m entier >0 et k réel, on considére les espaces de Sobolev avec
poids (cf. [2]) :

(1.2) H'];(Q) -ue @™ V' e L@ ; Vel < m.
Ces espaces sont munis des normes hilbertiennes naturelles notées | 'm°k° Q"
On vérifie (cf. [2]) que Hll;(ﬁ) G L, (@) pour k vérifiant kg m.
Notons lR’;,1 le demi-espace de R" défini par :
RI: = {x = (x1,...,xn’__1,xh) ;x> 0} .

On définir alors, de maniére analogue, les espaces :

() D'(Q) désigne L'espace des distrnibutions sun Q@ de L. Schwarntz.



HSERD) = ued' @ , %e LR , Vel s},

Nous aurons d considérer la situation bien connue suivante : On se donne
X et Y decux espaces de Hilbert avec X .G, Y , X dense dans Y , et une
forme sesquilinéaire a(u,v) , définie et continue sur X x X .

I1 est bien conne que ces donnfes définissent un opérateur A fermé (non

borné en général) de Y dans Y , de domaine JD(A) dense dans Y et véri-
fiant :

(1.3) (Au,v)Y'= a(u,v)

pour tout ue (A , veX.
On dira que A est 1'opérateur engendré par le triplet {X,Y ; a(u,v)} .
Pour 1'étude spectrale de la classe d'opérateurs elliptiques dégénérées
envisagé dans 1'introduction, le résutlat suivant, prouvé dans [4], est essen-
tiel pour la suite. I1 concerne une classe d'opérateurs T bornée dans L2 ® ,
dont 1'image est dans Hrgm(ﬂ) , pour m entier >0 .
Notons || T ”o,o;ﬂ la norme de T de L,(@) dans LZ(Q) et
|| T ”o,Zm:m;Q la norme de T de\L,(?) dans Hl;m(ﬂ) . Nous avons le :

THEOREME A. - Soit T un opérateur continu de LZ(Q) dans LZ(Q) dont les
images de T et de T (l'adjoint de T) sont'dans M) () avec
m>n =dim Q .

Alors T est un opé€rateur intégral avec un noyau K(x,y) continu et
borné sur Q x Q :

TE() = [q K(x,y)£(y)dy fel,(Q .

K(x,y) est appele le noyau d'Agmon associ¢ a T .

I1 cxiste une constante C > 0 telle que :

KGon| < cdlT ”0,2m:m;9II T ”o,Zm:m;Q)n/zm(” T ||o,o;n)1'(n/m)
(1.4)
G| & CL9 0 g 01 U T g sl T o, o)™

1-(n/2m)
1Ty, 0:0)
pour tout x,y € { .

REMARQUE. - Un tel résultat est encore vrai pour @ = R? avec Y = X,



Nous considérons une forme intégro-différentielle

(1.5) (u,v) = m 7 4 D% DBy dx
a(u,v) fﬂ*f o en of v

|B|<m

ol les coefficients 3.8 sont des fonctions € €°(Q) .

On désigne par @_(.,D) 1'opérateur différentiel associé a cette forme :
(1.6) ac.,n) = 1 DB(Lf"‘ a DY .
lalsm
[B|<m

af

I1 est clair que a(u,v) est une forme sesquilinaire continue sur
H::/ é Q) x Hm/ 2(Q) ; comme Hm/ 2(Q) G L Q) a\«Pc une image dense, nous notons
A l'operateur engendré par le triplet {Hm @ , L (s‘z) , a(u,v)} ; diaprés (1.3)
A est une réalisation de (.,D) ; nous dnons que A est la réalisation de

Neumann de ¢c(.,D) , par analogie avec des problémes non dégénérés.
Pour s € I' , notons :

TS le sous-espace vectoriel des vecteurs tangents, associés a 1'hyperplan
tangent en s & T
.7 .STs la sphére unité de Ts
- _grad @ (s)
|grad 4 (s)|

S

Nous faisons les hypothéses (H) suivantes sur a(u,v) :

i I1 existe une constante C > 0 telle que 1l'on a :
(1) q

I a0t scg™
la|-m ©B
I8|=m

pour tout xe R, EER"
(ii) a,g(X) = ag (%)

pour tout x €, o et B vérifiant |a| = |B] =m
(Les aae(x} sont réelles en vertu de (i))

(11i) Pour seTl et we STs » 11 existe une constante C > 0 telle que :

[ i ) 8ya(s) @+ v3)% u (0 + vsat)s u dt » Clul?
aj=m
[B|=m

m,n/2; R,

pour tout u e H::/Z(RJ .



Dans 1'intégrale du premier membre, nous avons noté :

Notons :

N _ e .m 5 o B
bw,s(u"’) = fo t la%=m aaB(S) W+ vd) u(w+ vsat) v dt
|8]=m

et § . 1'opérateur différentiel, d'une variable, associé 2 bys *
’ ’

B s = la}|:=m a5 (8) @ + v3 (" + v 2 )Y
|8 =m

L'opérateur Bw s (non bome) de L (]R ) dans LZ( R,) , engendré par le
triplet {Hm 2( R ) Lz( R) , w S(u,v)} est appelé la réalisation de Neumann
de fﬁw’s .

Nous avons prouvé dans [6] les résultats suivants :

\
THEOREME B. - Sous les hypothéses (H), il existe )‘0 € R et une constante
C> 0 telle que la région :

R=NDeC;RA<AIUNEC; [ImA| > ca + [at-(172m,

est dans _l_'ensemble résolvant de A . De plus :

-1 C
(1.8) Ha -0 o0 € 357

pour e & , A #0.
(Dans (1.8), || (A - A)-] ”o o:n &st la norme de la résolvante (A - A)-1

de L,(@) dans L,(@) et d(A) ladistancede A 2 R, = [0,=[ .)
La résolvante de A est compacte.

§i 1'on suppose :
(1.9) m>n = dim Q

alors, pour ‘e & , (A- A)-T est wm op¢rateur int@gral dont le noyau

d'Agmon associé Gx(x,y) est continu €t borné sur @ x Q :

(A-a"'[= [ Gyl E(vidy £eL@) .



THEOREME C. - Sous les hypothéses (H) et la suivante :

(1.10) n>2

1'opérateur B s pour s e ' et w eST , est auto-adjoint, strictement
positif, a

resolvante compacte. Soit la sulte (uj (w,s))-_i 5 1 des valeurs pro-
rd

pres ) (reelles et &sulves)de B et notons :

D-(S) ='n~'-:—1—j'ST u (w, S)(1 n)/m (%) .

Alors la série Z p (s) est comrergente et la somme est une fonction bornée |
321

sur T .

1.2. - ENONCE DES RESULTATS

Voici les résultats essentiels de ce travail ; notons, pour 0 6 < 1,

(1.11) K, =0e€ ; RerAga}UDEC; [Ina]>c+ a2y,

THEOREME 1.1. - Sous les hypothéses (H), (1.9) et (1.10), pour 0 < © < 1/3 , il
existe des constantes p > 0, C S 0 ‘telles _qg :

g 6 Gxdx - (@) ay | (f) lgrad ¢ (S)l1-n[j§1 o ()]s (0T @=1/m

. C_,L)Ll_(n-1)/m _L)‘_L1-(9/m)
d(x) d(r}

pour )\eﬂe, IX] >p . .
(Dans (1.12), (__)\)-1+((n-1)/m) est la détermination holomorphe de la puis-

(1.12)

sance dans le plan complexe privé de R, , qui est positive sur le demi-axe néga-

tif, ds est la mesure de surface dubord I' de Q et a = est la constante :
’

(1.13) % = 1) (sin 102 DyT

THEOREME 1.2. - Sous les hypothéses (H) et (1.10), on a

(1.14) NQA) = . z \ 1=v )\(n"T)/m + O(A((H-U/m)‘(e/Zm)) A > + oo
e )\js

pour tout 0 g 6 < 1/3 .

(®) avec La convention habituelle

(%%) dw est La mesure de surface ((n - 2) dimensionnelle) de La sphire STs



(Dans (1.14), (}\j)j 51 désigne la suite des valeurs propres de A , rangée
par ordrec croissant des modules, et y est la constante :

(1.15) v=(n'™ [, lgrad GITLL o)]ds )
)z

REMAROUE. - On pourrait aussi envisager la réalisation de Dirichlet R de
e (.,D) . On obtient alors des résultats analogues 3 (1.12) (1.14) (1.15), 1la
constante % correspondante est en général différente de vy .

§ 2. - APERCU DE LA PREUVE DES RESULTATS

Sans diminuer la généralité, on peut toujours faire les hypothéses du théo-
réme 1.1 et supposer que la forme a(u,v) est !-g:/ 2(Q)-fortemerit coercive.

D'aprés un résultat de P. Bolley - J. Camus [3], le domaine de A est domné
par :

D@ = H, @

Alors, le théoréme A et B donne le :

LEMME 2.1. - Il existe une constante C > 0. telle que :

n/m
6o ¢ ¢ L
d(d)
2.1 n/Zm
6, | € € locoguy) ™4 AL

d(d)
pour tout x,y €2 , A€R, |A| > 1.

Pour étudier j GA (x,x)dx , on est amené 3 considérer une partition de Q
Q

(2.2) Q=0 uf.ﬁe

avec O = {x ; dist(x,I') > e}, @E =Q - Q. .

€ > 0 est 3 choisir.
Considérons deux réels & et &§' telsque 0 < §+§'< 1 .
Prenons € de la forme :

lorsque A parcourt la région R 5
On utilise alors (2.1) pour estimer J G)\(x,x)dx .
q

_ €
Pour [’J&sG)‘(X’X)dX = U (J Gx(s*\)t,swt)dt)ds] (140(g)) , on localise au
ro



voisinage de chaque point du bord comme dans [6] Par la technique des contours
successifs, on-obtient : pour tout k entier > 1 , il existe une constante
C>0 telle que :

N

\ fg 6, (x,)dx - (zm)' " an’m(ngrad (p(s)l"“(j§1oj (s)ds) (-1) " 1*0-1/m

(2.3)

c |A[n-1/m [ AL ap-8'/am , |y -(-2) (2-6")/4m l)\l-k(1-6-6')/2m]
dd) Ld®)

pour A C'S?.G , |A| assez grand.
(2.3) donne alors le théoréme 1.1 si 1'on choisit :
§=6 ,8"=20 et 1-386 >0

Pour prouver le thé€oréme 1.2 , on considére, pour X € R .-

ety -] - -[ 4o
j>1 Reds) 0 t-A

Une formule de A. Pleijel permet d'étudier N(t) Jlorsque l'on connait
f(A) , A parcourant la région CRG .
On sait que :

- 1
{2.5) IQ G)\(x,x)dx = J§>i1 7\—J—:X

et par conséquent, on pourra remplacer dans (2.4) f(A) par I G, (x,x)dx
94

o ! . Ce reste est donné par le :

modulo le reste ) ——1—3‘— -
i j>1 Re)\j—x

LEMME 2.2. - 11 existe une constante C > 0 telle que :

o . 2
@6 | I yor - I 1 < ¢ pTTetmer/m |3
j21 ) j>1 Re)\j -A ao)

pour X €R, [Al > 1.

Alors (2.4) (2.5) (2.6), la formule de A. Pleijel et le théoréme 1.1 permet-
tent de prouver le théoréme 1.2.
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