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Rappelons d'abord le théoreme classique de Cauchy-Kovalevsky pour

un systéme non linéaire du premier ordre : le systeme
du du du
Ft= f(t,x,u,-a—); ,...,a—x-)
1 n

(1)

u(0,x) = uo(x)

ou u est analytique au voisinage de O et f analytique au voisinage de

du
(0.0,uo(O),..., 3;2(0)), a une solution u unique analytique au voisinage
n

de 1l'origine.

N. Nagumo [4] a étendu ce théoreme au cas ou f est seulement con-
tinue en t a valeurs dans les fonctions analytiques dans les autres
variables : il obtient alors une solution locale unique continue en t a
valeurs dans les fonctions analytiques en x. Des démonstrations de ce
théoreme, dans des contextes plus généraux ont été données indépendamment
et par des méthodes différentés par L. Nirenberg [5] et L. v. Ovsjannikov
[6]. L'idée commune est la résolution d'un probleme de Cauchy abstrait
dans uﬁe chaine d'espaces de Banach (idée introduite et utilisée aussi

par T. Yamanaka, J. F. Treves E?]...).

Dans [1] nous avons étendu le résultat de Nagumo au cas de
problemes singuliers du type de Fuchs que nous allons décrire ci-dessous.
La méthode est inspirée de [2] et du travail de L. Nirenberg [5] qui traite

le cas non caractéristique.

Commengons par un exemple : soit au voisinage de O dans R2

1'équation scalaire

' g—‘é = %%-;-:-+ h(t,x)
(2)

u(0,x) = u (x)
o]

ou u_ est donnée analytique au vcisinag de O et h est supposée, pour

. s e . . s 2
simplifier, analytique au voisinage de O dans R™; on cherche u aussi
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analytique au voisinage de l'origine. On voit que ug doit satisfaire au

voisinage de O

uo(x)éuo(x) =0,

ox

ce qui implique uo(x) = ¢ € €. On distingue les cas c # O et ¢ = 0 (respec-

tivement : non fuchsien et fuchsien suivant la terminologie dans la suite).

Dans le cas ¢ # 0, il existe une infinité de solutions de (2) ;
on résoud un probléme de Cauchy avec surface initiale non caractéristique
{x = 0}, sur laquelle on peut avoir une donnée initiale ¢ analytique

arbitraire pourvu que ¢(0) = c.

Dans le cas ¢ = 0,(2) a une solution unique ;‘cela résultera du

théoreme 1 ci-dessous (la vérification en est laissée au lecteur).

Nous considérons le systeme

tou du du
(3) ""{ = f(t)x’uy'a_; ""7'8—;(' )
1 n
avec u = (ul,...,up), f = (fl""’fp)’ t € R x = (xl,...,xn) € R";
oo} . N
les fonctions fi pour i = 1,...,p, sont & par rapport a t a valeurs dans
1'espace des fonctions analytiques des variables x, u,...,%% , définie
du n
dans un voisinage de (0’0’“0(0}"""5§2(°))’ ou u_ est une fonction analy-
tique définie dans un voisinage de O adns R” telle que
q q
Buo(x)
(4) ‘ f(O,x,uo(x),...;——4 ) =0
ox
n
On dit que le systeme (3) est fuchsien en (O,uo) si on a pour i = 1,...,n
auo(x)
(5) f’u (O,x,uo(x),...,g;— ) = 0 au voisinage de O.
dx n

i

On supposera (4) et (5) vérifiées. On note

Egg(x)

AMx) = £' (0,x,u (x),...
u o

On a alors le résultat
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Théoreme 1 : Si det(A(0) - kI) # O pour tout k € N, 1'équation (3) a une
unique solution u définie dans un voisinage de O dans.Rn+1, C? en t a

valeurs dans les fonctions analytiques en x et telle que u(0,x) = uo(x).

De plus, si f est analytique aussi en t, il en est de méme pour u.

Ce théoreme et des résultats analogues pour des équations d'ordre
supérieur seront obtenus en passant par la résolution de problémes de
Cauchy singuliers abstraits (lesquels ont d'autres applications non traitées

dans cet exposé).

Le plan est :
I - Probleme de Cauchy abstrait sous une forme réduite.
II- Réduction du probléme de Cauchy du premier ordre.

- Equations d'ordre supérieur

§ 1. PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT SOUS UNE FORME REDUITE

’ -~ ’ I3 ]
On se donne une chaine decroissante (XS)O<SSl d'espaces de Banach

(i.e. pour tous 0 < s' < g < 1, 1'injection de XS dans XS, est de norme

* IS
< 1) . Soit A un opérateur linéaire de LJ X dans lui-meme dont 1la

. <
restriction a chaque XS est continue de stﬁ%ns lui.-méme (AGEf(XS,XS)).

On fait l'hypothése

(11 existe M > O, un compact K et un contour Y entourant K contenus
dans {z€ € ; Rez< 0} tels que, pour tout s € ]0,1], le spectre sp A
s

de A opérant dans XS est contenu dans K et

(6)

sup l[(z-A)_ln < M.
z €y £(XS,XS)
s€]0,1]

¢ Exemple : On prend XS = (YS)p ou YS est 1'espace dés fonctions a-
nalytiques bornées sur le polydisque {z =(zl,...,zn) € ¢" ; Izil < ps} avec
p > 0. L'application des résultats abstraits du paragraphe II dans ce cadre

donnera le théoreme 1.
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Soient T > 0 et h € G(L—T,T],Xl) ; on désigne par u_ 1'unique

élement de X1 verifiant

- Au = n(0).
0

Soient R > O et g une fonction de [-T,T] x LJ {uexg ;llu - uons < R}

LJ O<s<1
dans X, qui, pour tous 0<gs' < s = 1, est continue de
0<s=1
[—T,T]x {ue Xg ;Hu— uOHS < R} dans XS, . On suppose qu'il existe C > 0 tel

que pour tout s € ]0,1) et tout u € X vérifiant |lu- uo”s < R
il existe Au € c([-T,T], S(XS,XS,) pour tous O < g' < g et vérifiant

i C
(7) sup ||A, (t) < '
tl=T " H£(x X ) S° s
s’’s
et, pour tout v € XS avec Hv-—uons < R,
C 2
(8 sup |lg(t,v) - g(t,u) - Au(t)(v-u)HS, < — HV"““S .

|t]=T

On suppose aussi (ce qui est toujours possible quitte a restreindre la

chaine (Xs)) que 1l'application

(9) te g(t,uo) est continue de [—T,T} dans X1
On a alors, avec les hypotheses précédentes le résultat suivant

Théoreme 2 : L'équation

(10) tu' - Au = tg(t,u) + h(t)

admet au voisinage de t = O, une solution unique au sens suivant :

Il existe To € ]O,T] tel que pour tout a € ]O,TO] et tout s € ]O,]i, il

existe une unique fonction u € C{J-a(l—s),a(l-s)[,xs) vérifiant
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flu(t)-u ]| < R et (10)
ttlfi?l-s> lute-ugl et

De plus u(0) = u
L

Pour la démonstration de ce théoreme nous avons besoin de

quelques préliminaires.

1) Equation fuchsienne opérationnelle

Soit X un espace de Banach et L € £(X,X) tel que
spLc {z€€ ; Re z < -2& < 0} .

Lemme 1 : Pour tout f € G([-T,T],X) il existe une unique fonction
u € &([-T,T),X) vérifiant

(11) S tu' - Lu = f dans |-T,T(.

De plus tu' € C([-T,TJ,X) et (tu')(0) = 0. Cette solution u est notée H, f.

-

L-T ¢ £(x,%

Démonstration : Pour ¢ € ]O,o[, on définit 1'opérateur o~

par la formule

-L-1

(o} = [' G-Z—l

1 -1
Sin v (z-L1L) “dz
Y
ou Y est un contour entourant sp L et est contenu dans {z€ €, Rezs -g}.

On définit alors

1
(H () =[ o

(o]

-L-1 f(ot)do

et on vérifie que HLf € G(E-T,T],X) est la solution unique de 1'équation

(11) ; de plus on a :

It ) (0 fy < ¢ [ [£(0)] a0
[o,t]

c
| (1, £) ()] < 2 su £ (0) ,
L X € GEEOJ]H I
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et que pour tout k € N, si f € Cﬁ([—T,T],X) alors H, f € Ck([—T,T],X) et

Bt € o, 1, %) .

2) Résolution de (10) dans le cas linéaire

Pour a € ]O,T] on note Ea 1'espace des fonctions u définies dans

j—a,a[ a valeurs dans '\JXS telles que, pour tout s € ]O,l[,
o<s<1 »

u € C(]~a(1—s),a(1~s)[,xs)

t
a(1-s)

et N_(u) = sup (HU(t)HS (1- ) <@

|t]|<a(1-s)
0<s<1

On suppose ici que g dans (10) est de la forme g(t,u) = A(t)u

ou A € C(]-a(1-s),a(1-8)[, £(X,, X)) pour 0<s'<s < 1 et vérifie

sup  [AD)]) < =<
|t|<a(1—s) £(X ,X ) s'-s
0<s<1 s s

On a :

1

Lemme 2 : Pour a € |O, ZETZ

[ et £ € E 1'équation intégrale

u = H, tAu + 4

A
a une solution unique dans Ea , en plus
(12) N (u) S ——e N_(4)
a 1—«4a(3C0 a
Démonstration : I1 suffit de montrer que 1l'application u = HA1;Au est

continue de Ea dans lui méme et vérifie, pour tout u € Ea’
(13) N (H,tAu) < 4aCC_N_(u)
a A o a

Pour u € Ea et s € j0,1[ , on a
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(B taw ] < c [ _IHA(o)u(o)Hsdc.

LR |

Pour s(o) € ]s,gilgi[ on a

- C Ca(1 - s(o0))
la(@u(@| ;= srors W@l (o) * oG =TsD Na(®

En choisissant s(o) = %{s—kl-lgl) , une majoration d'intégrales donne (13).

3) Démonstration du théoreme 2 par l'utilisation d'une méthode itérative

du type de celle de Newton

On peut supposer que h(0) = O et donc u, = 0.

Résoudre 1'équation (10) équivaut a résoudre, dans les mémes

espaces, 1'équation intégrale

(14) u = HAtg(t,u) + HAh'

On utilise une suite a, définie par

k

v s L. = 1
a choisi ultérieurement dans Jo"ZTEE; [

1

5 pour k =2 O
(k+2)

ak+1 = ak(1 -

On va construire par récurrence une suite de fonctions (uk) vérifiant

= i =
(15) u, € Eak_1 pour k = 1 et u o ,

; R
(16) ”uk(t)ﬂs <35 pour |t] < ak(l-s) pour k 2 0 et s € ]0,1[ ,
et définie par

K pour k = 0, ou vy est donnée par

(17) v. = H tA v +Hh+HAtg(t,uk)—u

k A k
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On remarque d'abord que (17) a un sens gréice a (15) et (16) ; en effet si

u € C(J—ak(li-s),ak(l—As)[,Xs) pour tout s € ]0,1[

il en est de méme de g(t,u).

Il résulte du lemme 2 avec a = a et A = A, que (17) a une unique
soluticn v. € E et telle que k
k a
k
1
(18) Nak(Vk) < —f:-rak-at—o Nak(HAh + HAt g(t,uk) - uk)

I1 suffit maintenant de prouver (16) pour 1'indice k+ 1 au lieu de k, en

choisissant a assez petit indépendamment de k.

On note

1 1

¢, = T-Fa ¢ 2T-7.°CC
) o k o

pour tout k € N,

et

Xk = Nak(HAh - Hﬁ'tg(t,uk) - uk)

On a pour |t] < ak+1(1— s) et s € Jo,1[ ,

w1 Ol = v O+ Tl (O
ak(l- s) ; ‘
< Nak(vk) E;TTTET:T€| + ”uk(t)ns H

d'apres (18) on a donc :

i i 2 i
“uk+1(t)”s < Cllk(k-r2) + Huk(t)ns’

et donc

k
. i - . 2 Pt
Huk+1(t)ﬂs = C = Aj(3+2) pour |[t]| < a

(1-8)
. 1
3=0

k'.—

I1 suffit donc de montrer que 1l'on a, pour a  assez petit indépendamment
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de k,
k
(19) c. T A+ <2
1 . ] 2
j=0
Pour cela on calcule Kj en fonction de Kj—l pour j = 1,...,k ; on note

r = g(t,uj) - g(t,uj_l) - AL (uj - uj-l)

De (17) pour 1l'indice j, on obtient

HA(tg(t,uj_l) +tA (uj-uj_1)+h)~ uy = o,

et donc

lj = Naj(HA t rj)

On a par ailleurs, pour [t] < aj(l— s) ,

H(HA tr'j)(t)ns < j[o . Hrj(o)”sdo ;

’

en utilisant (8), on a pour s < s(o) < 1 - %?L ,

(l-s(o))aj_1 5

|t]
\ C
H(HA1”5’ (t)Hs = jo s(0) -s (Najnl(vj-l) aj_l(l-s(c7)—0) do

On prend

’

1
s(o) = -%- (s-rl-%)

en utilisant (18) pour 1'indice (j-1), on obtient apres de pénibles majo-

rations d'intégrales :

" 2 2 . 2 .
(20) R < 4(301 a Rj_1(3+1) .

Pour obtenir (19) il suffit d'avoir par exemple

(21) Kj < B(j+2)_4 pour j = 0,1,...,k
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avec P assez petit pour vérifier

[e<]

(22) BC, T (j+2) 7% < R/2
j=0
On suppose (21) jusqu'h l'ordre j-1 et on le montre pour 1l'ordre j ; de

(20) on déduit

2 . 2.2, . -8
'AJ. < 4C C1 a_ (3+1) B (j+1) ;

il suffit d'avoir

. % . -6 -

(23) sup ((j+2) " (j+1) ) < (apcca )t

. 10

jENWN

On choisit d'abord B vérifiant (22); on peut alors choisir a

assez petit pour obtenir (23); il reste seulement a montrer qu'avec a
assez petit on peut aussi réaliser (21) pour j = O; ceci se fait en uti-
lisant des inégalités déja utilisées sur 1'opérateur HA et est laissé au

lecteur.

Alors, pour a  assez petit, on a construit par récurrence une

suite (uk) de fonctions vérifiant (15) (16) (17) et

Na (uk+1

-u) =C B(k+ 2)7% pour tout k € N .
Kk 1

On pose

a = lim a
bt k—ooo k

La suite (uk) converge dans Ea vers une fonction u vérifiant
o0

lu(o)fl = R/2 pour [t] < a (1-8) et s € Jo,1[.
I1 résulte de (17), par passage a la limite, que u vérifie 1'équation (14).
Pour démontrer 1l'unicité de la solution de 1'équation (14), on

montre par des estimations du type de celles déjé utilisées, que si u et

v sont deux solutions de (14) dans Ea on a
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N (u-v) £4acCcC (1+2R)N (u-v) ,
a o a
ce qui implique l'unicité pour a assez petit.
Remarque 1 : Si, en plus des hypotheses du théoreme 2, on suppose
o<}
g et hC en t, alors la solution u est aussi C” en t; cela résulte de

1'équation et des propriétés de 1l'opérateur Hy

On peut aussi montrer que u est analytique en t si g et h le sont.

§ 2. REDUCTION DU PROBLEME DE CAUCHY DU PREMIER ORDRE

On considere ici une chaine décroissante d'espaces de Banach

> R T . . .
(XS)O<SSS1 avec s, 1 Pour |t| < et 1 < i < n, on considere des

opérateurs Ai(t) tels que
o
Ai €C (E—T,T],£(XS,XS,) pour tous 0 < ' < s < s, ,

sup (s- s')HA(E)(t)Hg(x x ) S ® pour tout p € N.
|t|sT s’ "s!
O<s'<sSs1

On note aussi pour i = 1,...,n

A.(t) - A.(0)
1 1

T pour 0 < |t]| = T

Ai+n(t) =

Ai(O) pour t = O

Soient u donné dans XS , R>0 ; pour s € ]O,SIE on note
1

1, . »
alug,e) = (y ooy € XM 5 iy —uio < Ret |ly;-a,(0u || <R

pour i = 1,...,n}.
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Soit F une fonction & de [-T,T] x Q(u,s) dans X_ pour tout s € ]O,sl[

et telle que
F(O,uo,Al(O)uo,...,An(O)uo) =0

On note F% et F& les dérivées partielles de F par rapport a t et Y; pour
i

Le but de ce paragraphe est de résoudre au voisinage de t=0

1'équation

tu' = F(t,u,Alu,...,Anu)
(24)

u(0) = u, .
On note E(t,u) = F(t,u,Alu,...,Anu) et

~
A =F'(O,u) -1
u o
On désigne par Fi le commutateur LA,Ai(O)] pour i = 1,...,2n

Evidemment A et Fi pour i = 1,...,2n appartiennent a
£(XS,XS,) pour tous O < g' < g < S, -
On fait maintenant l'hypothése essentielle décrivant la caractere

fuchsien de 1'équation (24).

Les opérateurs A et Fi’ pour i = 1,...,2n, sont dans £(XS,Xq)

pour s € ]O,sl[ et il existe B > 0 tel que

sup || Al < B et
O<s<s1 £(xs’xs)

su Ir.
o222, Millscxxy < b

i=1,..,2n
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On a alors le résultat :

Théoreme 3 : On suppose que SP AN N= @ pour tout s € ]O,slt, alors

1'équation (24) a une solution 2~ unique au voisinage de 1'origine.

L'existence et 1l'unicité s'entendent au sens du théoreme 2. La
démonstration de ce théoreme se fait en trois étapes.
1) On pose u = uo-+tv, ce qui permet de mettre 1'équation (24) sous la

forme
(25) tv' = AV = tG(t,v,A1v,...,A2nv)-fH(t)

ou G et H vérifient des hypotheses de régularité analogues a celles de F.

2) Dans le cas ou A ne vérifie pas (6), on utilise un développement de
Taylor d'ordre m tel que p -mI vérific (6) ; on a alors a résoudre un
systéme fini d'équations stationnaires et une équation du type (25) ou

A vérifie (6). Ceci permet aussi de traiter le cas ou spSA rencontre N.

3) On va quasilinéariser (25) (en supposant que A vérifie (6)). On note

W =V
o
w, = Aiv pour i = 1,...,2n ;
en appliquant Ai a (25) pour i = 1,...,2n on obtient
tw!' - Aw_ = tG(t, w ,...,w, ) + H(t)
(26) o o o 2n
to- B = !
twi - Aw 4 Tow o= LA, G(t,wo, ,w2n)+tAiwO
Ai—Ai(O)_
+ AiH—t[/\, v,
L'équation (26) se met sous la forme
~ ~ ~
(27) tW' - AW = tG(t, W) + H

avec
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AO. .t 0

) » : .

W = : A: '-]._‘1./\ .
w R

2n 0

- TH, 0--A

~ ~ . .
et G et H vérifiant les hypotheses sur g et h du théoreme 2 dans la chaine

2n+1

(Xs) On remarque X vérifie (6) dans cette chaine et on peut alors

appliquer le théoreme 2 et la remarque 1.

§ 3. EQUATIONS D'ORDRE SUPERIEUR

Pour plus de simplicité on considere seulement le cas d'une
équation.

Soient (Ai)i— une famille d'opérateurs indépendants de t,

1,...,n

commutant entre eux et vérifiant

sup (s-s") ||A,]] <
O<g'“s<s l£(X,X )
1 s’ s'
1< 1 <n
a, a
Pour a = (al,...,an) € Nn, on note A% = A1 ...Ann

On veut résoudre au voisinage de l'origine des équations de 1la

forme

£
t

tkD:u = F(t,D

A%u pour O < L+ lal < m, £<m
(28)

avec k e N, mée€ N, k < m.
Pour écrire (28) sous une forme réduite, on cherche u sous la forme

- N 4 L 4m
u(t) - u tu1 ) wo t v(t)
et on prend un développement de Taylor d'ordre m de F. Les conditions de

compatibilité donnent m équations en Ujseee Uy o Si certaines dérivées
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partielles de F s'annulent en (O,Aauz pour 4 +|lal < m , £<m) alors (28)

‘peut se mettre sous une forme plus agréable que 1l'on considere désormais.

Soit 1'équation

m m-1 £.,a
(29) (D)D" + p, ED) T v e p v = G(t, (£D) ATtV pour 4 +]al < m,
4 < m)
ou
sup HA.H o
0<i <m-1 1 £(Xs’xs)
0<s s:a

N
La fonction G(t,y’&"") est @ de [-T.T] x {yz’“e (x) ;\\y’l’“ns <R
pour tout (£,a)} dans XS pour tout s ¢ ]O,slj. On a noté N le nombre

n+1

de multi-indices (£,a) € N tels que 0< || +4 < m, £<m, et R un

nombre strictement positif donneé.
Pour A € €, on note

P(R) = A7 + A A toou + A

On a

iThéoreme 4 : Si P(k) est inversible dans XS pour tout k ¢ N et tout

s € ]O,sl], alors 1'équation (29) a une solution @ unique au voisinage
de t = O.

Démonstration : On remarque d'abord que pour tout £ ¢ Non a

P(tDt)t'e = p)th
(30)

ot Dt)tﬂv(t) - the(t D) v(t) -

On note
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0 1 0-- - --0
0 0 1 0
~
A o=|
' -1
-:AO -Al ------------ -Am-l

et on vérifie que A ¢ sp N si et seulement si P(X) est inversible.

On choisit p tel que X-—pi[ vérifie (6) dans la chaine (Xs)m.

On cherche v solution de (29) sous la forme

v(t) = v o+ tv s tP-1y + tpvp(t) ;

1 p-1
en utilisant (30) on détermine de fagon unique VorttVpog puisque P(2)
est inversible pour{ = O,...,p~-1. La fonction (29) vérifie une équation

de la forme (29) ou X satisfait de plus (6) dans la chaine (Xs)m. On va
désormais se placer dans cette situation. On démontre d'abord que (29)

a une unique solution continue : pour cela on réduit 1'équation a un
systéme du premier ordre aprés 1'indispensable changement de variable

6" = t. Le théoreme 3 s'applique alors au systéme obtenu. En fait, il donne
une unique solution @é en 0. Pour montrer que cette solution est en fait
¢” en t, on montre un résultat de régularité pour 1'équation (29) en la

ramenant a une systeme qui en tD est du premier ordre.

t b

Exemple : -Soit dansﬁRnxiRp (oh les variables sont notées

(x,y) = (xl,...,xn,yl,...,yp)) 1'équation

P a2u P 2 P du o

5 5+ f(y yi o X Ty, 3y, Dxu pour Ial <2) =0
(31) i=1 3y i=1 i=1 i

u(x,0) = uo(x)

ou U est analytique au voisinage de l'origine dans R" et f est

analytique au voisinage de (0,0,0,D% u pour |a| < 2).
ytiq x Yo

L'équation (31) a une unique solution u(x,y) analytique et

invariante par rotation autour de Yy Feees yp = 0, c'est a dire de la
2 N
forme ulx,y) = u(x, ¥ yi) ou u(x,t) est analytique au voisinage de O dans
i=1
n+1

R
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On fait le changement de variable t = y?;l'équation (31)

i=1
devient
2 ~ ﬁ ﬁ o~
449 § + 2p au f(t,x,2t ol , D'u pour la‘ <2) =0
at2 3t at b'e

On cherche U de la forme U = u0+~tv et on obtient

4(tDt)2V4—(4~+2p)tDtv+ 2pv= -f(t,x,2tD tv,Diuo-+tDZV' pour |a| <2)

t

A cette derniere équation on peut appliquer le théoreme 4, en prenant comme

XS des espaces convenables de fonctions analytiques et Ai = g%— pour
i
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