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§ 0. INTRODUCTION

On se propose de montrer dans cet exposé, comment 1'intro-
duction d'une classe plus générale d'opérateurs pseudo-différentiels
permet de résoudre un probleme de division de symboles (1nsoluble avec
des symboles pseudo-différentiels classiques) et, du méme coup, de
démontrer une condition suffisante de résolubilité locale pour les
opérateurs de type principal a coefficients C°, qui avait été conjecturée
par L. Nirenberg et Treves [ 6] et démontrée une premiere fois dans [1]

par des méthodes plus compliquées.

Le travail exposé :ci est du a R. Beals et C. Feffermann
[2]. " d'autres applications, nous renvoyons aux travaux de L. Boutet
de Monvel [4] et de R. Beals [3] concernant en particulier 1'hypoellipti-

cite.

§ 1. FONCTIONS POIDS ET OPERATI .3 PSEUDO-DIFFERENTIELS

1.1 Fonctions poids . Si1 £ est un point de If% on note <g> = 1 +}§|u

Un couple (3,9) de fonctions continues sur R"x R" sera appelé couple de

fonctions poids, s'il existe des constantes positives c, C, e telles

que

() ¥ (o) e R R ona: c<slxg) < Ce>ioe<e>® < plx,e) = ©
(11) ¥ (x,8) ¢ RanRn, on a ; ¢(x,e). 8(x,5) = ¢

(i11f ¥ (x,y,e,7) ¢ R R" tel L <ga~<>, CalxE) L aly,m)
i11 x,y,g,M) € KX el que 3 7>, on a vy cacy

(iV) » (X’E)’ ’V'(yy'n) € RnXan tels que . 'Y'Xl <c (P(xyg)y m'gi < C@(X,E)

on a 3(y,P~d(x,8), oly,M~ glx,e)

¥ s
Deux couples (3,9), (3 ,@e) de foncticns poids sont dits

équivalents si

On peut montrer que tout couple de fonctions poids (3,9) peut étre

. , # % i )
remplacé par un couple équivalent (3 ,y ) vérifiant la condition plus

e On dira que A~B, s1 A/B et B/A sont bornés.
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stricte suivante

(iv)' ¥ (a,p) € N x N?, E]ca > 0

B ’

o P 1- gl ,-lal
IDX Dg 3 | < Ca,B 3 .

o P -l 1-lal
IDXD§<PISCQ’B@ 9

1.2 Classes de symboles : Pour tout couple de réels (M;m), nous défi-

. M
nissons Sé’m comme 1'ensemble des fonctions a(x,g) C® sur I#E(lflqui
’

possedent la propriété suivante

¥ (a,p) ¢ N x WN", Jc g >0, ¥(xg) e R" x R"

a,

|p% n}_; a(x,8)| < ¢ @”'|B'(x,§).¢m"°‘|(x,g>

a,p

Signalons quelques propriétés de ces symboles

+ Lorsque (iv)' est vérifiée, on a : ¢ ¢ S@ ? , & € S $
M-N,m-N _ M,m

®,9 §,9

M+ P, m+
et b S P,p alors ab S ’ p
€ 8,9’ € 3,9

¢ Pour tout réel N> 0, on a : S

¢ Siacges

o=

o
58 68

’
’

o SiacgsS et 8'il existe une constante ¢ > 0 telle que

¥ (x,8) EIRnx R" , alx,g) = ¢ QM.qm

Mt,mt

Alors pour tout t dans R, at € S@ 0
2

1.3 Opérateurs pseudo-différentiels : A tout symbole a(x,g) dans
g 4m
9,9

et défini par

, on associe un opérateur A = a(x,D) opérant de /J(lfB danSfd7CRn)

M) = - Pt B *a(x,8) C@)ag ; ve JRY
2m1)

On désigne par LM’$ , la classe d'opérateurs ainsi introduite ; et on a
?

les théoremes suivants
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Théoreme 1.1 : Si Ae L™ et B¢ PP | alors A.B ¢ LM P'™P 10
@7‘? s P @’(P
symbole aob de AB a un développement asymptotique :
(04
1 3 a x
ao bay a—!(\ a) (Dxb)
a o g
au sens suivant :
1 3¢ a M:P-N,m+p-N
¥ N entier positif, ae b - =, (= _a)(d_b) ¢ S »M*P
al a X 3,0
a|<N ag
M,m ¥* M,m
Si A L’ A L.’
i PAEE e T C e

La dionsueticn ¢st une adaptation de la methode clussique

(avec cepeudant des difficultés techniques supplémentaires) .

Théoreme 1.2 : Si A est dans L;’; , A peut étre prolongé en un opira-
’

|
]
Lteur continu de LA(IJB dans Lz(Rn)b

L.a démonstration utilise un théoreme sur les sommes

d'opérateurs "presque orthogonaux" utilisé dans [5], pour démontrer

la continuité dans L2(Iﬂ5 des opérateurs de Lg 1 de HBrmander.
33
Remarque 1 : Les opérateurs introduits ci-dessus ne sont pas en

général pseudo-locaux®

1,1
8,9
dans la direction h) n'a évidemment pas cette proprieteée.

En effet, si ¢(x,§) = 1, 3(x,8) = 1 ;

el<h’§> € S pour tout h dans R" et 1'opérateur associé (translation

Cette propriété est vérifiée, si 1'on suppose que (3,¢)

vérifie 1'hypothese supplémentaire
(v) :']C>0, 6>0;¥(X,§)6Rnx Rn;@(x,g)zc<5>6

Remarque 2 : Invariance par transformation canonique : Notons qu'on
peut localiser les définitions précédentes dans des cdénes du fibré cotan-
gent en faisant 1'hypothése supplémentaire @/@nﬁ<§>. Les classes intro-
duites sont stables par les transformations associées au Fourier intégraux

elliptiques et ceci permet 1'usage de transformations canoniques pour

¢ On dira qu'un opérateur A est pseudo—locai, si, pour u dans <!'tm"),

supp.sing (Au) ~ supp.sing u.
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simplifier certains problemes.

-6
Exemple : ¢(x,g) = <€> , 3(x,e) = <> (0< 8 < p <1, 6§< 1)
M,m . . My - m6,_n
Alors SQ’? est la classe introduite par HUrmander Sp'6 (R
’ b

1.4 1Inégalité de Garding précisée : 1'introduction de la classe

d'opérateurs pseudo-différentiels ci-dessus permet de donner une

démonstration tres simple de 1'inégalité de Garding.

Théoreme 1.3 :Soii « un symboleréednon négatif de S alors il existe

1,1
$,9 ’
un couple de fonctions poids (y,¥) et une constante ¢ , tels que :

[0}

-1/2 -1/2 1/2
(i) @1/2.W / <Y< ¢ 8 ;8 / -9 / SV e
- -1
(i) v iy =97l
1/2,1/2 0,0
et des symboles b ¢ SY " , ¢ € SY v tels que b(x,D) = O et

_a(x,D) = b(X,D)2+ c(X,D)’.

Esquisse de la démonstration :0n peut supposer que Q€ Sg’;
¥y

Posons

Y = §1/2.?—1/2(a+1)1/2 HAVEE @_1/2.Q1/2(a+1)1/2

de sorte que 1'on a Vv.¥y = (a+1).
Utilisant les inégalités

a(x,g) > c|§7xa(x,§)|2?(x,g) @'1(x,§)

a(x,g) = el a(x,g)lzé(X,§)¢(X,g)_1
3

qui résultent de la non-négativité de a, on vérifie que (¥,y) est un cou-

*
ple de fonctions poids. On pose alors b(x,D) :[(a+1)1/4(x,D)] [(a+1)1/ﬁx’pﬂ_
Le calcul symbolique permet alors de montrer que b(x,D)2 = a(x,D) + o x,D)

ou c(x,D) est dans L;’$
b
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§ 2. RESOLUBILITE LOCALE

La seconde application du calcul symbolique dans les classes
M,m

S@,q est une nouvelle démonstration de la suffisance de la condition (P)
de L. Nirenberg, F. Treves pour la résolubilité locale des opérateurs de
type principal. Pour une présentation détaillée de cette question, nous
renvoyons-a [6] et a sa biblicgraphie.On peut montrer, que cette étude
se raméne, aprés localisation, et usage de transformations canoniques,

a 1'étude d'un opérateur pseudo-différentiel du premier ordre du type

suivant

2= - p(t,x,D) 5 te[-1,+1], x ¢ R

ou p(t,x,g) est un symbole réel dans dw([—1,+1]x R x R™) vérifiant :

(2.1 “(j,a,B) € N/]N ><]N ]C L, P = 0, ¥ (x,t,g) € (Rnx[-1,+1]><]Rn)

J 1-8|

D D D (t,x,g) C. >

I £ p '€ ' < jya,p <g

(2.2) Pour (x,g) dans Iflximn, le signe de p(t,x,g) est constant lorsque

t varie dans [-1,+1].

On rameme alors 1'étude de la résolubilité locale a la

démonstration du lemme suivant :

Lemme N.T : Soit p(t,x,§) un symbole vérifiant (2.1) et (2.2), alors

1'opérateur correspondant pt(x,D) peut étre écrit sous la forme :

pt(x,D) = At.B + Ct

ou B est un opérateur self-adjoint non borné dans Lz(lfh t est un-

opérateur self-adjoint, borné, non négatif et ou [At’B] [[At’B]’B] c,

sont des opérateurs bornés dans L (R )

On déduit, en effet, d'un théoreme sur les opérateurs :

-%1 - AtB —(k ,une inégaliteé L2 qui permet de conclure.

L'idée la plus simple pour démontrer ce lemme serait d'écrir
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*

le symbole p(t,x,g) sous la forme : pt(x,g) = at.b+ct ou a,,b,c

)
sont des symboles classiques d'ordre O, 1 ,0 respectivement e: ou zt > 0.
Si py pouvait s'écrire ainsi, la conclusion du lemme se déduirait immé-
diatement du calcul symbolique classique et de 1'inégalité de Garding.
C'est ce qu'ont fait L. Nirenberg et F. Treves dans le cas ou pt(x,g)

est un symbole réel analytique. Malheureusement, cette décomposition n'est

pas possible dans le cas de C”.

I1 est cependant possible de montrer le lemme suivant

Lemme N.T' : Soit pt(x,g) vérifiant (2.1) et (2.2), alors il existe un
couple de fonctions poids (3,9) tel que pt(x,g) peut s'écrire sous la

forme @

Py = 3 b + ¢, » avec a; > 0, a; € S

0,0
§,0’

L

I1 est clair que (NT)', grace a l'inégalité de Garding démontrée plus

haut, et le calcul symbolique dans les classes SM’$ , implique (NT).
’

§ 3. DEMONSTRATION DU LEMME (NT)'

On considere les trois quantités suivantes qui Jjoueront

un réle important dans la suite :

al(x,g) = szp{lvgpt(xyg)l - <> Vpy (x,0) [

8(x,g) =6e€391] {pt(y,ﬂ) a un signe constant dans le domaine défini par
b
-1
1< tg 1, |y-xle<e>"7n-8] s &)

7(x,g) est un point de [-1,+1] dépendant mesurablement de (x,g) tel que :

(17 p (x,e) | AV N CH N NI a(x2.§)

g

3.1 Remarques préliminaires : Pour donnner une justificatien intuitive

a la démonstration dans le cas général, on peut considérer lex cas

extremes suivants

+ On note dans la suite pt(x;g) = p(t;xpg),
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o S'il existe ¢ > 0, telle que a(x,g) > ¢ dans R"x R" , on peut prendre
"moralement":b(x,g) = Py )(x,g). En fait, on doit prendre une régula-
S X,

risation de p_ qui peut étre définie de la maniere suivante
- -n
b(xig) = [ pb0xeys b <™ by gy (o dyan

ou Y(x,g) désigne une fonction ¢ a support compact dans : |x| < C,!§|-< ©

et égale a 1 sur |x| < 02,|§| < €5y ¢ étant choisi suffisamment petit.

Le choix de 7(x,g) et 1'hypothese a(x,g) > O entrainent

que :

b(x,g) = O:_—’;pr(x’z) =0 ;_.———_—_——_—__—;pt(x,g) =0, ¥t ¢ [—1,+1]

et que la variété des zéros de b(x,E) est une bonne sous variété.

p, (x,g)
F%;—ET sera alors un symbole classique dans SO, non négatif.
?

¢ Si pt(x,g) est de signe constant dans lgn par exemple poxitif, on prend
"moralement" :b(x,g) = <g> (en fait on régularise comme dans le cas

précédent) .

¢ Lorsque localement, on n'est pas dans les deux cas précédents, on ne
sait pas factoriser. On va éliminer ce cas la, en montrant qu'il peut
étre absorbé dans c, -

3.2 Introduction du couple de fonctions de poids :

/2

N

on pose { ?(x,g) a(x,g) + ﬁ(x,i) + <§>‘1

] (xag)

<g> ?(X,g)

(¢,8) est un couple de fonctions poids (seul le point (iv) est délicat
a montrer) choisi pour les raisons suivantes

N pt(x,g) est dans S;’l uniformément en t ¢ [-1,+1]

1
¢ On veut qu'en tronquant pt(x,g) convenablement, on puisse se ramener
(modulo Sg’;) a une fonction factorisable.
H
Or on remarque que, si C est une constante suffisamment

grande
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(8.9 > c} p— a(x,g) + 5(x,g) ZO

et a(x,g) + B(x,g) < ¢(x,g) < (1+«/—\ ) (a(x,g)+ B(x, g)]
C-1

Soit (Q*,Q*) un couple équivalent a (§,¢) vérifiant (iv)', alors, si
g(t) est une fonction C® non négative sur [0,+= [, égale a zéro pour
t < 01 et égale a 1 pour t > C2, on a les propriétés suivantes :

1

e(Q(p)ptGS(P ;(1-9(§ (p))ptGS

s O

24

On peut donc dans la suite supposer que §49 > C .

3.3 Esquisse de la démonstration dans le cas général : ¢, désignera

une constante qui sera déterminée au cours de la démonstration. On dési-
gne par B* (resp.B”) 1'ensemble des (x,g) vérifiant les propriétés

suivantes :
o ¥(t,y,m) € [-1,+1] x B x B%, tel que : ¢ (x,p) ly-x| + 37 (x,e) IN-gl <
pt(y,ﬂ) > 0 (resp. pt(y,ﬂ) < 0)
H(to,yo,ﬂo) e [-1,+1] x R" x R", tel que :
¢-1(x,§)|yo"xl + é_l(x,g)lﬂo-gl < co/2
pto(yo,no) > 0 (resp. pto(yo,ﬂo) <0)

On a clairement B N B_ = g . On désigne par B+(x,§) (resp. B_(x,g))

1'ensemble :

{(y,M) € B" (resp. BT); (Z;(-yfrn) , g('y?ﬂ) ) € supp V}

Y a été définie en 3.1.

On pose :

-n
bl(xag) = II znq“?ty’ﬂ)’ Q(y n)) ? (Y9ﬂ)-§ (y’n)pf(y,ﬂ)(x’g)dy'dn

= E = 1-n 1-n

”B VO § @(y,n) o' My 8 Ty may.an
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b(x,g) = bl(x,g) +b2(x’§)

Ga = {(x,g), il existe un voisinage U(x,E) de'(x,E) pour lequel pt(y'n)
est nul pour tout t dans [-1,+1], tout (y,n) dans U(x,£)}
G = {(x,8) ; 3 (x,g) .9(x,g) < C}

Lemme 3.1 : On suppose que (x,g) ¢ G, , alers, si (c_,c ,C) sont choisics

1’
convenablement

i) blx,e) € s;’

&+ 6 =

ii) S'il existe t _, tel que pt~(x,§) > 0, alors b(x,g) > 0
o

iii) S'il existe to, tel que Py (x,g) < 0, alors b(x,g) <0
o

I1 résulte du fait que : ¢(y,M~9(x,e), 8(y,M ~3(x,g) lorsque

X - -

H—ﬂ— t dans 1 t a 1 d L
(? Y sy ) est dans le support de V el de ce que pt(x’E) est dans
1,1 1,1

Sé,? $,9

, que b(x,g) est dans S

Montrons le point (ii). Si a(x,g) > 0, on montre que B_(x.g)
est vide. On a donc b(x,g) > bl(x,g). La démonstration est la méme que
celle donnée en 3.1. Lorsque a(x,g) = 0, %%ﬁfﬂ% est tres proche de 1
on montre que B—(X’E) est vide et que B+(x,§) est non vide. Par

conséquent, on a
b(x,g) = bz(x,g) >0

On voit dans la démonstration de ce lemme, comment on s'est ramené

localement aux deux cas particuliers considérés en 3.1.

Lemme 3.2 : On suppose que (x,g) 4 Gb U G, alors si (co, c C) sont

]!
choisies convenablement, on a l'estimation suivante

n n n n .

¥ (a,p) € N'x N, do =0 ¥xp) € RxRU\[G U G)
P (X’E)

Pt

a -1 8] -|al
leDg m—) )| < Ca’B $ (X,g).ﬁp (x,g)

En un point (x,g) de R"x Rn‘\ {Ga U Gb}, on distingue

les trois cas suivants
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() ¥ te [-1,+1], ¥(y,) 5 ¢ “1(x g)'y-X‘ + 3 (X,g)l'n-gl ¢, P (¥41) >0
(2) ¥ tei-1,+1], ¥y, § ¢ (x,g)ly-m + 3 (x,g)lnw!f 2¢t p, (y,M <

(3 ('y 7) change de signe dans {-1< t 5 1; (x e.-) ly-x| -

(X,E)‘ﬂ-—g ] . 2(‘.0‘%

pans le cas (1), on montre (en utilisant (&",5) ¢ Ga) qu'il existe une
constante Cze teile yue pour tout (x,:) sverifiant (1), on ait :

#

blx,e) = bylx,e) = g 3(x,8) p(x,e)

Les estimations se déduisent alors facilement de cette inégalité.

e cas (2) se traite de la meme maniere.

Dans te cas (3), ou montre que, si <, est choisi assez petit, il existe

une constante c,, telle que, pour tout (x,#) vérifiant (3), on ait :
ol T b 0] = ey 5t g

On peut alors obtenir, grace a cette inéga:ité et aux estimations sur

\ p
Pyo b, by des estimations sur Ft' ’ -E- . Oi doit veérifier auparavant que :
1 ]

bl(x,g) = 0 ——Hb(x,e) {0 ; pt(x,g) =0
1 rsque (3) est vérifié et que (x,p) n'eélé pas dans Ga U G- On en

déduit alors les estimations sur ﬁ en #tilisant -Gl-)-z 1.
b | 1
Nods sommes en mesure de ferminer la démonstration du
Temme ¢NT) ",

Si Cl, C, =ont choisis sgfisamment grands, on déduit du

lemme 3.2 et d'une remarque antérieure 3.2) 1'estimation suivante :

¥ (a,p) ¢ N, | 3C B > 0; ¥ (x,g) € Rr" » Rn\ Ga )

a,

e ® S '.,_ -
ID‘;‘ Db;.gg.......'. . pt(x,g)' < Ca,ﬁ} Iﬁl(x,g) P la‘l(x,g)

hix.z)
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On remarque par ailleurs que si (x,g) est a la frontiere de Ga et en

dehors de G

b pt(x,g) = 0 et b(x,g) # 0. Ceci légitime la définition

suivante de at(x,g).

(3" .¢*)
a (x.g) = LEG% p,(x,E) si (x,8) € G,
at(x,g) =0 si (x,g) € G,

L'estimation ci-dessus et le lemme (3.1) montrent que at(x,g) est un sym-

. . o s o
bole non négatif dans S "% et on vérifie que p, - a b est dans S?’o

(2]
(3]
[4]
(5]

(6]

t ,¢

’
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