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8 0. INTRODUCTION

On se propose dans cet exposé de donner quelques résultats sur
l'hypoellipticité des opérateurs différentiels du second ordre a
coefficients réels. Si on note P(x,D) un tel opérateur, p°(x,£) son
symbole principal, il a été montré par L. HbBrmander en 1967 que 1'hypo-
ellipticité de P implique que : (%) le signe de po(x,g) est indépendant de
E (mais dépend de x en général) (voir [5]) ; cet auteur a donné (dans ce
méme article) une condition suffisante d'hypoellipticité pour une large
classe d'opérateurs P pour lesquels : (%) le signe de po(x,g) est
indépendant de £ et de x. M. Derridj ([2]) a montré que dans le cas
des coefficients analytiques cette condition suffisante était aussi né-
cessaire et 0. A. Oleinik et E. V. Radkevitch [12] ont étendu ces

résultats a tous les opérateurs P vérifiant ().

Dans le cas général (%), les résultats évoqués ci-dessus sont
mis en détraut sur des exemples simples comme 1'a montré Y. Kannai dans
[6]. Nous donnons ici quatre conditions nécessaires, quelques conditions
suffisantes d'hypoellipticité et nous conjecturons une condition suffi-

sante tres proche des conditions nécessaires données.
Ces résultats ont été annoncés dans [16], [17]

§ 1. NOTATIONS ET RAPPELS

Soient Q un ouvert de R" et P - P(x,D) un opérateur différentiel

d'ordre deux dans ().

n n
(1.1) P= v a. (xX)D.D + v b.(x) .2 + c(x) ,
i k=1 e e - B
i<k
. 13
_ ) — e— 2
ou X = (xl,...,xn, € et Dj =3 5%,

P°(x,D) désignera la partie principale de 1'opérateur P(x,D)

et Q(x,D) la partie d'ordre un, de sorte que 1'on peut écrire :

P=pP°+0Q+ ¢
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Pour j = 1,...,n nous noterons'Po(J)(x,D) 1'opérateur différentiel d'ordre
un dans , de symbole.é%_ po(x,g),oﬁ p° désigne le symbole de P°(x,D).
J
. . , . o(1) o(n)
L'algebre de Lie engendré par les opérateurs P PR 4 ,Q
sera par définition le plus petit ¢*-module contenant Po(l),...,Po(n),Q

stable par 1'opération crochet : [A,B] = A.B - BA. Son rang au point x
de () sera la dimension de 1'espace vectoriel engendré par les Z(x);oﬁ Z

appartient a 1'algebre de Lie.

Nous dirons que 1l'opérateur P est non totalement dégénéré dans

Q,en abrégé N.T.0. , si :

n n
(1.2) ¥x ¢q v lag, (x)] + g
°~" j,k=1 K ° j=1

i<k

lbj(xo)! £ 0.

L'espace des fonctions analytiques sur j a valeurs réelles sera noté
aQ,R).

Enfin rappelons que l'opérateur P est dit hypoelliptique dans
Q si pour tout ouvert w de Q, u ¢ 2'(q) et Pu € C°(y) impliquent u € d»(w).

On a le résultat suivant dd a L. HBrmander.

Théoréeme I.1 : ([5]) Soit P = P°+ Q + c un opérateur différentiel d'ordre
deux dans ) a coefficients C’(Q), tel que les coefficients de P° soient

réels. Si P est hypoelliptique dans (2, pour tout X, de ( on a : ou bien
po(xo,g) 2 O pour tout g de lﬂ% ou bien p°(xo,§) < O pour tout g de R",

§ 2. CONDITIONS NECESSAIRES

A. Enoncé des résultats

Théoreme II.1 : Soit P = P°+Q + ¢ un opérateur différentiel du second

ordre dans Q a coefficients dans g(n,R) et non totalement dégénéré. Si
P est hypoelliptique alors pour tout point~x0 de , il existe un voisinage

in de ce point, une fonction ¢ de a(Qfx ,R) tels que :
o o

(11.1) P = ¢(x) Ax,p) + a(x,D) + c(x) x e/Ifx
. o

ou /¢ est un opérateur différentiel d'ordre deux dans Q a coefficients

dans a(ﬂvg ,R) de symbole
(o]
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- n
(11.2) a(x,g) = i’§:1 aij(X) gigj >0 ¥xc€ ﬁ;o , ¥ € R,

Remarques ¢ En fait dans ce résultat, seule 1'analyticité des coeffi-
cients de p° est importante (ceux de Q et c peuvent étre pris CP) et

cette hypothése est importante pour cette factorisation.

Si le signe de po(x,g) est indépendant de x et de £ on prendra
évidemment ¢ = 7 1. De plus on peut supposer que ¢ = ?1"'?k ou les 9.
i

sont irréductibles et premiers entre eux dans g(Q,R).
Dans ce qui suit nous supposerons donc que P est de la forme
(I1.1), N.T.D., et vérifie (II.2) ; nous préciserons suivant les cas la

régularité des coefficients de P.

Théoreme I1.2 : Soit P = ¢4 +Q + c a coefficients analytiques. Si P

est hypoelliptique dans @, 1'algebre de Lie engendrée par Q et

(D
P, ...,@Jﬁ(n) est de rang maximal dans Q.

’

Remargues :

L'hypothése d'analyticité des coefficients est ici essentielle comme

’

le prouve 1l'exemple de 1l'opérateur hypoelliptique P = D? + 61—1/y _D2
X
(x,y) € R, (voir [10]).

Ce théoreme généralise des résultats de [2] (cas des opérateurs de

L. HBrmander) et de f12] (cas ou ¢ = 7 1).

= 4+

Théoreme I1.3 : Soit P = 94+ Q + ¢ a coefficients C°. Si P est hypo-

elliptique dans  alors :
(I1.3) a(x; grad ¢(x)) = 0 ¥x e {t:oe(t) = 0}
Remarques : Ce théoreme est un cas particulier du théoreme 1 de [4]

et demeure vrai lorsque les coefficients de # et de Q sont a valeurs

complexes.

2

Exemple : L'opérateur P = O 4 (t-alx))_98 n'est pas hypoelliptique
ot 2
DX

dans R%. a e C(Q,R) , a7 0.
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Théoreme II.4 : Soit P = ¢ 4+ Q +ca coefficients analytiques. Si P est

hypoelliptique dans Q alors
(I1.4) (Qp)(x) < O ¥xe {t:oe(t) = 0

Remarques : Ici 1'hypothése des coefficients ne semble pas essentielle,

mais la méthode de démonstration 1'exige.

2

Ce résultat généralise le phénonlac observé, sur 1'exemple P = 8 - ¢33 |
ot 2
oxX

par Y. Kanna¥ dans [6] (Voir aussi [7].

B. Indications sur les démonstrations

Le théoreme II.1 résulte du théoreme I.1 ainsi que d'un lemme

sur les fonctions analytiques (voir lemme 2.1 de r11].

La démonstration du théoreme II.2 se fait par 1'absurde en plu-
sieurs étapes
1. Lie (d,j%(j)) est en X, de rang k< n. Dans ce cas la méthode de
démonstration est semblable a celle de (2], rie].
2. Lie (Q,/t(j)) est de rang n en x ,mais Lie (Q, (p)é('j)) est de rang
k<n en X,
Dans certains cas, on utilise un résultat de [15] et on construit

des solutions de Pu = 0 de la forme 6, ® V(y,,...,y,) ou & est la
Ek 1 Wk Ek
masse de Dirac portée par un hyperplan Ek de dimension k.

Dans d'autres cas, l'irrégularité des solutions est de nature
 por A Lo ;s
différente (en t° ou Logltl) et on utilise un théeoreme de Cauchy-Kovalewska
pour certains opérateurs récemment démontré par M. S. Baouendi et

C. Goulaouic dans [1].
Le théoreme II.3 est un cas particulier du théoreme 1 de r4].
Pour démontrer le théoreme II.4, on raisonne par 1'absurde et

on procede de la maniere suivante. En utilisant les hypotheses et le

théoreme II.3 on est ramenés a montrer la non hypoellipticité de 1'opérateur

(I1.5) L = aat ¢ tB(x, 5D, tD) v e (x,) € V(g o) © R, m
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avec bo(x,t;g,t'n) > 0 ¥ (x,t;g,n) g/”’ x R x R,
(0,0)

On construit alors une suite (un) de fonctions telles que LunA~0

(mod € ™) de la forme :
i<x.,e>
(I1.6) u (x,t) = [e £ (e) k (x,t;e)dg
A
Pour cela soit L 1'opérateur défini formellement par :

Lu(x,t) = j‘e,i<x’§> £(g) /I:k(x,t;g)dg

On pose

3 n-1
L, = +t 5w b.(x,t)e.r.
1 t i,j=1 9 =

et on construit les kn, comme dans [9], en résolvant

Lk =0 k (x,0,e) = 1
(I1.8)

Likjo = - Loky o Ky (x,08) =0, j=0,1,.

On montre alors les :

Lemme II.5 : Pour tout m ¢ N* et tout a ¢ Nn, hd < 4m, il existe des
fonctions analytiques gm,« telles que t n-i
| ] -fs = bij(x,s)gigads
(11.9) km(x,t;g) = ( 5 g, U(X,t)tx o +m§a)e o i,j=1
IO(I < 4m 7’ ’

ou A € R_est indépendant de m.
Posant
i<x,g>

vm(x,t) = J‘e f(g)km(x,t;g)dg , meN

ou f(g) est convenablement choisie, on a en utilisant (II.7), (II.8) et
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et le lemme II.5 :

Lemme II1.6 : Il existe 1 > O, 6 > O entiers tels que si 1l'on pose

u = v on ait
m ém’

m
u, & C!&(/V(o,o-)) » Lu, €C (4}-(0,0))

pour tout m € N .

La non hypoellipticité de 1'opérateur L défini en (II.5) est

alors une conseéquence immédiate du lemme II.6.

Remargue : Le fait que 1'opérateur 2 soit d'ordre deux n'est pas ici
intervenu de fagon essentielle. Des généralisations a des opérateurs &

d'ordre supérieur sont possibles.

§ 3. UNE CLASSE D'OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES

Soient  un ouvert de Rlet T > 0; on note I = ]—T,+T[,
Q=0xIet (x,t) , x€eQ, t €1 le point générique de Q.

On se donne une famille de champs de vecteurs sur Q, (Xl,.

a coefficients réels de classe C°, de la forme

m
(III.1) X, = xj(x;__a_ ,_,9) =a.(x) 2+ T b, (x)2

3x  at I L

et 1'on pose

3 k;j
(111.2) AJ. = Aj(x,t ; 3&"'5‘*”) = aj(x,t)t x;i
9 k. e N | a. e C(Q,R), a.
ou i € aJ € (Q,R) aJ £ 0

r r '
(111.3)  B=Ax, 122,20 = 5 A% 5 B(x,0A, +y(x,1)

ou ﬁj’ y sont dans c*(qQ,r) .
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Théoreme III.1 : Supposons que l'algébre de Lie engendrée par —2 DX,

soit de rang n+1 en tout point de Q alors 1l'opérateur

) d d 9 -
(I11.4) L = L(x,t ; =—,=-) =_9, t B(x,t; == , .2
" 3x | at St BERx 3 )

ou /est défini en (III.3), est hypoelliptique dans Q.

Remarques III.2 :

a) Le symbole principal de L est réel mais change de signe dans Q
contrairement a lasituation décrite dans [12].

b) Des réesultats du type de celui du théoreme III.1 lorsque A est un
opérateur différentiel en la variable x seule et elliptique, sont
données dans [6], [7] et [13]. D'autres résultats de ce type se trouvent

aussi dans [3].

Esquisse de la démonstration du théoreme III.1

En vertu du théoreme principal de [14], 1l'hypoellipticité de 1'opérateur

L résultem des deux lemmes suivants

Lemme I1I1.3 : Pour tout point Mo de Q,il existe & > O,tel que,pour

tout s 2 0, il existe UM S,voisinage de Mo,et CM s > 0 tels que :

o’ o’

hallg = <

o tall o iy 5 we oy 0.

o’S

Lemme I1II1.4 : Pour tout point MO de Q,il existe n > 0,tel que,pour tout

s > O,il existe VM
o

voisinage de Mo,et Cﬂ s > tels que :

’ o’

= leagull,

: <oy o il <l s u e @y .

il O’S

Le lemme III.3 s'obtient en considérant 1'expression (ASLu,AS éﬂ)

ot
(ou As est 1'o.p.d. de symbole @(x,t)(14-|§|2—+n2)s/2 convenablement

o

choisi) et en faisant des intégrations par parties. Le lemme III.4

s'obtient par des méthodes analogues.

Remargues

3¢

r

On peut généraliser le théoreme III.1 a des opérateurs L de la forme (I11.4)

avec
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P, q.
_ J 3 J
Aj = aj(x,t){aj(x)t + t

dt d

™M os

b . 9 1 a . e N .
. i } vec pJ € et q:l € N
dx
p

Dans ce cas les lemmes III.3 et III.4 restent encore valables, mais on
ne peut plus utiliser la condition suffisante d'hypoellipticité de [14] j

on la remplace par des techniques de [5].

Les mémes méthodes de démonstration permettent de montrer 1'hypoellipticité

de 1'opérateur

3 2
P = —B-Tt-tl)t(x;tqnx’tp])t) +C, (x,t) € R ’ P c :N*’ a € N

ou a(x’tqg’tpﬂ) >0 ¥(x,t;E -'[]) € sz R2 et Lie (%—,)&(J)) de

rang 2 dans R2.

Compte tenu des résultats énoncés dans cet exposé, nous sommes

conduits a faire la conjecture suivante :

Conjecture : Soit P un opérateur différentiel d'ordre deux a coefficients

Cm(Q,In} non totalement dégénéré de la forme
P = @%+—Q +C

ou J a un symbole a(x,g) positif ou nul pour tout (x,g) de ax R"
Supposons

1) Lie (Q,w,ﬁ#j)) de rang n en tout point de Q

2) a(x,grad ¢(x)) = 0 ¥ x ¢ (t: p(t) = 0}

3) (@) (x) <0 ¥ x¢ ft:olt) = 0

Alors P est hypoelliptique dans ()

Compte tenu des hypotheses faites on peut facilement se ramener

a démontrer 1'hypoellipticité de 1'opérateur :

d 7 n-1
L = Yl tJé(x,t;Dx,tDt) + cC (x,t) ¢ R" xR

~r o~
(ou £ n'est plus homogene), o () > O -\F(x,tgg,n) € Rn_lx R" x Rn_lxIR et
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Lie OgL-,égj)) de rang n dans R",
t

Le théoreme III.1 et la remarque qui suit montrent que la

conjecture est vraie dans certains cas.

I1 faut enfin signaler qu'entre les conditions nécessaires
démontrées et la condition suffisante conjecturée, il y a un "trou"

constitué par des opérateurs du type :

N CAET R IR 1. P
ot X
D - L2
X i 3x
pour lequel (Q¢) = —3t2:; 0 dans un voisinage de (0,0).
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ERRATA

Au lieu de :

...dans g(Q,R) et non
totalement dégénéreé.
afo

(Voir aussi [7].

(voir lemme 2.1 de [11]

flg)k (x,t;8)a, ...

une conséquence immédiate
du lemme II.6.

Lire :

...dans C(Q,R) .
a; £ 0

(Voir aussi [7]).
(voir lemme 2.1

de [11]).

m
f(g) ¥ k.(x,t;g)de, ..
§j=03

une conséquence du
lemme II.6.



