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§ 1. INTRODUCTION.

Le but de cet exposé est de donner une extension du calcul

des Fourier intégraux au cas où les fonctions de phase prennent des

valeurs complexes. Rappelons que, outre la possibilité de transformer

une équation (pseudo) différentielle en une équation plus simple, les

Fourier intégraux nous donnent aussi la possibilité de construire des

solutions globales explicites pour une équation homogène

avec une erreur dans C . (On peut par exemple traiter (1.1) avec des

données de Cauchy pour u). Cela marche très bien quand P est de type

principal réel et dans certains autres cas, mais, en général, quand

on essaie de résoudre (1.1) explicitement, on obtient,pour la construc-

tion locale,des intégrales oscillantes avec des fonctions de phases

complexes. (Voir [1,2,4,7]).
Il est donc nécessaire pour la construction globale de disposer d’un

calcul pour les Fourier intégraux à phases complexes.

Nous n’avons pas la place de développer ici les applications
(en cours de rédaction), nous indiquerons seulement un petit exemple :

Dans [2] on a construit un opérateur F+ : 2)’(X)

qui est approximativement le projecteur orthogonal sur le noyau de

P : ~,(X) ~ fl’(X), où P est un opérateur pseudo-différentiel tel que
le crochet de Poisson fp,p] / 0 là où le symbole principal p est = 0.

Dans la construction microlocale, on a rencontré des phases complexes

et il était naturel de conjecturer que F+ était un opérateur Fourier

intégral à phase complexe. On peut maintenant l’affirmer, en utilisant

le résultat que le produit de deux opérateurs Fourier intégraux à phases

complexes est aussi en général un opérateur du même type.
F+ est en effet par construction une somme de tels produits.

Notons que Maslov dans son exposé au Congrès International
de Nice 1970 a annoncé un calcul pour des Fourier intégraux à phases
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complexes. Je n’ai pas très bien compris son exposé, mais il semble qu’il

s’agit plutôt d’une théorie approximative. Notre présentation suit beau-
"

coup celle d’Hormander [3]. Nous supposerons que l’article [3] est assez
bien connu.

§ 2. TERMINOLOGIE PRESQUE ANALYTIQUE.

Les fonctions "presque analytiques" ont été introduites par

Nirenberg [6J et HUrmander [5,3 p. 93-94]. Nous aurons aussi besoin

d’autres objets "presque analytiques".

Soit A une sous-variété fermée, C . Si f,g E C(A), nous écrirons

f - g si 1 f (z) - g(z) 1 zEK n A, pour tout KC:C:Ît.

Nous dirons que deux sous-variétés fermées Al,A 2 Cii’ sont équivalentes si
la distance d(z,A 2) de z à A 2 est - 0 sur A et, de même, pour d(z,Al)’

En particulier,les intersections Ajm = Aj n IRn j= 1,2, cornci-

dent. Nous écrirons alors A 1 - A2»

Nous dirons que est presque analytique si 0

et nous dirons qu’une sous-variété fermée A C: %’ est presque analytique
si A est localement équivalente à une variété donnée par des équations

presque analytiques: =...=f n (z) = 0 où sont

linéairement indépendantes.
Si il existe une extension presque analytique qui

est unique modulo la relation d’équivalence définie ci-dessus.

En effet, on pose :

où les X a 6C (V) sont =’ 1 près de W et à support suffisamment près de W.

Si A est presque analytique, nous définirons les fonctions

presque analytiques sur A comme les fonctions C qui sont équivalentes
aux restrictions à A des fonctions presque analytiques dans ~.
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Finalement, si M est une variété COO paracompacte,une variété

presque analytique l1 associée à M , y "l~ par définition la donnée

pour toute carte locale Y, d’une variété presque analytique A, 

est un voisinage complexe de W et les A,*, doivent satisfaire les

conditions de compatibilité suivantes: pour tout à6l , ~’ :

dans un petit voisinage complexe de ’( (1 n 
-1 .. -1

Ici ’ o ô est une extension presque analytique de ’ o C7ù .

Les Ae seront appelés représentants locaux de la variété A. Il est clair

qu’on peut aussi étendre la notion d’équivalence.
Dans la suite, nous ne ferons pas toujours la distinction entre les

variétés et leurs classes d’équivalence.

§ 3. LA METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE.

Nous présenterons ici une extension de la méthode de la phase
stationnaire. Soit a(x,w) une fonction C co définie au voisinage de (0,0)
dans Jan x tel que Ima(x,w) ~ 0, 0, d x a ( 0 0) = 0,

det (da(0,0))/ X o. 
yt 1 

x

x

Soit s î-ô( lRn x IR un symbole dont le support, par rapport

à x est contenu dans un petit voisinage de Nous allons étudier

le comportement asymptotique de
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Lemme 3.1 : : Soit a (z, w), w E IR une extension COO, y presque analy-

ti q ue en z. Alors pour w6 petite l’é q uation à 
z 

a(z,w) = 0 possède une
solution unique z = Z(w) qui est une fonction C co de w. De plus, il existe

une constante C &#x3E; 0 telle que :

Démonstration : La première partie est une conséquence facile du théorème
des fonctions implicites. Pour la deuxième partie, nous nous contenterons

de traiter le cas n = 1, ce qui suffit pour donner l’idée essentielle.

La formule de Taylor et la presque analyticité donnent :

Considérant la variation d’argument, nous voyons que

où C &#x3E; 0. Comme Im a(x,w) ~ 0 pour x réel, on obtient l’inégalité dans

le lemme avec une autre constante C.

Théorème 3.2 : Soient a(x,w) et b(x,t) définis comme précédemment.

Alors, il existe un voisinage V mk de 0 et des opérateurs différentiels
d’ ordre  2~. ~ ~=0.1.2..... dont les coefficients sont des fonctions

en WEV,tels que l’on ait le développement asymptotique suivant

dans 
m-n/2 (V x IR ) :dans 4-

ici x R &#x3E; désigne aussi une extension presque analytique1 ô +
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en z. La f onct i on (2n) -n/2 C est 1 a branch de det

qui est homotope à 1 par l’homotopie

Esquisse de la démonstration : Copiant la démonstration du lemme de

Morse, on peut trouver des coordonnées locales z dans En (dépendant de w)
telles que

où P est un terme suffisamment petit pour être négligeable dans la suite.

Utilisant le fait que Im 0 sur mn, on voit que mn est donné par
une équation COO : y = dans les nouvelles coordonnées z = x + iy.
on déforme IRn continûment le long des surfaces F s,w : y = s g ( X, w) (0s1)

jusqu’à la variété y = 0. Il n’est pas trop difficile de voir que 0

sur f 1 et que, grâce à la presque analyticité, nous pouvons remplacer

1 t intégrale le long de par 1 1 intégrale de e i t a(z,w) b(z,t) le long
de r0 w,sans changer le comportement asymptotique. Cela nous donne une
intégrale

- n

avec un nouveau symbole 0 calculable en fonction de b et de a, et cette

intégrale peut se développer en somme asymptotique par des méthodes

standards.

§ 4. VARIETES LAGRANGIENNES POSITIVES ET FONCTIONS DE PHASE..

, , 
00

Soit M une variété C y para compacte, symplectique.

(M possède une 2-forme distinguée : 6,qui est fermée et non dégénérée.
Les coordonnées locales (x,S) = sont dites symplec-

tiques si 6 prend la forme
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L’exemple habituel d’une variété symplectique est M = (X) où X est une

variété.)

Définition 4.1 : La variété presque analytique A d ? est appelée une

variété Lagrangienne positive, si,au voisinage de chaque point réel po
de A,on peut trouver des coordonnées symplectiques réelles: (x,§), telles

que A possède un représentant local

où g est presque analytique,

En utilisant le lemme 3.1, on peut montrer qu’une variété

Lagrangienne positive possède un représentant local de la forme (4.1),
avec un g du type précédent,pour tout choix de coordonnées réelles

symplectiques telles que la projection

soit régulière. Ici A’ désigne un représentant local dans En x [ne

.n
Définition 4.2 : Soit V c 1Rn x mn un ouvert conique. On dit que

est une fonction de phase positive non dégénérée si

1) y n’a pas de points critiques et Im y à 0.
2) (p(xy8) est positivement homogène de degré 1 en 0.

3) sont linéairement indépendants
comme vecteurs complexes sur l’ensemble

un x t un ouvert conique tel que
et soit Cf E C 00 (Br) une extension presque analytiques. Alors
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est une variété presque analytique (suffisamment près de V) dont la

dimension complexe est n. Il est facile de démontrer, en utilisant le 30, y
que l’image A- de l’application :

est localement une variété de la même dimension que C- . Utilisant le
, 

?
lemme 3.1, on peut en effet démontrer la 

y

Proposition 4.3 : L’image de (4.2) est localement une variété Lagran-

gienne positive bien définie, dont la ciasse d’équivalence
ne dépend pas du choix de l’extension presque analytique . 

’

§ 5. EQUIVALENCE DES FONCTIONS DE PHASES ET DEFINITION GLOBALE DES

FOURIER INTEGRAUX.

une fonction de phase positive, non dégénérée,
V c n x NV c mn x ËN. Comme dans le cas des fonctions de phase réelles, on

peut définir une distribution par l’intégrale oscillante

Ici, on suppose que a E s7-ô (V), que supp a est contenu dans1-8

un cône fermé dans En x IRN qui est contenu dans V. Il est assez facile

de montrer que WF(I(a,y» ~ la partie réelle de A~. Supposons
00 (D JK . ~ (D

maintenant que B)/6C ( W) , @ W C E x ]R est une autre fonction de phase

et que 1B 1B’;1; au voisinage dep =(x)6T(]R)B0. Les points cor--(DBj/ 000

respondants de CN, Cie sont notés (x0le0), (x OY 0y ’Y 0 0 0 0

Théorème 

5.1 · Pour tout a x S m+(n-2N)/4 ( n IRN à support dans un voisi-Théorème 5.1 : Pour tout a(xy8) ~S.. E x m a support ans un voisi
.. nt 1-8 m+(n-2M.,/4 n m

nage conique de (x0 00) suffis petit, il existe IR )
à support dans un petit voisinage conique de (x ,w0) tel que
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Ce théorème nous permet (comme dans [3]) de définir un espace de

densités distributions d’ordre 1/2 : IM- (X,A) sur une variété paracompacte,’‘ 1-b

X, si A C T (X)B0 est une variété Lagrangienne positive, conique.

En effet, est défini comme l’ensemble dos densités distributions
1 ô

qui ont microlocalement la forme I(a,y) comme dans le théorème, où y est
une fonction de phase qui définit A localement.

Nous notons aussi que ce théorème nous permet (comme dans [3]) de déve-

lopper tout un calcul pour des opérateurs Fourier intégraux, en particulier on

obtieltles résultats qu’on espère sur la composition de tels opérateurs.

Nous remarquons aussi que la réciproque du théorème 5.1 est

aussi vraie, si on se restreint à considérer seulement des symboles

classiques, mais pas en général. Dans ce cas, on peut aussi définir la

notion de symbole principal.

Esquisse de la démonstration du théorème : D’abord, on peut montrer

comme dans [3,p. 136], qu’après un changement de coordonnées locales

(réelles) dans 1R , on peut supposer que 11, a le représentant local

où H(§) est presque analytique, positivement homogène de degré 1 pour §
réel et de plus :

Notons que grâce à l’homogénéité.

Le fait que Apprend localement la forme (5.1) implique que
?

Si si (x()y6()) EC- est le point correspondant, alors
y y 

, ..

(x(S),8(S)) est le point critique, au sens du théorème 3.2, de la fonction
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La valeur critique correspondante est

Utilisant l’homogénéité et le fait que (ce §i)x§),0§)) = 0, on voit

que 7(x(§),G(§» = 0 (Ilm (x §&#x3E;, o §») ~~’&#x3E; pour tout ’N’ &#x3E; 0.

Cela signifie que §Î(x(§),0(§)) est négligeable (même si on ne le montre

pas en détail ici) et en utilisant le théorème 3.2, on obtient le déve-

loppement asymptotique pour la transformée de Fourier de quand

S ~ Co :

Ici est comme dans le théorème 3.2, en particulier

1 0. â est une extension presque analytique de a dans

Comme A - A près de po,on a le même type de développement asymptotique
pour 
" y 

avec le 
même facteur oscillant : -i H( ) 

Par des approximationspour 1*’(b,Bk) (§) avec le même facteur oscillant : e . Par des approximations

successives, on peut construire b comme une somme asymptotique telle que

Cela signifie que I ( a, c~) - I(b,gJ) E Cm( et notre esquisse de

démonstration est terminée ainsi que notre exposé.
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