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IV.1

Nous commencerons cet exposé en tirant les conséquences du

corollaire du théorème 3 de l’exposé précédent.

Faisons une remarque évidente : soit F un espace de Banach

tel que tout opérateur u de F dans LP(Q,4) se factorise par La

même propriété est alors vraie pour tout quotient de F.

Théorème 1 : a) Soient (X,v) et (Q,y1) deux espaces mesurés quelconques.
Tout opérateur linéaire de LS(X9v) dans LP(n,g) se factorise par 

dans chacun des cas suivants :

b) Soient p,q tels que 0  p  q  1. Tout opérateur
linéaire continu d’un espace de Banach E dans se factorise par

Démonstration : Dans a), on traduit les théorèmes suivants sur les

applications p-sommantes :

Pour montrer b~~ on remarque que E est un quotient d’un

1 (l) pour I convenable, 9 et on applique :

Notons que le théorème lb implique immédiatement le résultat

suivant : tout espace de Banach plongeable dans un espace LP(o,g) avec

0  p  1 est plongeable dans pour tout q tel que 0  p  q  1.

Le théorème 1 permet de résoudre un problème posé par Linden-

strauss et Pelczynski [6], résolu par So Kwapien par une méthode totale-

ment différente : [5Jo
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Corollaire : : Soient ~X,v) et (07~) deux espaces mesurés, y p, q, r trois

réels tels que +000 Tout opérateur linéaire de 

dans se factorise par un espace Lqo (Mais pas nécessairement

par 

Démonstration : Les cas :

sont donnés par le théorème 1 , ou sont évidents (si q = r)

On obtient par transposition les cas : t

ce qui couvre finalement tous les cas possibles.

Nous examinerons maintenant le problème transposé du problème
étudié dans l’exposé précédent : donner une condition nécessaire et

suffisante pour qu’un opérateur linéaire continu u de dans

un espace quasi-normé E admette la factorisation :

En fait nous allons résoudre une question un peu plus

générale. Soient S 
q 

un sous-espace fermé de Lq(n,4), et u E L(S qYE). o
Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour que

u admette la factorisation :

où S p est un sous-esp ace fermé de L«p (0 9 g) 5 0  q ~ 00, 9 g E L.

1 _ 1 ~ 1 y et ’ l’opérateur induit par la multiplication T 0
p q r ~g 

p p p 
g
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Cela signifie exactement que :

Le théorème suivant est l’analogue du théorème 1 de l’exposé

précédent :

Théorème 2 : Soient Ç9 . un espace mesuré, I un ensemble d’indices,

p, q, , r teis que o  p  q  +, 9 1 _ 1 + 1 9 et (f ) une famiiiep, q, r tels = q -T» r9 et (f,),e, une famille’ 

p q r 1 1
d’éléments de Les conditions suivantes sont équivalentes :

Démonstr ation : Elle est analogue à celle du théorème 1 de l’exposé

précédent. Esquissons.la dans le cas 0  p  q  +00. Posons s = .
g t g 

p
Soit K le convexe compact pour 6(L s ’ ,L ) des fonctions g z 0 telles que

1. 0

chaque Fa est continue et affine sur K, et l’ensemble des Fa est convexe.
De p lus : 

11

On conclut par le lemme de l’exposé précédent a
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Corollaire : Soient (O,~) un espace mesuré, E un espace quasi-norme,
p et q tels que 

q 
un sous-espace fermé de L~(Q~), et

u un opérateur linéaire continu de S 
q 

dans Eu Les conditions suivantes

sont équivalentes :

a) u admet la factorisation (1)

b) Il existe une constante C telle que pour toute suite (f )
n

d’éléments de S , on ait :
q

Démonstration : On se ramène immédiatement à l’application du théorème

2, en prenant

Nous utiliserons le résultat suivant, qui est très facile :

Proposition 1 : Soient (O,~) un espace mesuré, q E 10, +°°[? Sq un
sous-espace fermé de g E &#x3E; T l’opérateur de multipli-

cation par g de dans S = et j l’opérateur
ro g q 9

induit par T sur Soo. L’opérateur j est q-sommant, avec

Faisons quelques remarques à propos de la définition des

applications p-sommantes. Soient E un espace de Banach, F un sous-espace

fermé de E, et (xi,....,x ) E F. On a Hahn-Banach :
’ i’ n 

v

Si maintenant E est le dual d’un espace de Banach G, la boule

unité de G est dense dans celle de E’ pour 6(E’ ,E), donc :
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Ces deux remarques seront utilisées dans la démonstration

du théorème suivant, qui est l’analogue du corollaire du théorème 3

de l’exposé précédent :

Théorème 3 : Soient E un espace quasi-normé, p,q deux réels tels que
0  p s q s Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une constante C telle que pour tout espace de Banach F

et tout opérateur v on ait

b) Pour tout espace mesuré (O,~) et tout sous-espace fermé S de
L q(n@4)@ tout opérateur linéaire continu de S q dans E admet la factori-
sation (1): 

Démonstration : Démontrons b) # a). D’après [81, tout opérateur q-som-
mant de F dans E admet la factorisation :

oh g est une probabilité et j l’injection canonique. On en déduit

aisément que b) =* a~ .

Montrons que a) b). Soient (f1,...,f ) ES. Considérons
1 .. 1 a

- -- 

6 Il ~ &#x26; -

hi e S . D’ après la proposition 1, u o j g est q-sommant, avec :
i ce g

donc d’après l’hypothèse a) :
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Posons K = C IuII IIgli q . 
0 On a par conséquent, d’apres les re-

marques qui p r’cédent e le théoréme 3 :marques qui précèdent le théorème 3 :

donc : 1

d’où le résultat par le corollaire du théorème 2.

Nous admettons le résultat suivant : (voir r7] et [4J)0

Pr op o s i t ion 2 : Soit E un espace quasi-normé plongeable dans un espace
ou un Banach isomorphe à un sous-espace d’un quotient d’un

LP(n,4), avec 1  p S 2. Pour tout q  ce, il existe une constante C q
telle que pour tout Banach F, et tout on ait : 

Théorème 4 : Soient (Q, p) un espace mesuré, E un espace vérifiant les

hypothèses de la proposition 2~ S 
q 

un sous-espace fermé de 

avec 2 ~ q  Tout opérateur linéaire continu u de S dans E admet
q

la factorisation :

En particulier, tout opérateur linéaire continu u de S dans

E admet un prolongement linéaire et continu de dans E. 
q
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Démonstration : La première assertion résulte immédiatement du théorème

3 et de la proposition 2, la deuxième du fait que S2 est complémenté
dans o 

Le théorème 4 admet le corollaire suivant, qui généralise un

théorème de Kadec et Pelczynski [3]"

Corollaire v Soit E un sous-espace de vérifiant les hypothèses
de la proposition 2, avec 2 ~ q  L’espace E est hil.bertisable et

il est complémenté dans 

Démonstration : i D’après le théorème 4, l’identité de E admet la facto-

risation

d’où résultent immédiatement les résultats voulus.
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