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XVI.1

On présente quelques résultats d’un travail en collaboration

avec M. S. Baouendi et L. Lipkin ; l’exemple étudié est très particulier

mais peut éclairer des situations plus générales ; soit l’équation dans Rn

On montre que, sauf pour des valeurs exceptionnelles de (À,p), l’opérateur
L est surjectif dans les fonctions analytiques au voisinage de 0 et

00

injectif dans les fonctions C ; pour les (X,p) exceptionnels , on peut

décrire les conditions de compatibilité dans (1) et le noyau C de L (qui
est toujours constitué de fonctions analytiques) ; il en résulte que si

f est analytique sur un ouvert il ~ Rn , 9 toute solution de (1) COO sur il

est analytique sur Q .

Les méthodes utilisées ici sont : développements sur les

harmoniques sphériques , techniques d’équations de Fuchs, caractérisation

en coordonnées sphériques des fonctions analytiques au voisinage de 0...

§ 1. DEVELOPPEMENT EN HARMONIQUES SPHERIQUES

Soit une base orthonormée dans L2(S n-1 ) d’harmoniques

sphériques avec l E N et 1 ~ a s ~(1); on a (cf. [2]) :

est un polynôme harmonique homogène de degré 1. Le

laplacien en coordonnées sphériques s’écrivant :

on a aussi
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Soit f une fonction C pour Ixl 
t 

 r ; on peut écrire
o

Les fonctions 
f 00 

dans - 
r r f = 

_i» 
est 

borné 

auLes fonctions fI sont C dans ; ; r fI est borné aul,a 
- ’ 

voisinage de 0. On a le résultat suivants :

Proposition 1 : Soit f une fonction C au voisinage de 0 dans IRn : : on
...., 

2 
.

note, pour tout ( 1, ’ a) ’ ( r2) = f l,a (r). 
1) Pour tout (l,a) , la fonction g est C au voisinage de 

0.

2) La fonction f est analytique au voisinage de 0 si et seulement si

il existe M &#x3E; 0 et t 
0 

&#x3E; 0 tels que l’ on ait pour tout (1, a), tout k E N

et tout t 

Démonstratïon : Pour prouver 1) il suffit de voir que les dérivées

impaires de fl a à l’origine sont nulles. Si on suppose f analytique, on

15 a CD

montre aisément (5). Inversement supposons (5) et montrons que f est ana-

lytique ; on a

1. harmonique et

Notons Il Il 
p 

la norme dans où B(0,p) est la boule de rayon

,~ centrée en 0; on montre que pour o assez petit (p &#x3E; 0) , il existe une

constante C &#x3E; 0 telle l’on ait pour tout 
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donc, en utilisant un résultat f est analytique au voisinage de 0.

§ 2. e UNICITE DANS LES FONCTIONS 0~

oe

Soient u et f des fonctions C et vérifiant Lu = f dans

B(0, r ) ; on note
o

On vérifiée que l’équation (1) implique, pour tout (l~a)~

Les racines caractéristiques de l’équation de Fuchs (7) sont : ë

On note o(L) ~ t(Â,p) E ~2 ® il existe 1 C F pour lequel p 1 ou P 2 est

dans :N} ; on a le résultat :

Proposition 2 : 1) Pour ,, C) o (L) , 1 1 opérateur L est inj ectif dans
co

l’espace des fonctions C au voisinage de l’origine.

2) Pour (À,~) E 6~L) , le noyau CCO de L est constitué

de fonctions analytiques au voisinage de l’origine. o
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Démonstration : Le 1) est évident ; pour prouver le 2) , on remarque

d’abord que si (À,~) E 6 (L) correspond à un nombre fini de racines P i ou

P2 dans le noyau correspondant est constitué de polynômes; le

comportement de p 1 et p quand 1~ +00 est :

On ne peut donc avoir une infinité de racines p 1 ou P2 dans

N que pour :

et alors, on trouve ef f ect ivement - - 
11+4 our 1 E V p Le raoau 

00 

deet alors, on trouve effectivement p1 - - 4 pour 1 E IN. ê Le noyau C de

L est constitué alors de fonctions de la forme

-- 7 -

de telles fonctions C sont aussi analytiques et même vérifient t.ku:::: 0
avec k - 4’ °- 

4

É 3. EXISTENCE DANS LES FONCTIONS ANALYTIQUES

On démontre le résultat :

Proposition 3 : Soient (~,,~,) ~ o(L) et f une fonction analytique au

voisinage de 0. Il existe une unique fonction u analytique telle que

Lu = f au voisinage de 0.

Démonstration : Il existe tel que l ’on ait pour tout 1 E 
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Supposons d’abord que l’on a pu choisir k = 0 ; alors l’équation (7)

avec g a continue en 0 admet une unique solution continue vl a donnée
par 

,

p ar

Si la famille vérifie (5) , il en est de même de

la famille (v 1,a ) , ce qui, d’ après la proposition 1, montre l’existence

de u analytique telle que Lu ~ f.

Lorsque (~,,~,) ~ o(L) mais que l’ on ne peut choisir k = 0,

on se ramène à la situation précédente en utilisant un développement de

Taylor de v et g jusqu’ à l’ ordre k - 1; on a pour tout ( 1, a) ,l

avec g" . pour 0 j k -1 et k 
,a 

analytique au voisinagep 1 (x

de 0 et (gk ) l ,a vérifie (5) si f est analytique ’l,a l,a y

On cherche solution de (7) sous la forme

L’équation (7) équivaut au système :

c’est-à-dire encore :
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Le système (10) détermine (v ) pour 0 j k-1 puisquei y a

É5i ( j ) n’est jamais nul. L’équation (11) est du type précédemment vu avec

des racines caractéristiques à partie réelle négative. Les solutions

(vl a) 1 f a ainsi déterminés vérifient (5) donc définissent une solution

analytique de (7).

Remarquons que si (Â,~) ~ 6(L) , la résolubilité de (10)

implique des conditions sur (g ) , donc L n’est alors pas surjectif dans

les fonctions analytiques au voisinage de 0.

§ 4. REGULARITE ANALYTIQUE DE L

Des propositions 2 et 3 résulte immédiatement :

Proposition 4 : Soient n un ouvert de En et u E telle que

Lu E (espace des fonctions analytiques sur 0); alors u E G(Q).

En effet, le seul problème est au voisinage de 0 (lorsque
o E 0) et lorsque (À,~) E a(L); mais alors nécessairement Lu vérifie les

conditions se compatibilité imposées par (10) , il existe donc une

fonction analytique v telle que Lv = Lu et comme le noyau de L est consti-

tué de fonctions analytiques, u est aussi analytique.

Dans la proposition 4, on pourrait supposer sur u une régu-
larité à priori plus faible, mais il ne suffit pas de supposer que u est

une distribution sur 0 (lorsque 0 E 0) .
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