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§ 1. INTRODUCTION

Le probléme de la surjectivité des opérateurs linéaires a
coefficients constants dans des espaces de distributi'ons E(Q) (Q étant
un ouvert de Ifr) a fait 1'objet de nombreux travaux consacrés aux cas
E(Q) = ¢ (), E(Q)=@I;,(Q) (distributions d'ordre fini), E(Q) =2'(Q),
E(Q) = classes de Beurling etc... (Malgrange, Ehrenpreis, Hbrmander, etc...,
(cf. [1] chap. 3 et [3] chap. 7).

2 B(Q) = a(R?) espace

des fonctions analytiques surIR2, et démontre le résultat suivant

‘L'auteur s'intéresse ici au cas Q=R

Théoreme 1.1 : Soit f une fonction analytique dans Iﬁz et soit A un

opérateur différentiel lindaire & coefficients constants (réels ou com-
plexes). TI1 existe alors au moins une fonction u(x,y) analytique dans

2 . . S .
R~ qui satisfait a 1'équation

t

(1.1) Au(x,y) = t(x,y) ¥ (x,y) € B®.

Signalons que T. Kawa? [2] a récemment considéré le cas E(Q) = a(Q)

espace des fonctions analytiques sur () ouvert borné de R".

La démonstration du théoreme 1.1 est basée sur deux résultats fondamen-
taux, les propositions 3.1 et 3.2 {paragraphe 3). Le paragraphe 2 conrce

des lemmes préliminaires.

§ 2. LEMMES PRELIMINAIRES

Lemme 2.1 : Soient A, a, Yy ,h=0,1,...,n-1 des nombres complexes tel-

que



Alors
n-1
(2.2) M Slal {1+ =y 1l
h=0
Lemme 2.2 : Soient P(z)=(z- ul)...(z-un) et Q(z) deux polyndmes
d'ordre n en la variable complexe z. Soit A une racine de 1'équation

Q(z) =0 et supposons que a, ¢ sont deux nombres positifs tels que
ol se h=1,...,0; e<2™®
0(z) - P(z) | £ {alz|®+a"}e ¥ 2.

Alors Min [A-u | < 20 cl/m

h

Démonstration : Posons T=Min |A-—uk|. On a

h
(2.3) ™ < [PV = 1P =) | < fa(as D™ Fea}e
Si T>a d'aprés (2.3) on a
™<amla®e e Msa

Op doit donc avoir N<a ce qui, en utilisant (2.3), donne le résultat

cherché.

Lemme 2.3 : Soit 1'équation différentielle a coeffidents constants

complexes

-1 h .
: aw " dw
(2.4) — * T b — = qly) .

dy h=o dy
Soient A,,...,A_ les racines de son équation caractéristique
1 n
n o h
A+ T bh A = 0 . Supposons que r, T sont des nombres réels et s, a des
h=0

nombres positifs tels que

1
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llega ; IRexJ-rigsu i=1,...,n

\q(t)gert e_slt-nl ¥teR .

I1 existe alors une solution unique w de 1'équation (2.4) telle que

(2.5) lim e Y w(y) = lim e Y w(y) = 0
' r—+o® r——

De plus cetie solution vérifie

dhw

dyh

n

(2.6) S e |y-l (a-+1)h h=0,1,...,n

Démonstration : On considére d'abord le cas n=1. La solution de (2.4)

s'éerit

~b0y y bt

w(y) = e [IO e ? q(t)dt-+Cte} .

t

Tl suffit alors de prendre

® bt

c = —f e ? q(t) at si Reb +r=S0
0 0
0 bot
c=Il e  q(t)adt si  Reb +r=0
g dwh
i . - . - =9
Pour n>1 on considere le systeme ay Kh‘ﬁl+-wh 1 h=2, ..h

A1w1-+q(y) .

\

Si (wl,...,wn) est solution de ce systeme, v est solution de (2.4).

Supposons que s, y sont deux nombres positifs tels que

sz Irl+1 h=1,....0 et i eVl g
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Alors la §olution de (2.4) qui satisfait aux conditions initiales

dhw
——-h-(0)=0 h=0,1,...,n
dy
|
Satiéfait‘les estimations

(2.7) v < b slyl h=0,1,...,n .
ol =
dy
Démonstration : On raisonne comme au lemme 2.3 en commengant par le
cas n=1, '
Lemme 2.5 : Soit cp(s) s € R, une fonction positive décroissante. Il

existe alors une fonction (L(s), Cco positive décrdssante telle que

a2y

+ |~

ds

ag
ds

< ¢(s) ¥s €ER

b(s) +

. . - ©
Démonstration : Considérons une fonction y(s), C sur R nulle pour

)ds<1

¢(s) = drBy(s-t)<p(t+1) at .

‘s‘zl et telle que

d2
T olr(s)+ —
ds

R

ay
ds+

I1 suffit alors de poser

'

Lemme 2.6 : Soient u(x,y), f(x,y) deux fonctions C° dans un ouvert

B de ]R2 . Supposons que

) anu n-1 ahu Bh+k )
(2.8 =+ X b —— + z b — = f(x,y
ayn h=o h ayh axn h o<h+k<n-1 h,k ayh aXk
ar+s

(2.9) < (s+r)! a® ¥ pour s, r €N

ax” oy



aI"*I-S
(2.10) 22 < (r+s)ta®B%  pour re€N , s=0,1,...,n
ax"3's | T
! n-1 n-1
(2.11) B>1 5 a>p{t+ T b |+ T by |3
h=o h+k=o

Alors (2.10) est vraie ¥ s €N.

Démonstration : On raisonne par récumence sur s et on dérive 1'équa-

tion (2.8) par rapport a y.
Soit w une fonction de classe C2 sur Rﬁ , un point de F§ sera noté

(x,y,t) x€ER, yER, t=(t1,t2,t3,t4) ¢Rl. On notera

2 2 4
|graa w| = ( %% + %E + g%— : T&
VI 5=l
' A azw a2w 4 a2w
! W= T+ Tt by 5 .
ox oy j=1 Btj
Lemme 2.7 : Supposons qu'il existe une constante positive o telle gur

1

ur 4 {IW(X:Yat)I"' lgradw(x,y,t)! + IAW(x’y,t)’}dt : c
R
Alors pour tout (x,y)é.ﬂg on a

(2.12) w(x,y,0,0,0,0) = - —— - bw(€,1,2) dg dn dz
Ty | o [(x-8) 2+ (y-1) 2+ 2121

ou Wo est la mesure de la surface de la sphere unité de.RG.

Démonstration : Il résulte de 1l'hypothese que

(2.13) f 2 2 . 9 2{lwl+|gradwl+lAW|}dxdy‘dz :7tdp2 ¥ o>
X +y +|z I:p
o y(s)=1 s20
Soit une fonction y: R~ R de classe C telle que -
s>1

y(s) =0
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' =~ tout p>0 considérons la fonction

B(x?y’t) = W(X,y,t)’y[,\/x2+y2+‘t2‘ :"' O]

alors B est a support compact et de classe 2 sur R6 . On a donc en

utilisant 'la solution élémentaire du laplacien dans @.6:

te AB(E,M,z)ddNdz
B(X:Yyt) = C r N . 2
TRE [(x-8) %+ (y-m) 2 |z-t |2 1?
d'ou
B(x,y,0,0,0,0) = cte r AB(E,N,z)dE andz

J o6 2 2 2.2
R [(x-8) "+ (y-1) "+ (2]
En faisant tendre p vers +® et en utilisant les théoremes classiques

de convergence des intégrales on déduit (2.12).

§ 3. PROPOSITIONS FONDAMENTALES

!
i

Proposition 3.1 : Soit f(x,y) une fonction (réelle ou complexe) ana-

lytique dans ]R2 et soit ¢ une fonction positive décroissante définic
sur R.

. . . ’ . . . » . 3
I1 existe une fonction g: R3 -@ indéfiniment différentiable dans R

et une fonction ¢ décroissante positive c” sur R telles que

(3.1) f(x,y) = [ e ¥ (x,y) € R
B [(x-9) Py 2 o2

N

0<¢(s) sg(s)

(3.2)  { suppg ©{(5,M,7) ¢ ¢(g%+1?) <t < 20(5%+1?) )

682417 > [ leenlas ¥ (g ¢ B’

\
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Démonstration : Nous noterons (x,v,t) x€R, y€R, t 6114 , les points

de RS . D'apres le théoreme de Cauchv-Kovalewska il existe un ouvert

ACB6 contenant l'hyperplan t,=0 et une fonction u(x,y,t) tel que

4
.
Au= 0 dans A
(3.3) ¢ nx,y bty tg,0) = £(x,y)
2 u(x,y,t,,t,,t,,0) =0
at PV 1, 2’ 37 .

\ 4

D'autre part il existe une fonction a(s) positive décroissante continue

telle que pour tout s>0

A(s) = {(ny,t)GBS : x2+y2Ss It Soc(x2+y2)} cA .
Posons alors

B(s) = Max {|ul + |graau| : (x,y,t) €A(s)} , s>0 .

Soit p un nombre réel >1 . D'apreés le lemme 2.5 il existe une fonction ¢,

o«
C décroissante,telle que,pour tout s>0



{0<6(s) <o(s)

(3.4) { 2 ¢(s) <a(s)
1
[p+s+B(s)]2

\¢(s)+ lgr(s) |+ lom(s) | <

Soit y(s) une fonction ¢” sur R telle que

y(s)=0 pour 554 3 OSY(s)s]_ s €IR

t

y(s)=1 pour s<1 ; byt <15 |y"] st s€R .

Posons alors

Mk

(0(x+y®)

, (x,y,t) €A

4
“(XvY;t)- Y

W(XsYat) =4
0 (x,y,t) A .

\

On a alors : Aw =0 pour |t S¢(x2+y2), w=Aw =0 pour
lt] 2 2¢(x%+y%) et £(x,y) =w(x,5,0,0,0,0) 5 (x,y) € R®. D'autre part ii

est facile de voir que w vérifie les hypothéses du lemme 2.7. On a donc
1

(3.5) . W(X,Y,O,O,O,O) = Cte AW(%,H,Z)dg(in dz
IBG [(x-8) e (y-1) 2+ 121277

I1 suffif alors de poser

1]
Q

g(&,m,7) Aw(E,M,z)dz , T>0

]

(e
q
AN
(=]

glg,Mn,7)
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On aura alors en vertu de (3.5)

‘ f(X,Y) = _..g(g)n)T)dgdndT pd ( , )ER2 .
( \—rn3 [(X—§)2+(y—n)2+r2] , X y

Proposition 3.2 : Considérons 1'équation aux dérivées partielles

) anv n-1 ahv n-1 ah+kv 1
(3.6 — 4+ T b, — + Y b =
3" hoo D apPax®™  hikmo MoK 3B ¥ | [xog)2e(yom)Zec2)?
ou €, M, 7 sont des nombres réels, N>4, 1>0.
N n P71 n_h h
Soient p,,...,4  les racines de 1'équation W+ L b i p=0
1 n h=o h

n-1 ] ‘ n-1 I |
Posons m = 2+ & b, |+ T b

h=o h h+k=o0 h,k

Soit & un nombre réel tel que

(3.7) : 0<6<1/4
: 1
(3.8) <3 |Re '*‘k‘ ¥ h : Re u #0

I1 existe alors une solution v de 1'équation (3.6) telle que, pour tout

(x,y) e]RQ)' tout s €N, r=0,1,...,n

5r+sv :

LY < (s+r)alpl si |yl <7/4m

axsayr = 1 171

3 "5y - S ,r

LTl <ec (s+r)la>B si |ly|lzm/4m
r. r| = 2 272

ox dy

ou Cyy Oy Bl dépendent continiment de m, &, y mais sont indépendants
de T tandis que Coy %y, 82 dépendent continiment de m, &, y, T et dé-
croissent par rapport a T.

Démonstration : Par translation on peut se ramener au cas ou §=0

dans le membre de droite de (3.6). Transformons (3.6) par Fourier par
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ri port a x. Il vient

n n-1 dh

d - ._yn-h . .
(3.4, n W(p,y,T],'r) + Z bh(lp)n h w(p,y, T]’T) +
dy h=o dy
n-1 ‘ Kk dh _ _
+ z bh’k(ip) h W(P,Y,TLT) = Q(p,st’T) ‘ ’ pEB

h+k=o0 dy

2. _2.1R
od q(p,y,ﬂ,T)=3x[q[x2+ (y-m2+ 27727 = z IR IL(y-m%+79]%% x

X {[y-ﬂ)2+12]'3/2+ lp| [(y-m)2+<2771y,

Soient Al(p)*,...,)\n(p) les racines de 1l'équation caractéristique de (3.9)

n-1 n-1 A
S N €1 Sl ST B S €0 L Ly
h h,k
h=o h+k=o0 .

D'apres le lemme 2.1 on a
luhiim—i h=1,...,1’l o !
En appliquant la proposition 2.2 il vient

. -1 . -1 :
Min |p }\.(p)—uhlsz(m-l)lpl /n j=1,...,n
i h J
pour |p|22n. n
Posons pozpo(m,6)= (%@- et p1=p1(1)=Max {0, 12 1-1(1 -LogT)} .

D'aprés la derniére inégalité, . de (3.7), (38.8) il vient
(3.10) [Re 2(p) - 8lp| | 2 8[pl|-2m plt¥L g 38 lpl+1

pour |p|zpo .
D'autre part si |p|__>_p1 on a

’ el --‘-g—'—ly—m

_ 4
(3.11) 0<q(p,y,M7) <e e
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En vertu de (3.10), (3.11) on peut appliquer le lemme 2.3 a 1'équation
(3.9) avec |p| :1&)+ P, - Pour un tel p il existe donc une solution uni-

que de (3.9) qui satisfait a

lim e-é'ply w, = lim e |p|y 1 0
y—q.m y-—»—CO
Soit main'tenant w, la solution de (3.9) qui satisfait a
dhw2 {
o (0) =0 h=20,...,n-1
dy
Posons
| w,(p,y,1,7) lpl>p,+p,
W(P,Y,W,T) =
wo(p,y,M,7) lpl <p,+p, .

Nous allons estimer les dérivées en y de w jusqu'a 1l'ordre n. Tout

d'abord en vertu du lemme 2.1 on a

(3.12) A ()] s (m-1) (2+]p]) j=1,...,n ¥ DpER

Supposons bz|§TV4m. Si h)l:po4-p1 d'apres (3.10), (3.11) et le fait
que N>4, le lemme 2.3 appliqué & 1'équation (3.9) avec r=25]|p| et

s=-§lﬂl donne

/

5
9
h -56]p|
(3.13) d W(p’g’l“’ﬂg e ° n?(1+ |p)®  m=0,1,...,n
dy

D'autre part si lpl‘<po4—p1 en vertu de (3.42), de 1'inégalité

_ -I—glly-'ﬂl
Q(P,y,ﬂ,T) : €

et du lemme 2.4 appliqué & 1'équation (3.9) il vient

- 3
h -5 1pl
(3.14) dwip,y, 1) | < 747 mlyl jhey, lp| )"
dy

h=0,1,...,n .
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Utilisant (3.13), (3.14) et 8<%4 il vient

aw(p,y,M.7)

dyh

< e_36|pl ele‘ mh (1+ ‘.pl)h

(3.15) !

!

k=0,1,...,n ; WIsﬁk.

Considérons maintenant le cas IylZZle . Si |p|2po+p1,d‘aprés (3.10),
(3.11) on peut appliquer la proposition (2.3) a 1'équation (3.9) avec

. _ -
r=%lpl . s=6lpl-2mlp® ¥  ac (m-1)(1+¢]p]) aron

h -
d W(p,Y:n,T)
dyh

9

(3.16) ‘5 e*|P|{7/4-2m(4m+1)|Y|-|Pl—}/n}x.mh(1+‘p‘)h :

h=0,1,...,n.
Enfin,de (3.12) et du fait que

|

q(p,y,M7) €3 70+ [pl+7h) y

appliquant a nouveau le lemme 2.4 a 1'équation (3.9)) nous obtenons pour

lel <p,+p,
h

(3.17) |2 w(p’z’“’T) <2 (r‘3+-Iplr'l)em(1+'p|)ly|xmh(1+|p|)h ;

dy
h=0,1,...,n.
Posons maintenant

. -1° ; )
v(x,y,1,7) = (2n) ¥ 7P w(p,y,m,7)ap

- O

Les estimations (3.13), (3.14), (3.16) et (3.17) nous permettent de

conclure que v possede les propriétés énoncées dans la proposition 3.2.
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§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1

Tout d'abord nous nous plagons dans le cas particulier suivant.
L'opérateur A est de la forme (2.8) et f est représentée par (3.1) ou g
est telle que

g(§,M,7)
‘ g(§,M,7)

0 pour T <4

0 pour |E|>T.

D'autre part nous supposerons que ¢ est telle que

(4.1) fm? 9(g2 + 1) ag an < +o

Dans ce cas la fonction

u(x,y) = J‘mzd%an j;“’g(%,n,r) v(x,y,§,M,1)dt,

ol v est la solution de (3.6) considérée a la proposition 3.2, est
9
solution de Au=f dans R°.

2
Dans le cas général on recouvre R~ par des ouverts Ao""’A tels que
)

‘ K
Ao esl borné et si (x,y) et (x',y') sont dans le méme Ah yh>0

xx' + yy! >—;— {A/x2+y2x A'2+y'2} .

La fonction g peut étre alors écrite comme somme de huit fonctions gh
h=0,...,7. ‘
g, (§,M,7)

On pose alors f, = [ . dganadr
I§ 3 2 2 2.2
PR [(x-8) T+ (y-m) 4]

avec supp g CAh )

et on est ramené au cas précédent.

Remarque : L'auteur pense que le théoreme 1.1 a de grandes chances
d'étre faux si le nombre de variables excede 2. Il doute de l'existence

dans ]R3 d'une solution de 1l'équation
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2 2
%% + @—g * g_% = f£(x,y,t)
ox oy
v 2 2
ou f(x,y,t) = £ exp [9(h,k)(ix+ih“t - (y-h)°-1]
k=1

]

p(h,k) = [([p(h)]k!]! ou p(h) = le (k+1)-iéme nombre premier.
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