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IV.1

$ 1. INTRODUCTION
1- 

L. Hôrmander a introduit dans [4] la classe d’opérateurs de

la forme est une famille de champs

- cc a
de vecteurs réels et de classe C 

00 

dans un ouvert 0 de , et c est
00

une fonction de classe C dans 0, et a montré qu’ils sont hypoellipti-

ques sous ]-’hypothèse (voir Définition. 2.1).‘ 
,

Nous nous proposons dans ce travail d t étudier la régularité

Gevrey de ce s opérateurs. Nous nous contenterons de donner ici une

idée des démonstrations des théorèmes énoncés. Ce travail fera l’objet

d’une publication ultérieure.

’ 

Il y aura deux partie s ; dans la première 1 nous don.n.ons des

résultats de régularité . Dans la deuxième, nous montrons que les hypo-

thèses utilisées sont nécessaires si l’on veut avoir un.e certain.e régu-
larité Gevrey.

à 2 . REfiULARITE 
1

~ 2. REGULARITE

I. 
, 

Notations Pt rappels.

Soi t (2 un ouve rt deR d et soient X , ... ,x r des champs de
oo 

or

vecteurs réels de classe C 
00 

dan.s Q . .

Posons ,

I(xo ...,X ) désignera l’algèbre de Lie engendrée parX ,...,X . .
o . r o r

Définition 2.1 : On dira que la famille (X ,...,X ) vérifie la condi-
o r

tion (H1Q) (resp. (H 2* 0» si £ix(Xo ... ,xr) est de

rang d en tout point de Q.
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Pour , nous définissons

et pour 

Rappelons le résultat de L. Hërmander g à tout compact K de Q , on. peut

associer un entier q lié à la structure des champs de vecteurs
, 1

X ,...,X ,:tel que si 01 : i .

o r 
~ 

PK

1’inégalité précédente permet de démontrer l’hypoellipticité de P.

Nous pouvons alors énoncer les résultats suivants :

Théorème 2.1 : : Soit (X ,...,X ) une famille de champs de vecteurs réels

de classe 0 l’hypothèse (H .Q) et P= É +c . Soitde classe C (0) vérifiant l’hypothèse (H 1 et P = j:iXj +X 0 +c, Soit
. 

’ 

I o

K un compact de 0 d’intérieur non vide et soit s tel que Alors

si les coefficients de P sont dans GS(K) et si q on. a u EGq(K).

Théorème 2.2 : : Nous gardons les notations du théorème (2. 1). Supposons

la condition (H2’0) satisfaite. Alors le meme résultat est vrai, si

l ’in. suppose seulement "

Remarque : Le théorème 2.2 est en. général faux si s En effet

à P a P 2 P) 2
considérons l’opérateur , dans un voisinage Q de

3 
at ày ox-

l’origine dans e Pour cet opérateur P K= 2 , 9 si K est un compact, de

l’origine. M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont montré dans [lJ qu*il
existe une fonction telle que Pu soit analytique, et u n’appar-

tenant à aucun. G S tel que s 2, (voir aussi [3]).
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Démonstration : Fixons d’abord quelques notations.

Soit K compact de 0, d’intérieur non vide. Soit w un ouvert d’adhérence
0 (1

contenue dans Ke Posons 

Pour des raisons technique nous supposerons w£ = ,~ qi c &#x3E; 1. q, désignera
une fonction de valant 1 sur w. Enfin e et e , étan.t donnés
0 1 ,

(F-+ F-- 1 1 ’ soit un.e fonction telle que

C ex étant in.dépen.dante de c et c 1 *

Un tel choix est possible.

Lemme 2.3 : Supposons la condition satisfaite. Soient m un

entier positif et 2- un rationnel positif tel que ~-2013 . Il existe une
. q q pK

constante C = C(me2, K) , positive, telle que 
’

q

La démonstration du lemme (2.3) découle de l’in.égalit,é ( 2.1 ) de 
1

der, en raisonn.ant par récurrence sur k.

Lemme 2.4 : Supposons la con.dition (Hl.0) satisfaite. Soit s un nombre

réel tel que « l:l existe une con.stante B &#x3E; 0 , telle que, pour tout

E &#x3E; 0, t ou t t j E Net tout ui7-C 00 (o) on ait : 

’
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Idée de la démonstration : On raisonne par récurrence sur j. On suppo-

se (2.~) vraie jusqu’à l’ordre j, et on essaye de montrer que si B est

une constante convenable, alors (2.4) est aussi vraie à l’ordre (j+1).
Pour simplifier la situation on suppose ’dans le lemme (2.4) y
il suffit de prendre m= 1. 

’

~’ 

Alors on a l’inégalité ’1

; . Soit a tel que j+l, alors on a

Appliqu,ons alors l’inégalité *é (2.6) y à la f o no ti on. DBu
1

Le dernier terme du second membre se majore aisément d’après
la récurrence par Quant au deuxième, il peut s’écrire

comme Pu = f est G , que ,. peut s’écrire 
1

. 
&#x3E; 

,

et en utilisant. on obtient : :
j J o
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Reste le premier terme du 2nd membre ; on peut l’ écrire
, 

’

Le p remier terme se majore par C B 1 ex l , si B~est convenable.

Dans le deuxième terme , la quantité qui donnera le plus de difficulté

est : t

elle s’écrira

utilisant de nouveau j = 1, ... , r si u6C (K), on voi t

, 

J ~ . 0 $ ,
qu’ il nous, reste à estimer des termes de la forme , Pour

, . 2

cela on utilise l’inégalité (2.5), ce qui donnera lieu à une majoration
.

de la quantité suivante

En corchetant de n.ouveau, il apparaît un, terme de la forme 

nous voyons alors que la récurrence marche si s ~4. En effet

Le cas général d’un. rationnele quelconque 2. se traite similai-
q

rement sauf qu’il faut manipuler un grand nombre d’ in,égalités donnée

dans le lemme (2.3).
1
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Lemme 2.5 : Supposons la con.dition. vérifiée. Soit s un. n.ombre

rée 1 tel ’que s * Il exi ste une constante B &#x3E; 0 te l le que pour tout

e &#x3E; 0, tout jE]N et toute u E C on ait : :

Idée de la démonstration s Nous commentons par prendre un rationnel 
et un entier m tels que .E.  1 et -(I+-1:5s , mai.--; très’ 

. 

voisin. de s, qet un entier m tels que ’"2013 et -*+2013s  mais très voisin de s, ce
t q Pk P m

qui est possible. ,j
. Pour simplifier supposons que =1/2 et (pour donner une

q 2
idée de la démonstration ; le cas général introduisant des longueurs
dues au nombre d’inégalités du lemme (2.3) qu’il manipuler). Elle
vient essentiellement de la majoration des termes de la forme

B B 4&#x3E; T (voir page IV.5). °
2 .

Ici nous utilisons l’inégalité t

qui est vérifiée si est satisfaite, ce qui nous donne à majorer

simplement quantité qui se majore sans utiliser une nouvelle

fois l’inégalité (2.5) comme dans le lemme (2.4). Finalement, il n’appa-
3 p 

lî

raîtra qu!lune quantité de la forme E- JID ul L (2. ) au lieu de
_4, Q ’ JE .

c" t)D u)) L (. ) . Le lemme est donc vrai si s 2+1. 
1

c 

JE F- 
). 

Le lemme est donc vrai si 

e t 1. d’un entier m, onDans le cas général d’un rationnel quelconque E et d’un entier m, on

trouve que la récurrence marche si s q
p m 

Le théorème 2.1 (resp. le théorème 2.2) découle de fayon clas-
sique du lemme 2.4 (resp. du lemme 2.5).  ,
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§ 3. NECESSITE DE LA CONDITION (-H n) ,~
Nous commencerons par rappeler que la condition de H8rmander

est nécessaire et suffisante pour que P soit hypoelliptique si ses

coefficients sont analytiques, [21, mais qu’elle ne pas si ses

coefficients ne sont pas analytiques. Nous montrons ici que pour espérer

qu’une fonction telle que Pu=0 appartienne à une classe Gevrey,
il faut que 

, 

la condition (H l’ 0) soit satisfaite. 
’

1. Définitions.

Soit (A étant un ensemble d’indices) une famille
d’opérateurs différentiels dans un ouvert (2 de R , d’ordres respectifs

mi. Etant donne un multi-indice I = ( 1 ~ , ... , i~) nous noterons :

Nous dirons qu’une fonction est vecteur de Gevrey d’ordre s

de la famille si pour tout compact KCQ il existe une constante

C &#x3E; 0 telle que 

désignera l’ensemble des vecteurs de Gevrey d’ordre s de la

famille (A.), et a(A i) = G1(A i ) -
i i 1 

,

Remarque : : La notion. de vecteur analytique (i.e. s = 1) d’une famille

d’opérateurs a été introduite dans [6] par E. Nelson sous une forme

différente. En effet Nelson remplaçait (3.1) par :
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2. Résultats. /

d 

1 Considérons une famille jA)  de champs de vecteurs dans
, à coefficients analytiques dans 0 

’

(

Supposons que les coeff icients de ces champs vérifient la condition :

Théorème 3.1 : : Soit ( ) i iEA un.e famille de champs’ de vecteurs véri fian i
i i ,

la condition (3.3).. Supposons qu’il existe un. point x 
0 
E 0 tel que l’al.-

gèbre de’Lie engendrée par toute sous-f ami l le finie,; de la famille

soit c~e ran.g d en. ce point. Alors pour tout

s E ..

(X ... 9 xr) un.e famille de champs de vecteurs
o r

clans 0 à:,coefficients analytiques ne vérifiant pas et

r 
2

P = . 2:1 XÎ + X + c où c E Supposons que P soit non. totalement dégéné-
0 

, 

’ 

oo

ré. Alors , pour tout sE i.l existe n.’ apparten.an.t pas

à telle que Pu soit an.alyt,ique . (On dit que If est non totalernen.t

dégénéré dan,s Q si , pour tout x E 0, il existe j E [1:,...,r} tel que
"

,

’ 

Pour la démonstration de ces théorèmes, n.’ous n.ous conten.teron.s

ici de citer les lemmes et proposition.s utilisés.
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Lemme 3.3 : Soient Bl,...,Bp des champs de vecteurs ’dans 0 de classe

et a.. j = 1,...,pj i = 1, ... , q des fonctions de G S ( (2) .
ia 1

Posons

alors

Proposition 3.4 : Soit L un opérateur différentiel d’ordre 2 que l’on

peut écrire sous la forme (pour t assez petit ; 

où B sont des opérateurs différentiels en x d’ ordre ’2, et A des opé-
P q

rateurs différentiels en x d’ordre 1. Posons = A ; C2 1 = B .
Supposons que les solutions de Inéquation Lu = 0 soient de

classe Gs dans IX Q. Alors

., 2m ~ à
ë Le cas des opérateurs L (le la f orme - 0 + B U) est

at 
2m 2m ax

un résultat de J. to L. Lions et E. Magenes [5].

Lemme 3.5 : et soit telle .que :

et soit B=x alors 
ôx ’

Lemme 3. f Soit la fonction u(x) définie par 1
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alors

Idée de la démonstration du théorème 3.1 : La démonstration se fait

par récurrence sur la dimension. En dimension 1, il est facile de voir

que si J*(A.) est de dimension inférieure à d, alors chaque A. s’ écri.t
, i 1

alors les’lemmes (3.3), (3.5) et (3.6) donnent le résultat.

Pour passer en dimension. supérieure, on utilîse la récurrence sur la

dimension et le développement en série des A . .

i

Idée de la démonstration du théorème 3.2 : P pas totalement

dégénère, ~il peut s’ écri re sous la forme

et on montre que si 1,(Xo" ... YX r) n’est pas de rang d. alors l’algèbre
de Lie engendrée par la famille (C ) où C2 =B et n’est

pas de rang d. En utilisant alors le théorème 3.1 et la proposition

(3.4) on achevé la démonstration.
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