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ACCOUPLEMENT DE PROCESSUS LINEAIRES
i

IMAGES DE PROBABILITES CYLINDRIQUES PAR CERTAINES APPLICATIONS

b NON LINEAIRES

'
i par Paul:KREE

Résumé.
a) Processus linéaires vectoriels et probabilités Y @ cyllndrxques ¢ exten-
sion A ces processus et 3 ces probabilités, de la théorie:des processus liné-
aires et des probabilités cylindriques. b) Image de probabllltes cylindriques
par certalnes applications bilinéaires. Examen de cas partlcullers : intégra-
le de Ito, prolongement continu... c¢) Remarque sur 1' image d'une probabilité
X. cyllndrlque par une application partiellement linéajre.‘'Ces résultats sont
annoncesldans Krée [4] et [6].
i
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! 1
De méme que la théorie des distributions généralise la théorie des fonctionms,

N " . .
la théorie des processus linéaires, introduite par Yaglom (v. Gelfand-Vilenkin

+

[1]) généralise la théorie des processus et des champs aléatoires. La théorie
des processus‘linéaires commence 3 trouver des applications (en physique théo-
¢

rique, en traitement du signal, dans la théorie des systdmes gouvernés par
I :
des équationsfaux dérivées partielles). Dans de nombreux casj il est donné

simultanément deux processus linéaires, et l'on cherche & définir a 1'aide

.

de ces données un nouveau processus linéaire. Indiquons quelques exemples :
! §

a) Intégrales stochastiques, (voir Mac Kean [ll.Gikhman-Skorékhod (1l .

Soit B, Une version du mouvement brownien sur I = [0,¥] , soit ch)
{ ‘e N
P ’ . . '
sa dérivée et soit X un processus stochastique (au sens ysuel) sur I .

:

Les théories usuelles des intégrales stochastiques ont pour -but de construire

un nouveau

a par’ 'r de la donnée simultanée des processus Xt et Yt = Bt’
t o
processus Zt A f X Bd d8 . Les théories des intégrales stochastiques
o

permettent dohc de construire (moyennant certaines hypoth&ses sur les proces-

4

sus Xt et Yt ), un processus Zt , fonction bilinéaire de Xt et de Yt .

)

t

b) Equations a4 coefficients aléatoires.
t

Nous avons montré (voir Krée [1] et [2]), comment le progléme de 1l'étude

des équations.aux dérivées partielles 3 coefficients aléatoires, est équiva-
) 1

lent au probléme de la définition de 1'image d'une probabilité cylindrique

sur un produit X x Y d'e.v. par une application partiellement linéaire en y:

X xY —> 2
avec Bx e Z(Y1,2) ‘
X ,yr—> E’X(Y)

i
\]

. . N - . . e A .
1'application R pouvant etre en particulier bilinéaire. Nous avons aussi
résolu le probléme, dans le cas particulier ot u admet uné désintégration

p.continue et, ol la premiéie prpjection canonique M de y est une vraia
]
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mesure. Notons Lz (X,Y') 1l'espace des fonctions X -~ Y' , qui sont W, "mesu-
4 ¢

! }

rables au sens de Lusin. L. Schwartz, (communication persondelle, AoUtl1971),

a introduit la notion de probabilité X.cylindrique sur X x ¥, o X est-

1

maintenant un‘espace topologique (généralisant la situation ci-dessus) et a

remplacé 1'hyPothése de "bonne'" désintégration par une hypothése de prolonge-
s .0 . . . P -
ment a Lu (X,Y') d'une certaine application linéaire, 3 valeurs dans un
l 1\
espace de v.a.

C) Mécanique quantique.

Voir les travaux de I.M. Ségal, Glimm, Jaffe. .
- |

]
(3) - Dans tous les cas, on est amené a définir 1'accouplement de deux processus

linéaires, (une application bilinéaire &tant donnée), par prolongement d'une

certaine application linéaire a valeurs dans un espace de variables aléatoires.
-
Différentes techniques de prolongement peuvent étre utilisées: prolongement
i
continu, prolongement utilisant certaines approximations, prolongement utili-

sant l'existence d'une bonne désintégration. En particulier :
a) Si 1l'on considére le cadre (l-b), si l'on introduit un espace de fonc-
tions mesurables sur X et le processus linéaire associé, et si 1'on appli-

que la méthode ci-dessus, on peut voir que 1'on retrouve la' méthode (due 3
t

1

L. Schwartz) &évoquée ci-dessus. ]

b) Les raisonnements faits usuellement pour définir 1l'intégrale de Ito
peuvent étre interprétés dans ce cadre.

c¢) On peut donner des exemples de prolongement par continuité, permettant

{
de définir, dans des cas nouveaux, des images de probabilités cylindriques.

2
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(4) Pour effectuer cette &tude, nous avons été amené & considérer des processus

bilinéaires, basés sur des produits d'espaces vectoriels. Ces processus bili-

!

néaires interviennent naturellement, lorsqu'on considére des processus linéai-
q P

¢ ¢
i

res basés sur, des produits tensoriels ou des produits tensoriels complétés,

I
‘

(cas de processus basés sur des espaces de fonctions ou de distributions &
i

1
valeurs vectorielles). Ils interviennent aussi quand on étudie ‘les séries de
l, {

fonctions & coefficients aléatoires. Ces processus sont &tudiés au paragraphe
l; des exemples sont donnés au paragraphe 2. Au paragraphe 3, on donne trois

méthodes générales permettant de définir 1l'accouplement de deux processus liné-
i
f.
aires par une!application bilinéaire : méthode directe, méthode du prolonge-

ment continu, méthode par approximation. De nombreux exemples d'accouplements

N

définis par prolongement continu , sont donnés au paragraphe 4. Au paragraphe
5, on indique'comment la méthode de prolongement continu permet de définir

dans certains 'cas l'image d'une probabilité X.cylindrique pdr une application

i

partiellement linéaive. Signalons que le probléme de la définition de 1'image

d'une probabilité cylindrique par une application non linéailre est aussi

considéré dans L. Gross [1] et I. Ségal [1],[2]. K

1

Je tiens a''remercier Laurent Schwartz, Jont les suggestions ont contribué

au développement de ces recherches. :
{

I - PROCESSUS BILINEAIRES, PROCESSUS LINEAIRES VECTORIELS.

¢5) Notations.
(Q, B,P) désigne un espace probabilisé et A désigne un espace de Banach
réel. L°(Q,A) " désigne 1'espace des classes d'équivalence de fonctions f§
Bochner-mesurables 3 valeurs dans A . LO(Q,A) est muni deé}a topologie de la
i
convergence gé probabilité. Comme f prend ses valeurs dang un sous espace

fermé séparable de A , la loi de f est une probabilité de Radon sur l'es-

pace complétement régulier A , muni d? sa topologie faible ou forte. On in-
n



(6)

(7

8

5.

z.7 ) l'espace non séparé associé a LP(@,A), avec »p é:[0,+ »] . On appel-
lera "A-variable aléatoire', ou A.v.a. toute classe f e?LO(Q,A) ; tandis
qu'une A.v.a, précisée sera un élément f e 2°(2,A) . Sii A= R, on

posera L°(Q,A) = L°(q).

Processus bilinéaires.

]

o

Soient 'U et V deux e.v. réels. Un processus bilinéaire R = ((Q,%,P),

.
'

R(u,v)) basé sur U x V est la donnée d'une application bilinéaire R de

%)

U x YV, 3 valeurs dans L°(Q, R) = L°(a) .

Exemples généraux.

a) Vue la propriété universelle du produit tensoriel,’l'espace €,3,pP)
)

étant fixé? il y a correspondance biunivoque entre les pfbcessus bilinéaires
bas&s sur U x V et les processus linéaires basés sur U'm V . Et naturelle-
ment, tout processus linéaire défini sur un e.v. plus grand que U ® V (par
exemple un processus défini sur le complété de U @& V pour une certaine to-
pologie ve?torielle), définit par restriction un processus sur U@V , c'est
d-dire un processus bilinéaire sur U x V . On obtient afnsi la plupart des
exemples usuels de processus bilinéaires. ‘

b) Une autre classe importante de processus bilinéaires s'obtient de Ja

fagon suivante, & partir de la donnée d'un processus linéaire T sur le

produit Y x V de deux e.v. : on introduit les processus'linéaires
, ,

R et 8§ .°
LN L’ \Y ———~S——~+L°(Q)
u > T(u,0) vV —— T(0,Vv)

i

Comme T(y,v) = T(u,0) + T(O,v) = R(u) + S(v) , on écrit T=R+S.
A la donn&g de T , c'est~a-dire a4 la donnée simultanée de deux processus
linéaires R et S , on peut associer le processus bilinéaire :

Uxv — L°®@

(u , V) —> R(u) S(v) ‘

Ce processus est noté R X S ..Ce processus bilinéaire est caractéyisé par
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le processus linéaire :
i

UV —s L2@) .

et

n
. . —3 E R u. S V.
vjev; (ug) 8(vy) ;

‘=1 ] ]
Ce deuxiéme exemple général de processus bilinéaire joue un rdole fondamen-

Rk e e e

! L
tal dans la tbéorie des images des probabilités cylindriques par des applica-
tions bilinéaires. g

1

"

' . J
' ﬂ
'

Nous voyons donc que 1'introduction de la notion de produit tensoriel
o
i i

permet d'appliquer aux processus bilindabres toute la théorig des processus

-4

linéaires. On a donc la notion de transformée de Fourier, de composé avec une

application linéaire..., de type, d'ordre, de processus décomposé, de proba-
1
bilité. | ‘
(9) Définition.

. 1 - .
Soit VU wun e.v. réel, et soit Y uu espace de Banach.

{
a) Un processus linéaire R .a valeurs dans Y , basé& sur U est la

v
t

donnée R = ((2, B,P), R(u)) d'une application linéaire R :

H

{
U - > 19a,Y) 4
(10) s
} u R(u) ;;
i ..
b) Un processus linéaire vectoriel parfait est une application linéaire
de U & valeurs dans ;fO(Q,Y).

(11) Notons : ‘ K
~. ‘ '
a) §i V ést un e.v. en dualité séparante avec Y , alorg tout processus
H .
linéaire vectgriel R basé sur U , 3 valeurs dans Y , permet de définir

le processus bhilinéaire :
4 I

U xV -— LO@Q) ;

' (u , v)r--> (R(u),v) %
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b) Réciproquement, soit B un processus bilinéaire basé'sur U xV .
En général un tel processus ne provient pas d'un processus linéaire basé sur
U , a valeurs dans Y . Si B provient d'un tel processus, on peut donc dire

que B est "partiellement décomposé", ou plus précisément, i qu'il est "Y.dé-

§
composé', . R
’
"

(13) Théoréme, (existence d'un processus linéaire canonique).

Scit Y wun espace de Banach. Tout processus linéaire R'= ((Q,%,P),R(U)Lev

i valeurs dans Y , basé sur U est isonome 3 un processus linéaire parfait :
(@B crP )y KW ) "
Rc e et/ B )ueU ;

* R . ) s '
basé sur “c =1 &Y , muni de la plus petite tribu & rendant mesurables

les applications : K

vt oy K@,y
N N )
18, @ y ——> ) (8,,u) v, !
¢ R MR ,

~

od u décrit U .
L
Preuve.

a) On suppose donné le processus R . Soit U : un sous &.v. de dimension
finie o de. U . Soit (sj) une base de Ui et soit (ei§ la base duale
de (Ui)* . 5r1voit que RiU,l est connu dé&s que l'on connalt les v.a.

R, = R(<) . Soit P, 1'image dans Ui*Q) Y de la probabilité P sur Q

J
n

. n
par l'application w s Z el ® (U(e.))(w) . On voit que si u = Z ul €.

j:] ] ‘ j=
alors la loi de R(u) colncide avec 1l'image de P. par K(u)

m = (K(u))(P,)
u i

4 3 L |
Si 1l'on fait un changement de base (g.) ~ (e%,) , on a (eJ) - (@J ) avec:
J i



(14)

Remarque.

) eJ = I a]. e1 eJ = I 4 Ek.
i ] 1 .
et ¥ eJ® Ue,) = Z a}, e B U(al.( € 1) A
. . h| k ;
Ik, :
¢
] [ ] (M ]
L= ) d%. at ) e ® Ule, ) = ) 6?. elfU(ek,)
i',k' itk N
‘ . i
L= z el U(E v)
) i'

K
Par conséquegt la définition de Pi est indépendante de lar'base choisie dans

i
Ui . Nous avdns donc montré (13).-si U est de dimension fiéie.
. I
b) Soit (’Ui)iel la famille des sous e.v. de dimension finie de U . Pour

‘

v . . . * * .
Uig Ui' » Onn note Pt la surjection canonique de Ui' sur Ui . Soit

950 = P, ® IdY . On obtient ainsi un syst@me projectif d'espaces probabi-

3

lisés :

*
! [
(U@ YL P04 et )

1 i
Ou applique alors au systéme projectif * le théoréme de Bochner [1], ch.5. La

1

'] o o * * . . .
limite projective des e.v. Ui ®Y est U ®Y , les applications canoni-
¥
ques de la limite projective sur les facteurs étant les q; = P; 8>IdY . On
. [

. * . . f .
munit U ® Y de la plus petite tribu rendant mesurables lgs q, . Finale~
: ! i
' .
ment, & partir d¢ .1 donnée du processus vectoriel R , on a constrult le

processus canonique parfait RC .

Al

Cetée construction utilise seulement les P.1 , defplus Pi est
4
L'image de la loi conjointe u de U(el\unU(cn) par : i
‘ Yn —_— U* oY
6y e Y ) > ej Y.
o n ]

|
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s

Ainsi, RC peut 8tre construit si 1'on connalt seulement les lois margi-
i

nales du systéme des v.a. R(u), u décrivant U .

Probabilités "Y & cylindriques'.

Soit X wun e.v. en dualité séparante avec U . On munit X de la topolo-

)

gie faible. Soit X la famille des sous e.v. fermés de codimension

1

i71¢l

'
finie de X . Comme (X/Xi) v X7 et comme 1'application , X, » Xi'L établit

une correspondance biunivoque entre la famille (X,) et la famille

i7i€l
1
)

(v , la preuve du théoréme (13) permet de caractériser la classe d'iso-

171el

nomie du prdcessus linéaire vectoriel R par un systéme p;ojectif de proba-
bilités de Radon sur les espaces (X/Xi) ® Y . On appelle un tel systéme pro-
jectif une probabilité "Y @ cylindrique" sur X ®Y, (qu%il ne faut pas
confondre aJec les probabilités "X.cylindriques' introduites au paragraphe 5).

On définit naturellement les opérations sur les processus linéaires vectoriels

et les probabilités Y ® cylindriques :
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an

‘U.

f

Lo . Py
Transformée de Fourier bilinéaire.
0 ' A
A

On peut définir la transformée de Fourier bilindaire FBR = R de R, comme

étant la fonction numérique définie sur U x V par :

Ru,v) = FBR(u,v) = Elexp (- i R(u,v))]

-

4o
-it - . o .
ou par f e dm , o0 m est la loi de la v.a. :R(u,v). Si u
- u ,v,,\\ u,v i
est fixé, onivoit que R(u,.) est la transformée de Fourier du processus li-

A
al A .
néaire R(u,.); donc R(u,.) est une fonction définie positive sur U .

1
v

~
De méme R(.;v) est,pour tout v fixé, une fouction définie positive sur
y A A N
U . Les propriétés de continuité de R(u,.) et, R(.,v) somt liées aux

propriétés de continuité des processus linéaires R(u,.) et R(.,v). Notons

' A 2
les relationsd. suivantes entre R et R :
]
7'\\ ',(.\ 3
R(u,v) = Ru ®v) L.
t
An n  -iR(u,,v.) é
‘R([Vu. ®Sv.) = E("ﬂ e 13
| ] : -
I }""1 i
™ A

Par conséquent R caractérise la restriction de R & la partie de

U®V formée par les tenseurs décomposables.

Ordre ct typé.

i
~

a) Soit R un processus bilinéaire basé sur U x V et gsoit R le proces-

sus linéaire associé : U@ V -» LO(Q) . Soit p>» O . Soit & une topologie

A%

vectorielle sur U@®V et soit E=U®V 1l'e.v.t. correspondant. On dit
' 0

: A 34
que R est de type p si le processus linéaire R est de type p,
b) Si R est de type 2, on peut définir : R

- la moyenne : c'est 1'élément de E' associé a la forme bilinéaire

W - SRV,

- la corrélation : c'est 1l'opérateur de E' dans E asi ﬁé}ﬁylav
. o .“\ﬁ,' .
i . SR
v = S



i

. " K

forme bilinéaire (e], ez) - 8(R(e]) R(ez)) . ﬁ
¥

- la covariance : c'est la corrélation du processus liféaire centré

s
NI'

associé a R/,
i
c) On suppose que tous les espaces vectoriels considérés-sont des espaces

4

de Banach. Uﬁé probabilité de Radon m sur X ® A , munie d'une norme ten-
t '

sorielle 0, est dite d'ordre p (avec p > Q) si :

Pall®® = ¢ [ lellPdnen!/® <o i
P X®A
! 0

[N S, S S,

Le processus bilinéaire R est de type p (> 0) si :

1/p
Il wll®® = sup (flt[p dm ) < ®
t p Iuisi u!v
|vigl i
', §
ol mu,v esk la loi de R(u,v).

(18) Ordre et :ypé partiels.

\

Soit p >t0 . Soit R un processus lindaire basé sur U‘, & valeurs dans

Y . On dit qﬁe R est de type p si :

[

1 .
w5 = sup (Jlly IIP dm ) ' !
l’ P ujgl Y :

-~

ol m est la loi de R(u) . Il serait intéressant d'&tudier les applications

-~

partiellemenF p.radonifiantes, ou p.radonifiantes du genre! a ®b , ol a :

X] > X2 et b : Yl -> Y2 auraient des propriétés données. Nptons a ce sujet
b

le résultat Fuivant .
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(19) Généralisation vectorielle du théoréme de Pietsch.

§

soit a,
Soient ;E et F deux espaces de Banach, et’une appliiation p.sommante
g
(p >0) de E dans F). Soit 4 une mesure bornée positive sur la tribu
t, B
Je Baire de l'e.t. I . Alors l'application suivante est p.sommante:
it

; (1,8 -2 LP(1,F) i

u(.) F—> a(u(.)) ;

Démonstration.

- . )
Pour tout n , quels que soient u ceu dans € (I,E) , on a :
: i

g
% ? (laoull woo= [ dt E (Ja o U-KC)IF)p
=1 P (nLE) 1 = )

"

Comme 1'application a  est p.sommante, de E dans F , ‘on a
W {

. n
V < C [de (sup ] |(u.(t),e')|p}
ot 1 lt"lﬁij""l J .

< C f di sup
I et j

it >~—p

(s 'you) P
lI (®e’h ul

Comme ¢ & e' (pour tout t de et pour tout e' de la boule unité

de E') appartient a la boule unité du dual de ?:O(I,E),'on a:

v

EI L C f dt  sup ‘E l(“’uj)lp ;
5 L il =1 ;
b p 3 P
Finalement" b Ulaouyl . )F <« ¢ osup ) l(l,uj)‘
it j=1 el e hellgd =1

et 1'applicacion i eS8t p.svusiante.

(20) Remarque. “
On a encore le méme résultat si 1'on remplace

= a par une applicatiem ¢ » a(t),,~Lusin mesurable de T & valeurs dans

o}

I_(E,F) ave sup llate) || w
P . (L
[ p

i



(21)

- si 1'on remplace i par 1l'application u(.) - a(.)(u(.)) .

Corollaire.

Soient X et Y deux espaces de Banach, l'injection de X dans Y
étant p.sommante. Soit u une application linéaire continue d'un espace de
Banach E dans un espace de Banach F . Soit u wune mesure positive bornée
sur la tribu de Baire de l'espace topologique I . Supposons qu'il existe

. . P . o
une application linéaire continue v de E dans un espace fi (1I,X) , telle

que
3c>o0 Veer  Juel, <lvel
LP(1,Y)
Alors l'application u est p.sommante.
En effet :
n n
I luepPec [ dlvepl o P
j=1 j=1 T oPa

Comme 1'injection de %3°(1,x) dans Lp(I,Y) est p.sommante, il vient :

P
< C' sup Z l(Q,v(e.)’p
I 2llg1 j=1 ]

Introduisant la transposée v' de v ! E > EP(I,X), on obtient :
< C" sup § Fv' (), e.)|p
leligr j=1 ]
Lorsque £ décrit la boule unité du dual de f:O(I,X), v'(2) décrit un

borné de E' ., Donc u est p.sommante.
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IT -~ EXEMPLES DE PROCESSUS BILINEAIRIS ET DE PROCESSUS LINEATIRES VECTORIELS.

Les notions de processus bilinéaires et de processus linéaires vectoriels
sont des cas particuliers de processus linéaires. Cependant, les exemples
qui suivent montrent l'intérét d'introduire ces nouvelles dé&finitions pour
1'étude de processus linéaires basé@s sur des produits tensoriels ou des pro-
duits tensoriels complétés. Physiquement, les processus stochastiques corres-

pondants sont des processus & valeurs vectorielles.

-

A - Séries de fonctions 3 coefficients aléatoires.

Soit fl"'fn une suite de fonctions numériques, définies sur un ensem-

ble donné 1 (on peut aussi supposer que 1 est une variété, et que les

fi sont des fonctions généraligées). Soit (Xn) une suite de v.a. et soit

(cn) une suite de coefficients. Alors . ¢ Xn fn est une série de fonc-

1
tions a coefficients aléatoires. On s'intéresse a la propriété d'appartenance
presque slire de cette série & un e.v.t. F admettant le systéme des f,

i
. (N)
comme un systéme total. Notons R

l'ensemble des suites (cn) de nom-
bres réels qui sont tous nuls sauf au plus un nombre fini, et notons D le
sous espace de F engendré par les f . Il est naturel d'introduire les

processus linéaires vectoriels :

(N)

D — L°(1,F) et R — s L%Q,F)

c¢c f +~— T ¢ X (¢c) »—>Lc X f
n n n n nn'n
De méme que la théorie des processus linéaires basés sur des espaces de

suites permet 1'étude des séries numériques & coefficients aléatoires, la

théorie des processus vecloriels permet l'étude des séries de fonctions a
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!
coefficients al&atoires : voir Krée [5].
i ;
B - Mouvement brownien 3 valeurs damns un espace de Hilberf réel E .

Si H et K sont deux espaces de Hilbert, on note H ? K. 1l'espace vec-

toriel H ® K muni de la structure préhilbertienne canonique. On note

~ :
h? K le complété de cet espace.

i
5

Soit I = Eb,l] et soit E un espace de Hilbert réel. So%t 0HI(I) le
[

sous espace di‘l'espace de Sobolev HI(I), formé par les fon¢tions nulles
M :‘

3 l'origine. On sait que l'opérateur d'intégration J :

. t
£ >z avec g(t) = f f(e) dé .
: o
o . . 2 ! AP
réalise un isemorphisme de H = L"(I,E) sur oH (I,E) = OH (1) 2 E . Un

4
. P N
mouvement brownien sur H , paramétré dans I , est tout processus B asso-~
cié 8 J(m) , ol m est la probabilité cylindrique gaussienne canonique

sur H . Soit F wun espace de Banach réflexif contenant E ', 1'injection

M
de E dans F é&tant supposée p.sommante. Pour O < 8 < %-,ﬁon introduit :
luGo =uly
< @ }
t

5
CB(I,I‘L) = {u:1I-F, sup 3
N x et yel | x-y| :

i

Montrons qu'il existe une version de B dont les trajectoires appartien-

nent presque sUrement a F . Soit Ga la distribution sur R de transfor-
2,- a/2 M
)

i A o .
mée de Fourier Ga(u) = (l+u . En utilisant les techniques et les

l
1

notations de Schwartz [1] chapitre l4, on factorise de la maniére suivante

1'injection i de HI(I,E) dans ﬁfe(I,E)
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il (1,E) ——— H%+E(I.E) C—s E°(1,E)

. (G§+s)*
c 3 5 Pa,m —_— e,

Vu (19), l'injection j est p.sommante. La derniére application est
continue pour 6 = % - € - é d'aprés la variante vecforielle naturelle du
théoréme de Krylov-Sobolev. Finalement, on a montré que l'injection de H
HI(I,E) dans ffe(I,F) est p.sommante, donc p.radonifiante. Comme les pro-
babilités cylindriques de Gauss sont de type p pour tout p fini, on

peut prendre 6 arbitrairement proche de 1/2, (0 < 6 < 1/2).

Remarque.

Voici une variante de ce résultat. Supposons que t - R(t) est une appli-

cation Lusin.mesurable de 1 & valeurs dans thS(E), telle que :

sup |l R(t) 11—
t

oi 1'on a noté || . || 1a norme dans 1'espace ;fHS(E) des opérateurs
de Hilbert~Schmidt de 1'espace de Hilbert E . On introduit alors la probabi-
lité cylindrique gaussienne canonique de E : p admet pour transformée

de Fourier :
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: 1
£+ D(E) = exp(- %-f I RCe) £46) 1% a0
(o]

Alors tout processus de la classe de J(p) admet une Qersion dont les
]

trajectoires appartiennent presque silirement a fi”(I,E) . Bour démontrer ce
it

résultat, il suffit de modifier ainsi la factorisation « %

(tﬁ— %—+€\* +e

I
Li,e) —2»u'(e —2> ¥ (1,5) —> E°(1,E)

(,
k P <i— %.+E)* 4
— s 12(1,E) 2 270,

|
ou k est l'application : f£(.) » R(.) £(.) . Comme k esq p.sommante, on

. -~ . . - v o o0 g N :
voit que 1'application composée 1 est p.radonifiante. Comme 1(m) coincide
. . . | '@ ©
avec l'image, q de p par 1'injection de H (I,E) dans ;fﬁ (I,E), et com—

N

me 1(m) est de Radon, q est de Radon.

i

!

¥

. s . - ‘ -

D - Processus linéaire associé 3 deux processus gaussiens indépendants.

\

Soient H et K deux espaces de Hilbert réecls. Soient A ¢ Z°(H),
B € L(X) . Soit T un processus linéaire sur H x K de transformée de
Fourier :
{ ]
A 2
(h,K) > qChk) = exp(- 3 [l anll? - 2l ]l ?) ;
Vu (7-b), on peut écrire T =R+ § o R ct S sont indépendants. On se

propose d'étudier le processus biinéaire R »~ S basé sur H x K , et le pro-

cessus linaire R ® S «correspondant basé sur H @ K .
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(23) Lemme.

Notons N(a,bz) la loi normale de moyenne a et de vari$nce bz. Sotent
: )
X et Y deux via.. suivant des lois normales N(O,Az) et N(b,uz). Alors
laloi m de 2 = XY a pour transformée de Fourier :
1. :

sehw = and e
1
Preuve. T 2
L N f
Aw) = @(e-luuv) -y £_R?u) 3(Uk Vk) f
: S _

® .k ®

D0t ey ek - IR0, )
0 0

ot mk(x) est le moment d'ordre k de la loi de X : o

~ e e T

(2k) 1 A 2 (201
X)) = De méme (Y) =5 =i
e 2 ki " L 2R
L e 52,22 k -
Dlod BA(u) = ) (- DX & (2k)l . O o+ 22202 V2
o ) n? f

i
i
(24) Lemme. ﬁ
Supposons A'A et B'B compacts; il existe donc des suites (Ai)i. ("j)j

cendant en dqcroissant vers zéro, des systémes orthonormés (hi)i et (kj)j

«

de H et K respectivement tels que :

A'A ZAh@h B'B = | . k. ®k,
. 1-] 1 j:l J J J

Ve e et S

N )
a) Pour tqut élément ¢t = X ti hi<3 ki de H ®K, on a;:

t.)-l/Z

2,2 2
IR RS

- et T
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A
b) R® S ‘se prolonge en un processus continu sur H ‘?K

Démonstration.

a) Comme les v.a. R<hi)’ S(kj) sont normales et indépendantes dans leur

ensemble, la'transformée de Fourier de (R ®5S)(t) est : °

:

N
u -+ gexp(— iu %Z] tj R(hj) S(kj))

N
= €[N exp(- iu t, R(h,) S(k,))] = MN¥lexp(- iu t, R(H.) S(k.))]
i=1 i j 3o i

[

N
= 1 (1+A?p‘?’t?u2)
j=1 i73 73

-1/2

P
D'oi l'expression annoncée pour R® S .

P . . S
b) R® S est une fonction continue sur H ‘?K . Donc R®S se prolon-
P
ge par continuité & H ?K , et c'est la transformée de Fourier d'un proces-
sus continu T . Notons que ce processus a une importance pratique et qu'il

est construit de fagon trés simple & partir de deux processus gaussiens

indépendants.
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III - METHODES GENERALES POUR DEFINIR L'ACCOUPLEMENT DE DEUX PROCESSUS LINEAIRES

PAR UNE APPLICATION BILINEAIRE.

" 3. A. Les données du probléme. ,
. p
Soient X -U, Y-V, et Z-W trois couples d'e.v. réels en diaalité

séparante. On munit ces e.v. des topologies faibles. On dogne simultanément
deux processus lindaires R et S basés sur U et V réspectivemenc ¢ on
donne donc ie processus R + S basé sur U x V . Soit m ;la probabilité cy-
|

lindrique sur X x Y associée au processus R+ S et soient m et m

les projections canoniques de m . Soit B wune application bilinéaire¥Ycon-
tinue de X x Y a valeurs dans 2 . On cherche & définir 1'image B(m) de
m par B : c'est une probabilité cylindrique sur Z . On va définir B(m)
dv1'aide du processus linéaire associé T basé sur W . Ce processus est

appelé l'accouplement des processus R et S et l'on pose T =f(R,S) .

On introduit le processus bilinéaire R x S et le processus linéaire R®S .

uxv 25100 vev 293 %40
n n

(u , v) —>R(u) S(v) )i uy ® v, — ] &(uj) S(vj)
l 1

Comme X ®Y est naturellement en dualité séparante avec ‘U &V , le proces-
sus R ®S définit une probabilité cylindrique sur X ® Y'. On va utiliser

la factorisation canonique B =B o A de B :

1

X x Y
(25) | SJ \\\B
! X&Y ~.._>\ 2
B8

On note ‘s(m) la probabilité cylindrique sur X @Y associée au proces-

sys R®S .,
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[

On utilise la terminologie suivante :

Supposons donnés deux couples A-C et B-D d'espaces vwectoriels en dua-

lité séparaﬁte et une application linéaire ¢ de A & B . On dit que

est transposable de D 3 C si % est continue pour les topologies faibles

o(A,C) et o(B,D) et 1'on définit ainsi la transposée &' de ¢ :

Z'
D ——C

a d'—'—"—)"deﬁ [

v

§

On rappeile que si 1y est une probabilité cylindrique sur A muni de
la topologie o(A,C), on peut définir 1'image 2(u) sur B , muni de la
topologie é(B,D), si et seulement si 2 est transposablé de D & C.

n

3. B. Méthode directe.

~
8i B est transposable de W & U ®V on pose : ‘

T = B(R,S) = (R®S) o (E)' et B(m) = g(s(m))

et 1'on dit que B(R,S) et B(m) sont définis directement.

i

i

Donnons un exemple ol l'accouplement par B8 des processus R et S peut
!
étre défini directement :

{

Proposition.

Supposoné dim X < =, Alors l'accouplement par B8 des processus linéaires

R et S est défini directement.

Preuve:
Soit (e.) wune base de X et soit (ej) la base duale de U . Tout

x €X s'éerit x =% x, e, aveg x, = (x,e,). Pour tout, x € X, B_(.)
S i i X
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) {
désigne 1'application linéaire g(x,.) de Y dans Z. Nous,avons :
! t
Vyev Ywew; B nw = B, (N = 8", @)
: i S
Par conséquent w o, B est la forme bilinéaire ;

“
n

| n N
GLy) > By = ) ox (Be,y) W) = T (x,e.)(y,8' (W)

[ l‘ . - [ n . - -~ - b4
L'application linéaire R associde & B a donc pour transposée p':

n :5
w > %‘ ej ®'S'ej(W) .

n
D'od  T(w) = ) R(e.) SB', (@) :
¢oog= ] ;
! A

(28) Exemple. .

a) Soit " X=Y=U=V = L2(I) avec I = 10,I1[ .

! ;

Soit n > 0. Soit X* 1le sous espace vectoriel de LZ(I)( engendré par
n n b n ’

ko"'kn—l’ ol kj est la fonction caractéristique de 1j/m, j+1/n[ . On se

donne simultanément un processus généralisé S sur I , (représenté par

'

une probabilité cylindrique sur L2(I)), et un processus R" dont les

{
X ntl n n '
trajectoires sont du type £ = Z R, k., , les Ri étant des v.a.

. n 1' . . - . . - - .
Soit yu la probabilité cylindrique sur X x X associée a la donnée simul-
. {
{
. . . n . . . .
tanée de ces deux processus. Alors l'image de u  par l'aPpllcatlon bili-

néaire : 1
! XxX —> R

1
’ (f, g)r—>[ £(t) g(t) dt
. (o]

peut &€tre définie en appliquant (27), ( bien que dim X = + « l),parce que

n .
R est basé sur Xn . On a :
{

’ n-l '
n _ n - n n, ¢
JROds = [ RO(t) s(r) de = ) U Vi)
o o i=0
A . dB - .0
En particulier si § = it - B, ot B e&st une version du mouvement

(
brownien su% I , on obtient :

v
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I
.

nil RD (8¢ 2y _ g iy
i%o i o n

I
[/ Rr" 4B
o “

ce qui correspond & la définition usuelle des intégrales stochastiques.

b) Soit ;t fixé dans [0,1] , on peut dé&finir dans des conditions analo-

gues : :
£ oa n i+] i n [nt]
(30) [ RN = T RI(B(=—)-B(Z)+ RregB(8) - BG— D)
o . i<[nt]
t .
c) Supposzc;ns t wvariable. Comme f R" dB dépend continuement de t
s o) !
(en moyenne d'ordre 2), on voit que le processus T i
€ :
t - f R° dB définit un processus lindaire sur J\Z(I), ou ‘'une probabilité
o ‘:

o
cylindrique sur in(I). Le processus 'I’n est le résultat de l'accouplement

n o . . cys e s
des processus R~ et B par l'application bilinéaire :

f, X x X — &?(I)

(30 t
© (£, 8) > (£ > [ £(8) g(8) do)
: )
3.C. 'Méthode par prolongement linéaire continu.
+ ol
Muni‘ssons LO(Q) de la topologie de 1la convergence en pro-
babilité. :
(32) Supposons qu'il existe un e.v.t. séparé Ge tel que :

a) G contient U ®V, et U®V est dense dans GB .

b) Le processus R®S : U@V » L°(n) admet un prolongement

lindaire continu : R ®S : Ge > LO(Q) 1
¢) G est en dualité séparante avec X Q@Y .

~

d) L'application linédaire B8 est transposable de Z & G .

On posetalors

(33) " B(m) = B(s(m) et T=(R®S) . (7)° ' ?

i
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(35)
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Exemple.

! i .
a) On suppose que R et S sont de type P, et Py respecgtivement
!

1

avec pl—l + P, = 1 , et que U et V sont munis de topologies localement

convexes complétes. Vue 1'inégalité de Hélder, le processus bilinéaire R x S

\

est de type 1. Vue la définition de la topologie m , R@ S est continu de
- b . ' L
U®V avaleurs dans L (22). Par conséquent R ® S se prolonge par continuité
m !
t . A ) .
=U®V , &8 condition
m

au produit tensoriel complété et 1l'on peut prendre Ge

“~

que B soit faiblement continue de X @ Y (supposé en duglité séparante avec

U @V) a valeurs dans 2 .
- .

b) Dans le cas plus particulier oo U et V sont desgéspaces de Fréchet,
i

e o T .
on pourra vérifier que ces conditions sont satisfaites en utilisant la repré-

~~
sentaion sous forme de série d'un é&lément de U‘? v

!
)

[> 4] .
v avec R cx
n® 'n m:,lnl ’

\

t =

— 1 Y
>

3
c

les suites ,(un) et (vn) tendant vers zéro.

3.D. Méthode par approximation.

Supposons qu'on a une famille filtrée (RJ + SJ) de processus li-

P i« . .
néaires sur U x V , cette famille étant telle que : ‘'

a) '(RJ + S]) converge cylindriquement vers R +'s .

b) i'accouplement ) =P(RJ, SJ) est défini directement (c'est-

1

1
a-dire par la méthode directe).
c) (TJ). converge cylindriquement vers un processus linéaire T .
‘ ]

On p@se alors T =f(R, S) et on définit B(m) comme Etant la pro-
t
babilité cylindrique sur 2, associée &8 T .

SR s
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(36) Exemple.
t
a) L'intégrale stochastique de Ito t ~ f Rd B est en fait définie par
{
)

¥

la méthode q'approximation. En effet, soit R un processﬁﬁ sur I = [0,1],
représenté par une v.a. f & valeurs dans X = LZ(I) etfaont la loi est
une mesure de probabilité sur X . On suppose que R vér#%ie les hypothéses
habituelles, : voir par exemple Mac Kean [1] ou Gikman-Skorbkhod [2]. Pour

. .. n . P ..
tout entier positif n , notons Q 1'opérateur linéaire '"non anticipé"

X —X

. n-1| -1 i/n
£(.)—> ) n ki(.)f £(8) d6
1 (i-1)/n

1
. . .. . s n n
et introduisons le processus linéaire sur X associé a la v.a. R =Q . R.

Vu (28 b et ¢) on sait définir le processus ™ : ¢t~ f R" 4 B, résultat.

de 1'accouplement par 1'application bilinéaire (31) des pfgcessus R" et B.
k

i

. n . , S
Ito a montré que T  converge cylindriquement vers une limite T lorsque
p

n tend vers 1l'infini. Cette limite est alors le résultat de l'accouplement
¥

des processus R et B par (31). .
b) Lorsque la fonction R(.) est déterministe, on dit en général que T
est une intégrale de Wiener. La définition de T , dans ce cas, ne requiert

k

pas de procddure d'approximation et se définit élémentairement : T est le

composé de 'B avec l'application linéaire continue : !

(37) | P ——°
£

£ o——s (t > [ R(®) £(8) d ©)
[¢]

c) On peut interpréter de la méme maniére les raisonneménts de I1.0. Da-
leckii [1] et [2], qui permettent de définir une intégrale de Ito vectorielle.

(38) Remarque.

a) Il faut noter la différenie entre le point de vue des probabilités



'

R
1

cylindrique (ou classe d'isonomie de processus linéaires) et le point de vue

§ t
des processus linéaires. Dans le deuxiéme point de vue, 1'espace probabilisé

h
b

e, ,P) es% fixé, et 1'on cherche a définir des variables;aléatoires. Dans
le premier péint de vue,l'espace probabilisé n'est pas fixé? Les définitions
qui précédeng ont donc un intérét domblé en théorie des prégabilités.

b) Les trpis procédés indiqués ci-dessus s'appliquent de.fagon non contra-
dictoire dané des situations de plus en plus générales. En effet :

- Si R£+ S est représenté par une probabilité de Radon m sur X x Y,
on voit a 1'aide de la factorisation (25) de B que la prgﬁabilité cylindri-
que s (m) cpincide avec 1l'image par s de la probabilité jm . Finalement,
E(m) est alors 1'image de la probabilité m par B . ;

- 11 esﬁ clair que 3.C. prolonge 3.B. i

- La méthode 3.D. prolonge la méthode 3.C: ceci résul@% du fait que

1'application R,S » T définie en 3.C. est continue pour lla topologie cylin-

drique.
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IV ~ EXEMPLE D'ACCOUPLEMENT PAR LA METHODE DU PROLONGEMENT CONTINU.

; J
4,A. Images pour des espaces du type 80(1(). "

Soit K un espace compact et soitfee® (x) 1l'espace de Banach des fonc-

¢

tions numériques définies et continues sur K . Soito«sm(K) 1l'ensemble des
mesures de Radon sur K . On a JU(K) = (CO(K))'. On pren‘? deux exemplaires
fz et 6; de €°(K); et 1'on note l/v(ix et v'(y le‘sf espaces duals.
t
o ' . . v J‘Z LI
On note & 1'espace des fonctions continues sur K_ x K et l'en
Xy X y Xy
semble des mesures de Radon sur I(x x Ky .
(39) Proposition.
Soit m 'une probabilité cylindrique sur €° « 63 dont les projections
canoniques sont de type 2 . Soit 8 1'application bilinéaire :
Co x¢Eo B ¢o

(£ , 8) —> fg

Alors B(m) est une probabilité cylindrique de type ! sur, 60 » (en dualité
i

séparante avec V7). »

(40) Lemme.

reuve du lemme.

On a une injection isométrique :

d%x?myyz;?ey)
A ;
Or on a (tx‘?%‘y)' = ((6:‘? ?fy) = (ny =M

Dong S, ® Jl, < V"ny :
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.

) L . , %

Le théoréme du bipolaire appliqué aux mesuies simples
i

:J

\
’ ‘

T
(A € R, x; € X, vy € Y), montre que f{x @.ﬂ(y est dénse dans JM__ .

Par conséquent le complété du sous espace J?x ®‘/vy dense dans l'espace de
n
Banach ‘szy’ coincide avec oﬂ;y . ‘
|

Preuve de la proposition (39). i

3

i

On sait.que pour toute u ¢ MM(K) , la forme bilinéaire :

) TOw x € L R

B

. (£, g) r—-—> }f g du ‘

‘ . 2,0 o .
est intégrale. Par conséquent la forme linéaire 3(u) sur ? ¥ ® &°(K) qul est
i
associée a'f(p) est continue pour la topologie ¢ . L'application linéaire

!
15

~ . . . 13 . - N -
B associée a l'application bilinaire  est donc transposable de " dans

A~ .
Wx?‘ﬁy = J‘ny :

1

; #o QE° _MEW> £

%“ /
4 /v
; v {X 6{? b/t{y Em e Z !

)

Par conséquent g(m) est une probabilité cylindrique de type 1 sur Eio ,

¢ i

en dualité "séparante avec J.

Comparaisons de (39) aux résultats connus.

. - S ) -
Soit 1y une mesure de Radon positive [ixée sur K . Vis les résultats

3

des chapitf?s 11 et 12 de L. Schwartz L1], et vu le théorZme de Prokhoroff,

. . . . o 0 2 2
1'application identique de €  » €. dans Lu < Lu transforme m en une
' \ 2 2
mesure do Radon m sur I.b < LA .

-

Notons que £ se prolonge en une application p bilinéaire continue de

2 2 ] . 1
Lu x Lu dans Lp , qui transforme m' en une mesure de/Radon n' sur L“l

Vye la commutativité Ja diagramme
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3
">
s

<

toxéo
L AN L,

m?

est 1'image de g£(m) par l'injection de fio dans L; . Finalement,

la proposiéion (39) a permis de montrer que n' se relevait en une probabi-
lité cylin@rique B(m) de type 1 sur tﬁo . Ceci ne résulte pas de la théo-
rie usuellé des probabilités cylondriques, parce que uﬂlét L; ne sont pas

en dualité séparanté.

(41) Varisntes.

 erom e

a) On peut définir 1'image d'une probabilité cylindrique sur (6?)3 3

{
dont chaque prcjection est de type 3 , par 1l'application 1(f,g,h) >~ fgh .

1}
b) En composant (par devant) cette application avec l'gpplication linéaire

continue :‘
€ o s (iio)B
| f > (f,f,1)
on voit qué 1'on peut définir 1'image par f - f3 d'une probabilité cylindri-

que de type 3 sur ffo .

4.B. Accouplement par convolution.

(42) Proposition. f
181

. de . ‘ .
Le tore I’ est muni de la mesure u = PPk Soit m wunme probabilité cy-

. . ' . P . =) N
lindrique sur Li X L: , en dualité séparante avec Lu X L: . On suppose que
1

1 2
et soit B 1l'application bilinéaire
!
! L:J % L‘i — H ()

les deux projections canoniques m, et m, de m sont de type 2. Soit

s >

to] -

(f . g —— f xg
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Alors on peut définir la probabilité cylindrique B(m) sur H® =
H‘s(]r), enigualité sépdarante avec HS(TP). De plus p(m) est de type 1.
it .
3
Démonstration.

On développe les fonctions en série de Fourier :

, in® . ing inb
:£ v z fn e et g "~ Z g, e =» f * g~ z fn 8, ©
n n n
On rappelle la définition de HS(Tﬁ : ?
! ;
' . i
n n
Pour tout X ¢ u’s(wr), on a :
N f o g
2, 2¢ n n
| = = Y
(8 (£,8)) g SN - I (+nH ™ >

- (rahE (e

Notant B 1'application linéaire associée 3 ® , on a :
ind ing
e
n 2, ¢ ® 2,
(1+n") (1+n%)

e

A o'g = ) (|+n2)2L h
n

Va (34b), on aura donc X o E e L éSLm si !
i ]

\

2 2¢ . ;
R N G b R PSR B ,
n
n
Or ceci résulte de 1'inégalité de Schwarz.
(43) Comparons le résultat (+2) aux conséquences des résultats de L. Schwartz
sur les injdctions radonifiantes entre espaces de Sobolev.

{
Pour touy p = | et tout a réel, posons : .

yd .
(al) Ly = P v 6
S )
avec Ga(e) v P (en®) a/2 e MY
n
. o '}
L'injection de L](]r) dans L“’t(T‘) est 2.radonifiafte si t - -1 .

Comme la convolée de deux founctigns de L° est ¢« ntinue, il résulte de (44)
K]
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que | se prolonge en une application bilinéaire continue 3

-

B
L2,t x LZ,t €° , Gzt - rCo,Zt
Par conséquent, la théorie des applications radonifiantes permet de
définir g'(m) comme probabilité de Radon sur @0’2‘: avec 2t < - 2.

. . P “ s
Mais cette.th&orie ne permet pas de définir B(m), parce que H (T) n'est

oL o !
pas en dualité sé@parante avec ﬁ 2t pour 2t < - 2 et 5 > .

. 4.C. Multiplication dans les classes de Hardy.

On rappeltle que pour p > 1, la classe de Hardy ‘;he" = WP(T) est l'en-

semble des fonctions f de LP dont les coefficiénts de Fourier d'ordre

t

négatif sont nuls :

£ elne sup “f(r ele) ‘p de < o
n r<l

f ~

Or~18

. 1z 2 PR,
Le produit de deux éléments de la classe ¥° est un €lément de la classe

1 ! s . . cie ok
I . Nous cansidérons 1'application bilindaire :

(45) % 2 x Wz —_—> H-s avec s >

olw

S, g)r—> fg
(46) Proposicion.‘:'

Soit m wune prcbabilité cylindrique de type 2 sur D‘[zix Mz , en dualité

séparante avec %2 x Mz . Alors B(m) est de type | sur H s

- S .
séparante avec H (s\ s > -%—)

, en dualité

Démonstration.

lad

L'application linéaire B associée & R est :

3
{

3‘{2 ®,}"f2 — H—s !
N . . . .

Z uJ @vJ ———->ZuJ vJ

d;\ d

v . . 2 2 .
Pn va montrer que { est faiblement continue, i ® b étant mis gn
X
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iy
co ! 2 .
dualité séparante avec ¥ 2 ? ¥ . Soient : i

ind ing

s
.u'\aZune , v-ivne . A e H ()
L] =) +x
. 2 2 2 2.8
avec ) |un| <w o, 7 |vn| < w ) Ilnl (l?n ) < w
30 0 -0 i
) f
On a (A,B(u,v)) = fA uv L. (21r)-l ) u g A
o P 2n & ik “=n=k
s et kyo
.y -1 in6 ik
D by = -
onc o B (2m) ] e @ e Y a-k

n et kyo

I1 suffit donc de montrer que : '

t

) L1+n2+k2)E !\~n—k| _ k()+k2)f i;kl < w

. e - , 8 - .. Co \
Or ceci résuite de l'hypoth&se A e %4 (appliquer 1'inégalité de Schwarz).
(47) Remarque. ,
—==rdue. .
Soit T ® R + S wun processus linéaire Je la ciasse d'fsonemic de m
! LR
. C s s 2 A2 il pi S
Si R® S se prolonge par continuité a W @Jn’; y  Oon mi=t }@ 2
2 g
sz - ‘42 Ny 2 . \ : PN .
dualité sgparante avec M[° ® B ° . On voic que L'on pend alors Jdéfinir 1
| 2 .
mage de m par

1 M2 < — v

(u , v) > uv

i

1
1.

*4.D. Cas ol certains cspaces sont nucléaires.

T ——

Si X e?t un evtlcs, on note X'b son dual continu muni de la topologie

'
v

) . ’ v
de la convergence uniforme sur les Lornés. On suppose que, U et V sont
W

des espaces de Fréchet et que U est nucléaire. Alors Uﬁb est nuclitaire et

i

Ll b b !

On suppose que X - I'' . Y = V' et que pH est bilinBaire continue de
ppose g " Y

t

)



U'b)( V'b d valeurs dans Z . Alors l'application linéaire ¥ associée 2
B est continue :

U'bQ V'b——--> Z

(49) Par conséquent B est transposable. Si.donc m est une probabilité& cylindri-

que cecntinue sur U'b x V' , on peut définir B(m) .

b
(50) Remarque.

Lorsque U et V sont tous les deux nucléaires, alors d'aprés le théo-

)

réme de Minlos, toute probabilité cwlindrique continue surﬁ U'b x V'b est,
en fait, une probabilité de Radon. Par conséquent, dans ce cas, le théoréme

de Minlos permet de définir directement B(m) .
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REMARQUE A PROPOS DE L'IMAGE D'UNE PROBABILITE X.CYLINDRIQUE PAR UNE APPLICA-

(54)

(52)

TION PARTIELLEMENT LINEAIRE.

On rappelle d'abord les
Définitions, (voir L. Schwartz [2] et [3]).

Seit P une prebabilitd de Raden sur l'espace :opoﬁc:iquq Q. On suppo-

§
N

se donnés un espace topologique X et un couple Y - & d'e.v. réels en

: |
dualité s&parante. (L'adjectif "mesurable" signifie ci%aprés "Lusin-mesura-
ble". Le; v.a. sont supposées Lusin-mesurables). "

a) Un'processus X.lindaire basé sur U est la donnée simultanée d'une
v.a. f .3 valeurs dans X , et d'un processus linéaire S basé& sur U . Un
tel processus X.linéaire est noté (f,S)

b) Onimunit Y de la topologie faible et l'on note? (Yi)ieI la famille

des sous espaces fermés de codimension finie de Y . Si Yi c Yj , On a une

surjection naturelle Ty de Y/Yi sur Y/Yj . Soit .Idx 1l'application
identiqué de X . Une probabilité X.cylindrique m sur X xY est la don-

née d'un systéme projectif (mi)i de lois de probabilftés de Radon sur le

)

. i
systéme projectif (X ‘”(Y/Yi)’ldx x d'espaces topologiques.

Ti374,5e1
Une probabilité X.cylindrique m sur X x Y caractérise une classe d'iso-

nomie de processus X.linaires basés sur U . Soit ml la loi de £ :

c'est une mesure de Radon sur X . On dit que m1 estula projection de m

sur X. Dans l'@tude des &quations aux dérivées partielles a coefficients

i

aléatoires, (voir Krée [2]), intervient le :

Probléme de la définition de 1'image d'une probabilité X.cylindrique par

une application partiellement linéaire
Aux données précédentes, on ajoute la donnée d'un couple 2-W d'e.v. en

dualité séparante, et d'une application :
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X*xY —— Z
(x 5 ¥) — B(x,y) = 8_(y)
telle que :

- Bx(.f est linéaire continue (pour les topologies faibles).

- pour tout w € W , l'application x - B'x(w) est continue.

. P

On cherche 3 définir 1'image par B de la probabilité -X-cylindrique m .
£ !

1 )
*On a donné dans Krée [2] une telle définition en supposapt que m admet
It

une désintégration "suffisamment réguliére" x - 6xqb L ot m ~est une
probabilité cylindrique sur Y . En fait, ce raisonnement permet seulement
de définir la classe d'isonomie du processus T hasé sur W associé au pro-

cessus X.lin8aire (f,S). Pour déterminer T , il faut raisonner non pas en

termes de probabilités cylindriques (ou X.cylindriques), mais en termes de

t

processus linéaires (ou X.linédaires).
L'objet de ce paragraphe est de présenter les remarques:suivantes :
(54) La méthode de L. Schwartz [2],[3], permettant de déterminer T peut
€tre considérée comme un cas particulier de la méthode de é%olongement conti-
nu. En effet; introduisons U = ?:°(x) et remplagons la do;née de f par la

donnée du processus linéaire :

v -2 5 1%

P . f
L'espace U .est en dualité séparante avec 1l'espace X = o@%(x) des combi-
naisons linéaires finies de masses de Dirac sur X . Remplagons la donnée
t

de B par la donnée de l'application bilinéaire :

M K) x ¥ — s
. N N
(§ ui Gxi’ Y) —> %: di R (xi:}’) \
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La claése d'isonomie du processus R+ S : U x V » L?IQ), définit une pro-

1

babiligé cylindrique m sur X>»Y. Remplagons lalﬁonnée de m par la

donnée‘de m . Posons G = EO(X,V) .

On note que l'hypoth&ses (53) signifie: que 1'application liné-
§

{
Ar
aire B associée 3 l'application bilinéaire 3 est ‘transposable de W a G.
-

-

Vue la'mithode 3.C. de prolongement continu, on est donc amené a supposer que

1'application :
1

£ e v 2285 o0

N
v £). S(
. v. ) . . V.
P; ® J'-——>Ll,(<?3o ;)
i . _
se prolonge par continuité & G . On peut alors définir 3(m) et le proces-
sus lipéaire T associé.
1)

(55) Dans legs cas concrets; les applications A(w) : x - B'x(w) ne sont pas des

{
applications continues arbitraires, mais elles ont certaines propriétés de
Y
régularité. Tl n'est donc pas nécessaire de supposerique R ® S se prolonge

par continuité 3 G . Tl suffit de supposer que R E{S se prolonge par
continuité 3 un sous e.v. topologique de G , qui contient tous les A(w),
w décrivant W .

(56) Exemp le.

Soit X = T . On munit V et W de topologies localement convexes
. t

S

complétes compatibles avec la dualité (avec Y et Z respectivement). Sup-

) ™ . A
posons que pour tout w e W, A(w) ¢ € (T,V) = e (T)V , et que le

processus linéaire S est de type p > |. Alors on peut définir £(m), méme
[ ]

si la probabilité X.cylindrique m n'admet pas denbonne“désintégration.
-
(Un exemple d'une telle probabilité X-cylindrique est. donné dans L. Schwartz

£21).
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(57) Remarque.:
w €W, l'application x - B'x(w)

!

Dans le cas plus général oi, pour tout

est seulement Lusin.mesurable, le raisonnement ci-dessus utilisant une

.

transposition n'est plus valable. Le processus T est alors défini en com

|
posant le prolongement de

R®S a Lo(X,V) avec 1'application linéaire :

v —s L%,V)
i

wo—> R'x(w) '
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