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. i
(l)- De même que 1’4 théorie des distributions généralise la théorie des fonctions,. ), t

la théorie des processus linéaires, introduite par Yaglom (v. Golf and-Vilenkin

[11) généralise la théorie des processus et des champs aléatoires. La théorie

des processus linéaires commence à trouver des applications (en physique théo-

rique, en traitement du signal, t dans la théorie des systèmes gouvernés par
des équations’aux dérivées partielles). Dans de nombreux cas: il est donné

simultanément .deux processus linéaires, et l’on cherche à définir à l’aide

de ces données un nouveau processus linéaire. Indiquons quelques exemples :
j, )

a) Inté&#x26;ra-les.’stochasti (voir Mac Kean [1 1,Gikhman-Skorokh od [Il
;: .

Soit B Une version du mouvement brownien sur 1. [0, 1,1 , soit (B )t . :4 , t
. ! . 

’ 

sa dérivée et soit X t un processus stochastique (au sens y"»uel) sur I.

Les théories usuelles des intégrales stochastiques ont pour-’but de construire

à pai i =r de la donnée simultanée des processus X t et Yt " un nouveau

t . 

processus Z : X, B. dû - Les théories des intégrales stochastiquest v d
o

permettent dohc de construire (moyennant certaines hypothèses sur les proces-
sus X t et Y t t un processus Zt t fonction bilinéaire de X t et de Yt .

b) Equations 1 coefficients aléatoires. 
t B 

- 

Nous avons montré (voir Krée Ci] et [21), comment le problème de l’étude

des équations::aux dérivées partielles à coefficients aléatoires, est équiva-
i Jj 1

lent au problème de la définition de l’image d’une probabilité cylindrique
sur un produit X x Y d’e.v. par une application partiellement linéaire en y:

l’application 1-3 pouvant: être en particulier bilinéaire. Nous avons aussi

résolu le prdblème, dans le cas particulier où p admet uné désintégration

p-continue et; ou la première prpjection canonique li de j est une vraiu
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: ( ; 1

mesure. Notons 
. LO U (X,Y’) l’espace des t .qui sont u 1 -mesu°
.t É

rables au sens de Lusin. L. Schwartz, (communication personnelle, Aout!971),
a introduit la notion de probabilité X.cylindrique sur X x , où X est ’

1 
,

maintenant un "espace topoLogique (généralisant la situation ci-dessus) et a

remplacé l’hypothèse de "bonne" désintégration par une hypothèse de prolonge-
ment à L 0 (X1;y’) d’une certaine application linéaire, à valeurs dans un

1 

espace de v.a.

,

C) Mécanique quantique.

Voir les travaux de I.M. Ségal, Glimm, Jaffe. 
i

!
i.

(3) - Dans tous les cas, on est amené à définir l’accouplement de’deux processus

linéaires, (une application bilinéaire étant donnée) , par prolongement d’une

certaine application linéaire à valeurs dans un espace de variables aléatoires.
i’

Différentes techniques de prolongement peuvent être utilisées: prolongement
i.

continu, prolongement utilisant certaines approximations, prolongement utili-

sant l’existence d’une bonne désintégration. En particulier :

a) Si l’o considre le cadre ( ’-b) , si l’on introduit un espace de fonc-

tions mesurables sur X et le processus linéaire associé, ~t si l’on appli-

que la méthode ci"dessus, on peut voir que l’on retrouve lai’méthode (due à
1 j

L. Schwartz) évoquée ci-dessus. J/

b) Les raisonnements faits usuellement pour définir l’intégrale de Ito

peuvent être interprêtés dans ce cadre.

c) On peut donner des exemples de prolongement par continuité, permettant
i

de définir, dians des cas nouveaux, des images de probabilités cylindriques.
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(4) Pour effectuer cette étude, nous avons été amené à considérer des processus

bilinéaires, basés sur des produits d’espaces vectoriels. Ces processus bili-
j

né aires interviennent naturellement, lorsqu’on considère des processus linimi-
 !’ 1

res basés sur,,des produits tensoriels ou des produits tensoriels complétés$
J

(cas de processus basés sur des espaces de fonctions ou de distributions à
j 1

valeurs vectorielles). Ils interviennent aussi quand on étudie les séries de
’ h 1

fonctions à coefficients aléatoires. Ces processus sont étudiés au paragraphe
’

1; des exemples sont donnés au paragraphe 2. Au paragraphe 3, on donne trois

méthodes générales permettant de définir l’accouplement de deux processus Une-
). 

1

aires par une’application bilinëaire : méthode directe, méthode du prolonge-

ment continu, méthode par approximation. De nombreux exemples d’accouplements

définis par prolongement continu , sont donnés au paragraphe’ 4. Au paragraphe

5, on indique’comment la méthode de prolongement continu permet de définir

dans certains’cas l’image d’une probabilité X.cylindrique par une application
,

partiellement linéaire. Signalons que le problème de la définition de l’image

d’une probabilité cylindrique par une application non linéaire est aussi

considéré dans L. Gross [Il et I. Ségal [11,[21. 4:

Je tiens â’remercier Laurent Schwartz, dont les suggestions ont contribué

au développement de ces recherches. 
1

1 - PROCESSUS BILINEAIRES, PROCESSUS LINEAIRES VECTORIELS.

E5) Notations. , 

,

(ÇI,Z,P) désigne un espace probabilisë et A désigne un ¡espace de Banach

réel. désigne l’espace des classes d’équivalence de, fonctions f

Bochner-mesurables à valeurs dans A . est muni de la topologie de la
i i

convergence en probabilité. Comme f prend ses valeurs danq un sous espace
. 

fermé séparable de A , la loi de’ f est une probabilité de Radon sur l’es-
1

’ 

l1ace complètement régulier A , t muni de sa topologie faible ou forte. On in-
n ,
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l’espace non séparé associé à avec p e" 10,+ On appel-
l , B

lera "A-vairiable aléatoire", ou A.v.a. toute classe f E"L 0 (A) tandis

qu’une A.v~a. précisée sera un élément: (Çi A) Si 

~° 

A = R, on 
’

posera L /ù,A) = L 0 (Q) . 
~,

(6) Processus bilinéaires. 
~

Soient U et V deux e.v. réels. Un processus bilinéaire R * P)

R(u,v)) basé sur U x V est la donnée d’une application bilinéaire R de

U x V , , à valeurs dans L 0 ( n = 

(7) Exemples généraux.

a) Vue la propriété universelle du produit tensoriel, .,1 ’espace IP)
,

étant fixé" il y a correspondance biunivoque entre les processus bilinéaires
j l i

basés sur U x V et les processus linéaires basés sur Et naturelle-

ment, tout processus linéaire défini sur un e.v. plus grand que U V (par

exemple un processus défini sur le complété de U e V pour une certaine to-

pologie vectorielle), définit par restriction un processus sur U 0 v c’est

à-dîre un processus bilinéaire sur U x V . On obtient arnsi la plupart des

exemples usuels de processus bilinéaires. 
’

b) Une autre classe importante de processus bilinéaires s’obtient de 3.a

façon suivante) à partir de la donnée d’iiri processus linéaire T sur le

produit U x V de deux e.v. ~ on introduit les processus’ 
/ 
linéaires

Comme T(u,v) = T(u,0) + 1(0,v) * R(u) + S(v) , on écrit , T‘ ~ R + S .

A la donnée de T , t c’est-à-dire à la donnée simultanée de deux processus

linéaires ~R et S , on peut associer le processus bilinéaire 
*

Ce processus est noté R X S ,,,Ce processus bilinéaire estt caractérisé par
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le processus iinëaire :
5

Ce deuxième exemple général de processus bilinéaire joue i4n rôle fondamen-
l 

tal dans la théorie des images des probabilités cylindriques par des applica-

tions bilinéaires. 

,1 l 
, 

1

,’ 
1 

j)
Nous voyons donc que l’introduction de la notion de produit tensoriel

i ’1 i

permet d’appliquer aux processus biliniatres toute la théorie des processus
linéaires. On a donc la notion de transformée de Fourier, de’composé avec une

application linéaire.. de type, d’ordre, de processus décomposé, de proba-
, ,

bilité. 
) 

(9) Définition. °/
, 

.

Soit U un e.v. réel et suit Y un espace de Banach. f

a) Un processus linéaire R à. valeurs dans Y , basé sur U est la
t 

1

donnée R = 2,P) , t R(u)) d’une application linéaire R :’

v 
U 

v

b) Un processus linéaire vectoriel parfait, est une application linéaire

de U à valeurs dans 
i,

( 11 ) Notons : 1 

. 1
a) Si V est un e.v. en dualité séparante avec Y , alor, tout processus

~’ :

linéaire vectoriel R basé sur U , à valeurs dans Y , permet de définir

le processus 1 1 1 inéa 1 r e : ’
B
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b) Réciproquement:: soit B un processus bilinéaire basé*"sur U x V .

En général un tel processus ne provient pas d’un processus linéaire basé sur

U , à valeurs dans Y . Si B provient d’un tel processus, on peut donc dire

que B est "partiellement décomposé*’, ou plus précisêment,:,qu’il est "Y.dé-
j

composée &#x3E;fi

(13) Théorème, (existence d’un processus linéaire canonique). "

1 
Soit Y ún espace de Banach. Tout processus linéaire «0, P) R(u» 

uu~ à valeurs dans Y , basé sur U est isonome à un processus-linéaire parfait :

* fh 
1

basé sur 1°1 c, ; U0 y , , muni de la plus petite tribu 2 pendant mesurables
ci i.

les applicatons : 11 t

les applications : ::

où ii décrit U 1,

Preuve. 
~ .

a) On suppose donné le processus R . Soit U : un sous de dimension

finie n de, U . Soit « . ) une base de U. et soit (e~’) la base duale

de (V,)* . . On voit que RIU, 1. est connu dès que l’on connait les v.a.
i i ,

R. = Soit P. l’image dans U Q Y de la probabilité P sur fi
J J i 

" 
1

par Inapplication . On voit que si

alors la loi de R(u) coïncide avec l’image de Pi par I~(u) : -.

Si l’on fait un changement de base (c. 1) - (c.,) , , on a (e") - (e i 1) avec:~ J i 

’ 

° 

~ 
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! ,a

Par conséquent: la définition de P. est indépendante de là!’base choisie dans
i

U.. Nous avons donc U est de dimension finie.
L . 

, !

b) Soit 
I 

la faimille des sous e.v. de dimension finie de U . Pour

U,. U. , onÉ note la surjection canonique de Ui, sur U i Soit
i- 1 

t 
ii i 

, 

i

qiit = ° On obtient ainsi un système projectif d’espaces probabi-
ii ii Y 

Uses : 
’ 

,’

J il

Ou applique al ors au système projectif v le théorème de Bochner [1], ch.5. La

limite projectile des e.v. Y est U* 0 y t les applications canoni-
, l 

, ,s
. ;f t

ques de la 1(mite projectile sur les facteurs étant les p. e Idy . On
¥ 

’ ’ 

1 Y

munit U* Y. de la plus petite tribu rendant mesurables les q.. Finales
1 ~’ 1

ment, à partir de 3 donnée du processus vectoriel R on à construit le
, .

processus canonique parfait R
. c &#x3E;

,

, q

( 1 li ) Rèmarque. ,,
20132013~.201320132013 

,:

Cette construction utilise seulement les P. , de/"plus P. est
i l 

; 
i

l’image de la loi con j 0 i nt e Il de par : F
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 .

Ainsi, R 
c 

peut être construit si l’on connaît seulement les lois margi-
, 

c 
;

nales du système des v, a. R(u), u décrivant U . . 

:.

(15) Probabilités cylindrique. ,
Soit X ,un e.v. en dualité séparante avec U . . On munit X de la topolo-

gie faible. soit (Xz) i I 1a famille des sous e.v. fermés’ de codimension
l l

.. r .. 1 ifinie de X . Comme X/X.) x. l. et comme l’application r f X. - X. l établit
. 

i i i i

une correspondance biunivoque entre la famille (X. ) . et’ la famille
l. j

i

(U i i , la, 
’ preuve du théorème (13) permet de caractériser la classe d’iso-

,

nomie du processus linéaire vectoriel R par un système projectif de proba-

bilités de Radon sur les espaces (X/X.) Y . On appelle un tel système pro-
l 

,

jectif une probabilité "Y 0 cylindrique" sur X Y, (qu’ail ne faut pas
, 

"

confondre avec les probabilités "X.cyli.ndriques" introduites au paragraphe 5) .

On définit naturellement les opérations sur les processus linéaires vectoriels

et les probabilités Y 0 cylindriques : Ï &#x3E;

&#x3E;

1
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° 

j. Í
, 

;1

(16) Transformée de Fourier bilinéaire. 1
wr.W.nYSIllrr wrv ,w 

. 1 

"

On peut définir la transformée de Fourier bilinéaire 11;R. R de R, comme
1’ B . 

B

1 
. ’/

étant la fonction numérique définie sur U &#x3E; V par: ,

:’ i

’ 

(

+00 , .. ,

ou par / e d m ,où m 
Li, V 

Si u
: utv u,v a,

" ’ 

.

est fixé, on ),vwit que R(u,.) est la transformée de Fourier du processus li-
_, 

néaire Ru, .. ) ; donc R(u, . ) est une fonction définie positive sur U .
..&#x3E;

à L .

De même R(. ;;v,,) est,pour tout v fixe, une fonction définie positive sur
B 

.. 
A 

.

U . Les propriétés de continuité de R(u,.) et, R(. ,v) sont liées aux
Il

propriétés de continuité des processus linéaire:s R(u,.) et R(. ,v) . Notons
9 fi . .

les relationsB suivantes entre R et R : "

. 
A 

. 

Par conséquent: R caractérise la restriction de R à la partie de

U S V formée par les tenseurs décomposables. ,

(17) Ordre 

, 
t. 

, 
-

a) Soit R un processus bilinéaire basé sur U x V et aoit R le procès-
P 1 

P

sus linéaire associé : U ~ V --il" L 0 (n) . Soit p ~ 0 . Soit é une topologie

sectorielle sur U(8V et soit E =* U 0 V correspondant. On dit

: 0 
’

Il 

que R est de type p si le processus linéaire R est de type p, 1

b) Si R .est de type 2, on peut définir : ~

,_ 

- la moyenne : i c’est l’élément de E’ associe à la tourne bilinéaire

u,v-~ ~(R(u~v)). · 
’ 

~~.. 

’

- la çorrélalion : c’est l’opéràtuur de E’ dans E 

j , , 

. r 7’ t 
" 

, .

i .. -

« ’ x s 44 . 

, 

’ ’
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1

forme bilinéaire

- la covariance : c’est la corrélation du processus linéaire centré
. ( ’

 ’

associé à R
t t ’

c) On suppose que tous les espaces vectoriels considirêsi-sont des espaces

de Banach. Une probabilité de Radon m sur X e A t munie d’une norme ten-
-’ 

; 
.!’ 
)

sorielle e’t est dite d’ordre p (avec p &#x3E; 0) si : 

Le processus ’bilinéaire R est de type p (&#x3E; 0) si : ;~:

où m 
U,V 

est la loi de R(u,v). ,

, 

1,,,

(18) Ordre et type, partiels. "
° ’° ’ ’

, , 
"

Soit p &#x3E; -0 Soit R un processus linéaire basé sur Ùj" , a valeurs dans

Y . On dit que R est de type p si : ,

où m 
u 

est la loi de R(u) . Il serait intéressant d’étudier les applications
u (’1:

..

partiellement p,radonifiantes, ou p.radonif iantes du genre; a 9 b , où a :
j t}

It

X1 X 2 et b : Y 1 + Y auraient des propriétés données. Nptons à ce sujet
1, 

le résultat uivant . 
.,’ , .

’ , ..

. J
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( 19) Généralisallj,on vec’toriell.e iu théoréme de Pietsch. ;/( 19) Généralisation vectorielle du théorème de Pietsch. :;
sol j

Soient ’E et F deux espaces de Banach, et0plilÉation p. sommante
(p &#x3E; 0) 4e E dans F) . Soit li une mesure bornée positive sur la tribu

i, ,

de Baire d l’e. t. I . Alors l’application suivante est p.sommante:

Démonstration. i

Pour tout n , quels que soient t on a :
1 l’ 

* 

n 
T- 

,. 

~ - 
i

Comtrt,c 1 i Cal ion a est p. somn1dnl e, de E d ans F , ’on a : *.
1 . 1

1 , ,

, 

u

Comme ,t e’ t de 1 et pour tout e’ de la boule unité

de E’) appartient à la boule iiiiité du diial de IÎL’,0(1,E) «, on a :
1

Finalement. ’’
1

et l’appliÙaci.&#x3E;ii 1 est j&#x3E;.s,;i,,,,iiinLe. Ilet Inapplication i est 

(20) Re ma r q ii e .  j

On a encore i même résii lt,iiL si. 1 ton remplace : 

- a par une application t ~ mesurable de 1 à valeurs dans

Il av e i,- 

slip j, 
j;&#x3E; 

, 

,. ;i
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- si l’on remplace i par l’application u(.) -~ a(.)(u(.)) .

(21) Corollaire.

Soient X et Y deux espaces de Banach, l’injection de X dans Y

étant p.sommante. Soit u une application linéaire continue d’un espace de

Banach E dans un espace de Banach F . Soit u une mesure positive bornée

sur la tribu de Baire de l’espace topologique I . Supposons qu’il existe

une application linéaire continue v de E dans un espace C.o(I,x) , telle

que : .

Alors Inapplication u est p.sommante.

En effet :

Comme l’injection dans LP(I,Y) est p.sommante, il vient :

Introduisant la transposée v’ de v : ~ -~ 6~ (I,X), on obtient :

Lorsque Z décrit la boule unité du dual de v’ (~.) décrit un

borné de E ’ . Donc u est p , sommante .
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II - EXEMPLES DE PROCESSUS BILINEAIS ET DE PROCESSUS LINEAIRES VECTORIELS.

Les notions de processus bilinéaires et de processus linéaires vectoriels

sont des cas particuliers de processus linéaires. Cependant, les exemples

qui suivent montrent l’intérêt d’introduire ces nouvelles définitions pour

l’étude de processus linéaires basés sur des produits tensoriels ou des pro-

duits tensoriels complétés. Physiquement, les processus stochastiques corres-

pondants sont des processus à valeurs vectorielles.

A - Séries de fonctions à coefficients aléatoires.

Soit £1...fn une suite de fonctions numériques , définies sur un ensem-

ble donné 1 (on peut aussi supposer que 1 est une variété, et que les

f i sont des fonctions généralisées). Soit (Xn) une suite de v.a. et soit
1 n

(c ) une suite de coefficients. Alors ’:1. c X f est une série de fonc-
n 1 n n n

tions à coefficients aléatoires. On s’intéresse à la propriété d’appartenance

presque sûre de cette série à un e.v. t. F admettant le système des fi
comme un système total. Notons l’ensemble des suites (c ) de nom-

n

bres réels qui sont tous nuls sauf au plus un noinbre fini, et notons D le

sous espace de F engendrée par les f 11 . Il est naturel d’introduire les

processus linéaires vectoriels : ,

De même que la théorie des processus linéaires basés sur des espaces de

suites permet l’élude des séries numériques à coefficients aléatoires. la

théorie des processus vectoriels permet. l’étude des séries de fonctions à
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coefficients aléatoires : voir Krée [5]. 

° ,
B - Mouvemént brownien à valeurs dans un espace de Hilbert réel Ë .

Si H et K 
, 

sont deux espaces de Hilbert, on note H 2 l’espace vec-

toriel H 0K. muni de la structure préhilbertienne canôniqué. On note
’ ’

h K le complété de cet espace. :2 ~

Soit 1. 10,11 et soit E un espace de Hilbert réel. Soit Hl(I) le

sous espace 

L 

l’espace de Sobolev H (I), formé par les 
fon’ Il 0 

nullessous espace de l’espace de Sobolev H (I), formé par les fonctions nulles
1 

à l’origine. On sait que l’opérateur d’intégration J : 
1

, , J ,

réalise un isomorphisme de sur . Un

mouvement brownien sur H , t paramétré dans I , est tout processus B asso-

cié à J(m) , ,où m est la probabilité cylindrique saussienne canonique
1

sur H . Soit F un espace de Banach réflexif contenant E l’injection
i

de E dans F étant supposée p.sommante. Pour 0  6  y on introduite

..

Montrons existe une version de B dont les trajectoires appartien-

nent presque sûrement à F . . Soit G 
a 

la distribution sur iR de transfor-

i’ 
A 2-a/ .. 

If

mêe de Fourier G a (u) . En utilisant les techniques et les

notations de Schwartz chapitre 14, on factorise de la manière suivante

l’injection i 
, 

de H1 I E) 

1
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Vu (19), l’injection j est p.sommante. La dernière application est

continue d’après la variante veceorielle naturelle du

théorème de Krylov-Sobolev. Finalement, on a montré que l’injection de H

~! (I,E) dans 6 (I~F) est p.sommante, donc p.radonifiante. Comme les pro-

babilités cylindriques de Gauss sont de type p pour tout p fini, on 1

peut prendre 6 arbitrairement proche de !/ 2, (0  6  I / 2) ·

(22) Remarque.

Voici une variante de ce résultat. Supposons que t -~ R(t~ est une appli-

cation Lusin.mesurable de 1 à valeurs dans telle que :

où l’on a note 111 . Ili a a norme dans .eRS (E) des opérateurs

de Hilbcrt:-Schmidt ce l’espace de Hilbert: E . On introduit: alors la probabi-

lité cylindrique gaussienne canonique de E : p admet pour transformée

de Fourier :
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Alors to’ui processus de la classe de J (p) admet une version dont lesAlors processus de 1a classe de J(p) admet une version dont les
j j

tragectoires appartiennent presque sûrement à 6(I,E) . Rour démontrer ce
1 i

résultat, il’ suffit de modifier ainsi la factorisation * §1
1 ,1

11
où k est Inapplication : R.) f(.) . Comme k est’ p.sommante, on

voit que l’application composée i est p.radonifiante. coincidc

avec q de p par l’injection de H dans et 

avec l’image,. q de p par l’injection de H (1,E) dans 

’l 
(I,E), e t t.:

es t de Radon, q est de Radon. 
:l

1
1)

D - Processus linéaire associe à deux processus gaussions indépendants.

Soient Il~ et K deux espaces de Hilbert réels. Soient A t 

B ë X(K) . Soit T un processus linéaire sur H x K de transformée de

Fourier : : 
’

Vu (7-b), on’peut écrire T = R + S où R et S sont indépendants. On se

propose ci t étudier le processus bilinéaire R x S basé sur x K , et le pro-

cessus linéaire R et S correspondant basé sur H S) K . ~
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(23) Lenme. f B:(23) Lemme. ; 
1

2 ’ 2
Notons la loi normale de moyenne a et de varince b2.  Soient

- .
’’ 2 "’ 2

X et Y deux suivant des lois normales et N(0,p ). Alors
la loi m de Z . XY a pour transformée de Fourier : :

Preuve.

où es;t 1 e moment d’ordre k de la loi de X : .1
’! t

" 

(24) Lemme. :’ 
° 

::
Supposons A’A et B’B compacts; il existe donc des suites (.).$ (n).

, : l l J J

tendant en dëcroissant vers zéro, des systèmes orthonormis (h.), et (k.).
,; l l J J

de H et K respectivement tels que : 
;

a) Pour t§ut élément de H 0 K, on a: ~ :
4: r
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"’

b) R 0 S :se prolonge en un processus continu sur H 2 K

Démonstration.

a) Comme les v.a. R(h.), S(k.) sont normales et indépendantes dans leur
i j

ensemble, la"transformée de Fourier de (R 8S)(t) est t

D’où l’expression annoncée pour R0 S .

b) R 0 S est une fonction continue sur H K . Donc R 0 S se prolon-

A
ge par continuité à H eK , et c’est la transformée de Fourier d’un proces-

, 2 
’ 

j

sus continu T . Notons que ce processus a une importance pratique et qu’il

est construit de façon très simple à partir de deux processus gaussiens

indépendants.
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f ’ .

III - METHODES GENERALES POUR DEFINIR L’ACCOUPLEMENT DE DEUX PRODESSUS LINEAIRES

PAR UNE APPLICATION BILINEAIRE. ’
3. A. Les données du problème 

Soient X - u, y - V, et Z - M trois couples d’e.v. ’réels en dualité

séparante. Oh munit ces e.v. des topologies faibles. On dohne simultanément
J

deux processus linéaires R et S basés sur U et V respectivement : on
: . 1

donne donc le processus R + S basé sur U x V . Soit m la probabilité cy-
’

lindrique sur X x Y associée au processus R + S et soient mj 1 et m 2! 
: sipariment

les projections canoniques de m . Soit S une application bilinéa

tinue de X x Y à valeurs dans Z . On cherche à définir l’image s(m) de

m par 6 : c’est une probabilité cylindrique sur Z . On va définir 6(m)

l’aide du processus linéaire associé T basé sur W . Ce processus est

appelé l’acçouplement des processus R et S et l’on pose T *~(R,S)

On introduit, le processus bilinéaire R x S et le processgs linéaire R 0 S

Comme X est naturellement en dualité séparante avec le proces-

sus R 0 S définit une probabilité cylindrique sur X 8Y¡ 8 On va utiliser

la factorisation canonique a. a 
1

On note s(m) la probabilité cylindrique sur X y associée au proces-
1, ’/

.
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f

.

:

On utilise la terminologie suivante ; ;

Supposons 
; 
donnés deux couples A-C et B-D d’espaces vectoriels en dua-

lité séparante et une application linéaire , de A à B , . On dit que

est transposable de D à C si t est continue pour les. topologies faibles

a(A,C) et °o(B,D) et l’on définit ainsi la transposee t’. de t :

On rappelle que si p est une probabilité cylindrique êur A muni de
1

la topologie o A,C) , on peut définir l’image sur B , muni de la

topologie c(B,D), si et seulement si Z est transposablé de D à C .

~ 
’ 3. B. Méthode directe.

Donnons un exemple où l’accouplement par des processus R et S peut
t ..

être défini directement :

Proposition. 
’

Supposons dim X  00. Alors l’accouplement par S des processus linéaires

R et S est défini directement.

Preuve: /
Soit (é. ) une base de X et soit (E la base duale de U . Tout

J 
n 

J
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t,

désigne l’application linéaire g(x,.) de Y dans Z. Nous°javons :
j °

Par conséquent w o ~ est la forme bilinéaire ;

J NI ,

L’application linéaire a associée à a donc pour transposée p :

; .&#x3E; J

(28) Exemple. 
’ 

a) Soit X Y = U = V = i~(I) avec I m ]0, 11 . /~ ’j
Soit n &#x3E; 0 . Soit Xn le sous espace vectoriel de L 2 (i) engendré par

où k9 est la fonction caractéristique de ]j /n, j+1 /n[ . 0n sek0 kn-l ) où k. est la fonction caractéristique de j+l/n[ . On se

donne simultanément un processus géniralisé S sur I (représenté par

une probabilité cylindrique p 2 sur L 2 (1», et un processus R n dont les
., 

2 

.&#x3E; n- 1 
n 

trajectoires sont du type f = § Rn k n les R) étant-des v.a.
1 i=v 

i 

.
soit n 1 ç probabilité cylindrique sur X x X associée à la donnée simul-

1 .i B

tanée de cei deux processus. Alors l’ima2e de ’P n par l’application bili-
néaire : 1

peut être définie en appliquant (27), (bien que dim X - + - 1 parce que
Rn est basé sur On a : .R est base sur X . On a : 

1

En particulier si
.

, 
1

où B uiiii version du mouvement

brownien sut 1 , on obtient: : -
1 1
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ce qui correspond à la définition usuelle des intégrales stochastiques.

b) Soit i~ f ixé dans [0~] , on peut définir dans des conditions analo-

gues : : ~

. 

t ,
c) Supposons t variable. Comme / R n dB dépend continuement de t

!’ 0 
~ 

.1

(en moyenne d’ordre 2), on voit que le processus T ; 1 )
t .

t + j Rn dB définit un processus linéaire sur L/((I) ou"’une probabilité
o 

c" 
"

cylindrique .sur t°I&#x3E; . Le processus Tn est le résultat.de l’accouplement

des processus Rn et B par l’application bilinéaire : ,

3. C. ’méthode par prolongement linéaire continu.
4 -4- - - ,__ , , 

. 

~ ._ ~ , ..- , ., .., ,
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(]4) Exemple.. 
c 1

a) On suppose que R et S sont de type p 1 
et P2 respectivement

avec p 1 :4. p 2 , et que U et V sont munis de topologies localement
convexes complètes. Vue l’inégalité de Holder, le processus bilinéaire R x S

est de type 1 - Vue la définition de la topologie n , est continu de

à valeurs dans L (ii) . Par conséquent R @ s se prolonge par continuité
Tf ;Tr 

au produit tensoriel complété et l’on peut prendre G * U «) V à condition
1, 

. 

8 
&#x3E;; Tï

&#x3E;" 
. , 

. 

, , ,
que t3 soi:t faiblement continue de X @ Y (supposé en dualité séparante avec

u cb V) à valeurs dans Z...
1T ; 

~,

b) Dans le cas plus particulier où U et V sont des ièspaces de Fréchet,
j. ,
, 

, , , j 
t

on pourra vérifdér que ces conditions sont satisfaites en utilisant la repré-
&#x3E;  ’

sentaion sous forme de série d’un élément de 1
l :.

les suites (u ) e t (v ) tendant vers zéro.
j n n

1

;’ 3.D. Méthode par approximation.
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j, ,

(,36) Exemple. ’

, 
t 

a) L’int égrale stochastique de Ito R d B est eh fait définie par
1 

0 
,

la méthode d’approximation. En effet, soit R un processus sur I = [0,1],

représenté ~ar une v.a. f à valeurs dans X = L 2 (I) et dont la loi est
une mesure de probabilité sur X . On suppose que R vérifie les hypothèses
habituelles;.: voir par exemple Mac Kean UH ou Gikman-Skorokhod [2]. Pour

tout entier positif n , t notons Q n l’opérateur linéairè’ "non anticipé" :

 

1,

et introduisons le processus linéaire sur X associé à lll v.a. Rn = Q o R.

Vu (28 b et c) on sait définir le processus t -+ / R d B, résultat.

de l’accouplement par l’application bilinéaire (31) des processus R n et À .
i t

Ito a montré que T n converge cylindriquement vers une li’ite T lorsque

n tend vers. l’infini. Cette limite est alors le résultat de l’accouplement
.

des processus R et B par (31). ’

b) Lorsqüe la fonction R(.) est déterministe, on dit en général que T

est une intégrale de Wiener. La définition de T , dans ce cas, ne requiert
.

pas de procédure d’approximation et se définit élémentairement : T est le

composé de B avec l’application linéaire continue : ~

c) On peut interpréter de la même manière les raisonnements de 1.0. Da-

leckii [Il et qui permettent de définir une intégrale,de Ito vectorielle.

(38) Remarque.

a) Il faut noter la différence entre le point de vue des probabilitég
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cylindrique (ou classe d’isonomie de processus linéaires) 6’t le point de vue
’ i

des processus linéaires. Dans le deuxième point de vue, l’espace probabilisé
!t ,,

(P., 1 P) est fixé, et l’on cherche à définir des variables,.aléatoires. Dans
.!

le premier point de vue,l’espace probabilisé n’est pas fixé, Les définitions
, 

qui précèdent ont donc un intérêt d=nbtten théorie des probabilités.

b) Les trois procédés indiqués ci-dessus s’appliquent de façon non contra-
dictoire dani des situations de plus en plus générales. En effet :

- Si S est représenté par une probabilité de Radon m sur X x Y,
: :

on voit à l’aide de la factorisation (25) de 8 que la probabilité cylindri-

que s (m) coïncide avec l’image par s de la probabilité m . Finalement,

P(m) est alors l’image de la probabilité m par g . l

- lIe s ;t clair que 3.C. prolonge 3.B. 

- La méthode 3.D. prolonge la méthode 3.C: ceci résultée du fait que

l’applicatio;n R,S T définie en 3.C. est continue pour lia topologie cylin-

drique. " ’
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IV - EXEMPLE D’ACCOUPLEMENT PAR LA METHODE DU PROLONGEMENT CONTINU.

. o , 
J 
t

Images pour des espaces du type É1°(K) . /

Soit K :un espace compact et l’espace de Banach des fonc-
 ,

tions numériques définies et continues sur K . l’ensemble des
,: 1

mesures de Radon sur K . On a /’teK) :1 (tO (K)) ’. On prend deux exemplaires

x et ’ ° de O(K); et l’on note C/L 
X 

et Ve 
’ 

les espaces duals.
x y x Y «

On note ’ l’espace des fonctions continues sur K x 1 et /t l’en-
xy 

’ 

x y xy

semble des mesures de Radon sur K x K .
x y

(39) Proposition.

Soit m Fune probabilité cylindrique sur i 0 x dont les projections1 x

canoniques sont de type 2 . Soit e l’application bilinéaire :
: 1 .

Alors S(m)’ 
~~ 
est une probabilité cylindrique de type 1 sur,, 1. ~:0 , » (en dualité

ï 

séparante ave c 4l ) . lj
1

il

(40) Lemme.

Preuve du lemme.

On a une injection isométrique :

Or on a

Donc
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Le théorème du bipolaire appliqué aux mesures simples

(À. E £R, ..x. é. X, y. E Y) , montre que est dense dans J1, .

1 1 J J x xy

Par conséquent le complété du sous dense dans l’espace de
: x y" 

7 
,

Banach , coïncide avec . 
1

xy xy
1

Preuve de la proposition (39). ,i i
-~ :

On sait:que pour toute y é (K) , la forme bilinéaire :
,

est intégrale. Par conséquent la forme linéaire )(u» qui est
li

associée à est continue pour la topologie E . L’application linéaire

6 associée à l’application bilinéaire t est donc transposable de uAt dans

Par conséquent $ (m) est une probabilité cylindrique de type 1 sur É1° ,
 , 

"

en duali té "séparante avec Jt. ;‘
jj 

Comparaisons de (39) aux résultats connus

, 

... 

, 
i 

,

Soit p une mesure de Radon positive fixée sur K . Vus les résultats
: . .. 

des chapitres 1 ! 1 et 12 de L. Schwartz Li], , et vu le thêorëme de Prokhorof f ,

l’application identique de L dans L ,J( L transforme m en une
’, lJ lJ 

"

mesure de Radon m , su r L 2 ’K L 2 .

i W ~ 1

Notons que 6 se prolonge en une application bilinéaire continue de

L2 x L 9 ans transforme m’ en une mesure n* sur 1L x L qans transforme m’ en une mesure de,lRadon nt sur L .
P v v

Vue la c o màu t a t i v 1 1, é 1 d 1 a g r amirie :
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m’ 1 est limage de (m) par l’injection de to dans L 1 Finalement,
, 

L- 
’V

la proposition (39) a permis de montrer que n’ se relevait en une probabi-

lité cylindrique de--type 1 sur Ceci ne résulte pas de la thëo-

rie usuellâ des probabilités cylondriques, parce que sflÉ Ét L ne sont pas

en dualité séparanté. )

(41) Variantes. , ~

a) On put définir l’image d’une probabilité cylindrique sur (u- ) 
t

dont chaque projection est de type 3 , par l’application ~(f~g~h) ~ fgh .

b) En composant (par devant) cette application avec l’application linéaire

continue t 

’ ’

continue :

on voit què.Î. on peut définir l’îmage par f - f3d’une probabilité cylindri-

que dé type 3 /
4 . B o Accouplement par convolution. 

,

(42) Proposition. Ï ’/

Le tore ]T est muni de la mesure u == -2 Soit m une probabilité cy-2-r .; 
.

lindrique sur L , en dualité séparante avec L°’ suppose que
F Îà V b

les deux projections canoniques m1et m sont de type 2. Soit

s &#x3E; 2 1 et soit l’application bilinëaire 
’
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Alors on 

; 

peut définir la probabilité cylindrique 6(m) sur H-s =

en .dualité séparante avec De plus est de type 1.
st t . :

J

Démonstration. 
’

On dêveloppe les fonctions en série de Fourier :

On rappelle ;la définition de 

Pour tout

Flatant 1 l’application linéaire associée à -, , on a : 
"

~tu (14.b) , on aura donc

Or ceci résulte de l’ inégalité de Schwarx. 

"13) Comparons résultat (~2) aux conséquences (les résultats §e L. Schwartz

sur les inje!ct:ions radonif iantes entre espaces de Sobolev.’

l Pour touts p &#x3E; 1 et tout a réel, posl)ns lÔ 
f

lavec
L’injecL/on de L d,ins L 2 t est 2.iadonifia/)te si t.. -l .L’injection de L (Tp) dans L"’ (T) esL . r adùnl late si t. ’ - .

Cc)mae la convolée de fonctions de L 2 est il résulte 4e (44)
’ 

!;
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qiàe 1 Ae prolonge en une application bilinéaire continue .00FF

f

Par conséRuent, la théorie des applications radoniftantes permet de

définir $’ (É) comme probabilité de Radon sur o,2t avec 2t  - 2.

Mais cette, théorie ne permet pas de définir S(m) , parce n’est

pas en duaiité séparante pour 2t  - 2 et 1pas en dualité séparante avec ’ pour 2t  -" 2 et a 
&#x3E; 

- ’

) Î

/ 4.C. Multiplication dans les classes de Hardy.

On rappelle que pour p ~e 1, la classe de Hardy à est l’en-

semble des fonctions f de LP dont les coefficients de Courier d’ordre
négatif sont nuls : 

’

&#x3E;,2 ’

Le produit de deux éléments de la est un élément de la classe

Il 1 1
. Nous considérons l’application bilinéaire : 1.

(46) Proposition., f

Soit m une probabilité cylindrique de type 2 sur X2 . en dualité
séparante avec M2 x X2 Alors est de type 1 sur U-s . ~ en dualité

séparante avec US yj
’ 

.

Démonstration. ,,

i

L’application linéaire s associée à S est : 
,

Qn va montrer que Ùi est f. 1 1... V2*D X2 étant mis pnPn va montrer que 6 est faiblement étant mÎs en
I" 

’
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Il
dualité séparante avec Soient ;

avec

On a

Donc

Il suffit donc de montrer que :

ww ....., .... 
,.

O. "O’ 
, ’ 
.’O’ 

j
’ 

j
Or ceci résulte de 1tiypothèse À 

v 

(appliquer l’inégalité de Schwarz).
f . 

’.

(47) Remarque.. 1 E§ f
" 

’ ..

Soit I » R + S un processus linéaire du la classe de T
( 

1’ i

Si R~ S se prolonge par continuité à
1

1t

’ " Î

.... ,...f 2 /N 2. 1, ...dualité spparant:e (" . On voie que L’on 
. 1

1 

a t 1 ~ ~. 5J ~ c. ’ , 
~ 

2 
r~~ (~t1 ’~,~f.71 ~: i~ 1~ ~ ~. ~ Q t’t ~ t I 1 f~ ; 

! ~’~’ ç ~;~ ,~~. ~.1, v ~ i.

mage de m par : .

’À.D. Cas ou certains espaces sont iiuclëaj.res.’

Si X est un evtics, on note XB son dual continu muni de la topologie

de la convergence uniforme sur les bornes. On suppose que; U et V sont

! 

des espaces: de Fréchet et que U est nucléaire. Alors U’ est nucléaire et

On suppose que et que 6 est bilinéaire continue de
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V. a valeurs dans Z . Alors l’application linéaire associée àU’bX v 1b à valeurs dans Z . Alors l’application linéaire a associée à

est contihue :

(49) Par conséquent: 8 est transposable. Si.donc m est une probabilité cylindri-

que continue sur on peut 
"

(50) Remarque.
1

Lorsque U et V sont tous les deux nucléaires, alors d’après le théo-
; .

rème de Minlos, toute probabilité cylindrique continue sur.’ x es t ,

en f ait, une probabilité de Radon. Par conséquent, dans ce cas, le théorème

de Minlos permet de définir directement 8(m) .
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V - REMARQUE A PROPOS DE L’IMAGE D’UNE PROBABILITE X.CYLINDRIQUE PAR UNE APPLICA-

TION PARTIELLEMENT LINEAIRE.
l’ i’

On rappelle d’abord les : 11
(54) Définitions, (voir L. Schwartz [2J et [31). 

’

p probabi ilt4 de RAdon sur On suppo-
jj 

se donnes un espace topologique X et un couple Y - U rdels en
. jJ

dualité séparante. (L’adjectif "mesurable" signifie ciiaprès "Lusin-mesura-
blette Les v.a. sont supposées Lusin-mesurables). 

’

a) Un’processus X.linéaire basé sur U est la donnée simultanée d’une

v.a. f ’à valeurs dans X , et d’un processus linéaire S basé sur U . Un

tel processus X.linéaire est noté (f,S) . 
~ 

,

b) On’munit Y de la topologie faible et l’on note. Y&#x3E;i la famille

des sous espaces fermàs de codimension finie de Y . Si Y. c Y. , on a une

surjection naturelle r.. de Y/Y. sur Y/Y.. Soit .Id l’application
q 1J 1. J X 

*’

identique de X . Une probabilité X.cylindrique m sur X x Y est la don-

née d’un système projectif (m de lois de probabilités de Radon sur le

système projectif (X x topologiques.
1 x 1J i. ,’

Une probabilité X.cylindrique m sur X x Y caractérise une classe d’iso-

nomie de processus X.linéaires basés sur U . Soit m la loi de f :

c’est une mesure de Radon sur X . On dit que m 1 est la projection de m

sur X. Dans l’étude des équations aux dérivées partielles à coefficients

aléatoires, (voir Krée [21), intervient le : /,
(52) Problème de la définition de l’image d’une probabilité X.cylindrique par

°" ° 

l’ 
° ° ° 

.

une application partiellement linéaire : 

Aux données précédentes, on ajoute la donnée d’un couple Z-W en

dualité séparante, et d’une application : 1’
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telle que : 11 1’
- est linéaire continue (pour les topologies faibles).
x 

;. 
,

- pour tout W t W , l’application x - S’ (w) est continue.
. X’ ,1· :

On cherche à définir l’image par 3 de la probabilité X·cylindrïçue m .

i? l
; ’

, i

1) )’

a donné dans Krée une telle définition en supposant que m admet

; l J.

une désintégration "suffisamment régulière" x + à m , où m est une
. x x .. x

probabilité cylindrique sur Y . En fait, ce raisonnement permet seulement

de définir la classe d’isonomie du processus T basé sur W associé au pro-

cessus X.linéaire (£,5). Pour déterminer i , il faut raisonner non pas en

termes de probabilités cylindriques (ou X.cylindriques) , mais en termes de
’° j

processus linéaires (ou X. linéaires). 
’

L’objet dé ce paragraphe est de présenter les remarques suivantes :

(5~) La méthode de L. Schwartz [2] ,[3J, permettant de déterminer T peut

être considérée comme un cas particulier de la méthode de prolongement conti-
. ! .

nu. En effet; introduisons U =’ ÉÎ°(X) et remplaçons la donnée de f par la

donnée du processus linéaire : 
’

L’espace U Best en dualité séparante avec l’espace X = des combi-

naisons linéaires finies de masses de Dirac sur X . Remplaçons la donnée
t,

par la donnée de l’application bilinéaire :
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. . :

La claase d’ isonomie du p rocessus R + S : U x V .. L:(r2), définit une pro-
, .

babili,té cylindrique m sur X x Y . Remplaçons la tonnée de m par la
, .

donnée de m . Posons G (X,V) . 
r , On note que 1’hypothèses (53) signifie: que l’application liné-
t. i

. ,

aire S associée à l’application bilinéaire 1 est transposable de W à G.
&#x3E; 

j ;

Vue la"méthode 3. C. de prolongement continu, on est dbnc amené à supposer que
. 1

l’application : 
’

. h 
__

se prolonge par continuité à G . On peut alors définir et le proces-

sus linéaire T associé. /

;,

(55) Dans lès cas concrets; les applications A(w) : x + S’ (w) ne sont pas des
i- ; 

x

applications continues arbitraires, mais elles ont certaines propriétés de
. ;

régularité. Il n’est donc pas nécessaire de supposer !3que R 0 S se prolonge

par continuité à G . Il suffit de supposer que R se prolonge par

continuité à un sous e.v. topologique de G , qui contient tous les A(w),

w décrivant W . 

(56) Exemple. ;~

Soit x TT* . On munit V et v de topologies iocalement convexes

complètes compatibles avec la dualité (avec Y et f respectivement). Sup-
¿. 

m 
__ 

00 
__ /B

posons: que pour tout w A(W) E = 
t et que le

t, j
processus linéaire S est de type p p 1. Alors on peut définir 3(m), même

t ,’

si la probabilité X.cylindrique m n’admet pas de bonne désintégration.
ii

(Un exemple d’une telle probabilité X-cylindrique est. donné dans L. Schwartz

E2]). " "
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,

(57) Remarque.,.’ ,’
Dans le cas plus général où, pour tout w l’application x - x (w)

est seulement Lusin.mesurable, le raisonnement ci-dessus utilisant une

transposition n’est plus valable. Le processus T est alors défini en com-
i 

,

posant le, prolongement de R 0 S à avec l’application linéaire :
’&#x3E; 

1’
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