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Nous;rappelons une caractérisation des f0nction§ aléatoires
linéaires continues sur un Banach donnée par NIKISIN Qans (9] et
donnons quelques applications de cette caractérisation aux opéra-
teurs p—radonifiants. Nous montrerons ainsi la conjecture suivante
de PIETSCH : "tout opérateur p-sommant d'un Banach dans un autre
avec o<p<1 est O-sommant au sens de KWAPIEN [1]"; MAUREY (2] a

trouvé une demonstratlon tres différente de cette conJecture

‘1
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81. NOTATIONS, RAPPELS, DEFINITIONS.

Dans tout cet exposé, E désignera un espace vectoriel,
p un élément de [0,2], Q un espace topologique séparé:et P une
prd)abilité de Radon sur Q ; sur LO(Q,P), Ja (¢>0) désignera la
jauge de 1l'ensemble équilibré Va=={f ; fELo(Q,P) H P(ﬂfl>1)$a}

si G est un espace normé, U, désignera sa boule unité:et €(Q,P; G)

1'espace des P-classes de fgnctions étagées sur OQ a valeurs dans G.
: .
Seit alors €>0 et (Q,P,L) une fonction aléatoire sur E
(c'est-a-dire une application L de E dans L°(Q,P)).

Définition 1.- On appelle g-tronquée de L, toute fonction

aléatoire (Q,P,LE) sur E pour laquelle il existe QFCIO de P-mesure21-¢

tel que L&_(x) =1, L(x), pour tout x €E.
.t e

Trivialement, toute e-tronquée d'une fonction aléatoire linéaire
est une fonction aléatoire linéaire ; si E est un autre espace
vectoriel, u une application linéaire de E sur E et (Q,P,LE) une

e-tronquée de L, alors (Q,P,Lsou) est une s—tronquée de (Q,P,Lou).

Définition 2.- Si E est un espace vectoriel topologique,

la fonction aléatoire L est dite continue (ou de type 0) si
L :E*LO(Q,P) est continue ; elle est dite de type p, 8i L est a
valeurs dans LP(Q,P) et si L: E-LP(Q,P) est continue.



- ’

*Soit G un Banach, (Q,P,L) une fonction aléAtoire linéaire

! 'p
sur G' et %L

. N . - N
la mesure cylindrique sur G associée a L, Notons que

It 3¢ "
' sup  J_ (L(x))=J_ (g,), pour tout réel o>0,
04 04 L '
. xcU ¥
X G' :
#* ’ 3 |
ot J  est défini comme dans [6], c'est-a-dire:J_ (p,)=sup J_(Xep,)
o o L o L
x€U .,
} " G
avec Ja(xoal) =inf {t; t>0 ;(XouL) {u;|d>t}stx}. %

Nous avons.équivalence d'une part (d'apres KWAPIEN) de :

a)‘uL a une image dans o(G",G') qui est de Radon ;
b)uL(UG') est latticiellement borné dans LO(Q?P);
c)ipour tout réel e>0, il existe un réel R8>O)te1 que

H
-P(SzglL(x*>RE)s£:, pour tonte partie finie S de UG,;
.

‘ .
et d‘autrefpart (d'apres SCHWARTZ, 6], Prop (XIII,3 ﬂl)) de
a') u; est de Radon sur G ; '

b') L est décomposée, c'est-a-dire il existe @ : Q=G,
" P-Lusin mesurable telle que pour tout x€G; la classe
'de x,p est égale a L(x); 5

c') pour tont réel ¢>0, il existe un compact Ke de G tel

' que P(sup |L{x)>1)se, pour toute partie finie S de Kg.
) x€S

Remarque 1.- Le lecteur pourra trouver aussi une preuve com-

plete de ces équivalences dans [8].
i H

!
)

Remarque 2.- Dans c') on peut prendre pour Ke un compact
faible ;et;ainsi c) et ¢') sont équivalentes si G est}réflexif.
X .

Remargque 3.- Si ¢ et ¢'décomposent (Q,P,L), alors 9 et o'
sont égales P-presque partout d'aprés la proposition (XIII,3; 1)
de SCHWARTZ dans [6]. ‘
Remafgue 4.- Soit (Q,P,lQ L(.)) =(O,P,LE) une e-tronquée de L.

Si L est décomposée par ¢ , alots LE est décomposée par @szwﬁln.@(w)
' 3

[
1



3. ‘

et J .. U1l o) <J( I meil ), pour tout réel o>0.

i
Nous obhtenons immédiatement la proposition suivante :

s
1 §s
!

Proposition.- Soit G un Banach et (Q,P,L) une fonction aléa-
J T

toire linéaire sur G'. Alors : !

1) si, pour tout e>0, il existe une c-tronquée de L décompo-

sée, L est décomposée ;

2) si, pour tout £>0, il existe une e£-tronquée de L, soit Ls’
telle gue'L lUG’) soit latticiellement borné dans LogQ,P), L(UGJl
est laftlelellement borné dans L° (Q,P) ; ‘

3) si L(UG‘) est latticiellement borné dans L° (Q P), il existe

pour tout 'e>0 une e-tronquée de L de type infini. f

[N
Soit maintenant G et F deux Banach et u un opérateur linéaire
continu de G dans F. ;

' i}
Définition 3.- u est dite (p,0)-radonifiante de G dans F

(resp. de'G dans o(F",F')) si pour toute probabilitéicylindrique

p sur G de type p, u(u) est de Radon sur F (resp.a une image dans
G(F",F') de Radon). Nous dirons u O-radonifiante au lieu deu (0,0)-
radonifiante.

Donc, u est (p,0)-radonifiante de G dans F (resp. de’G dans ¢(F",F'))
si et seujement si pour toute fonction aléatoire linéaire sur G'

de type pé soit (Q,P,L), Lou' est décomposée (resp. Lou' U ,) est
latticiellement borné dans L° 0,r)).

i

Définition 4.- Si p>0, u est dite p-sommante si pour toute
suite (xn)n dans G scalairement de puissance p-ieme-$ommable,

(u(xn))n est de puissance p-ieme-sommable. ,

Alors, u est p-sommante (0<p<®) si et seulement si il existe un

réel K>0 tel que
t/p 1/p

ﬁ f l;u(x)‘ip u(dx) ) < K sup ( fl<x,x'>lp p(dx) )
X'EUG,



pour toute probabilité de Radon p sur G a support fiﬂﬁ. On note

n_(u) 1le 'plus petit K vérifiant 1'inégalité ci-deqsu"s.
E( » p g

u est dlte;O sommante au sens de KWAPIEN [1] si, pour tout réel
>0, il ex1ste deux réels >0, K et &, tels que

%

Cay Ul 1) = K 3g ) f

i N

K )

pour toute probabilité de Radon p sur G a support fini.
np(G,F) désignera l'ensemble des opérateurs p-sommants de G

dans F.

o

Rema;gue 5.- D'apres 1l'erratum de [6] et d‘apré; [7), u est
P- sommante (0Sps®) si et seulement s'il existe un compact K, une
probablllte de Radon v sur K, un sous-espace vectorled fermé S de
Lp(K,v), mun1 de la topologie induite par celle de LpﬂK,v), une
applicatioﬁ linéaire continue u de G dans Lw(K,v) et une applica-
tion linéaire continue u, de S dans F, telle que u ad?ette la fac-

torisation
i T
i u .
o]
6 —25L (K,v) —— LP(K,v)

x ~ '
111 J

!
i,J injections naturelles
t

i

§2. ENONCE ET PREUVE D'UN THEOREME FONDAMENTAL. Q

!ﬁeflnltlon 5.- Soit E un espace vectoriel topaloglque

et p €0, w] ; nons dirons que E vérifie la condition (C ) si, pour
tout €>0 et pour toute forction aléatoire linéaire contlnuo sur [,
soit (Q,P,L), il existe une e-tronquée de L de type p.

Si E,vérifie (Cp)’ il vérifie aussi trivialement (Cq) pour

t
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tout q€J]0, p] ; nous poserons o(E) =sup {p; p€J]0,=] ; E vérifie (C )},

Si E est un Banach de dimension finie, E verlfle (C, ) d'apres
la partie 3) de la proposition puisque toute mesure cy11ndr1que sur

E' est de Radon sur ¢(E',E).

.Remarque 6.- Par définition méme, si E est:un espace
normé vérifiant (Cp) alors s(E,Lp(Q,P)) est partout dense dans
£ (E,L°(Q,P)) pour tout (Q,P),
'Théoreme 1.~ a) Toul espace localement cbnvexe E vérifie

(Cp) pour ﬁout‘p€]O,1[ (sa(E)=1).

b) Il existedes Banach E ne vérifiant pas (C ) (il _en

est ainsi de E=1 ) .

¢) Si E est un Banach isomorphe & un qouq espace vec-—

toriel ferme d'un Lq s,¥,u) avec 1<q<=, (S,3,p) espace mesuré,
alors E vérifie (CP) pour tout p€J0, min (q,2)l (=a(E) =2min (q,2)).

Le résultat a) dans le cas ou E est un Banach (resp. le
résultat c)) est une conséquence immédiate du théoreme 1 (resp. du
théoreme 2) du 82 de 1'article [9] de NIKISIN. Notonsique nous
avons démontré dans [10] le théoreme énoncé ci-dessus' sans conna?-
tre cet article de NIKISIN dans [9]. 5%

: |

Nous allons donner une preuve des parties a) et c) du
théoreme 1.(la preuve de b) sera établie dans le corollaire 5 du
$3). Pour montrer ce théoreme nous avons besoin de lémmes préli-
minaires j le théoréme 1 sera une conséquence immédiate des 2 derniers

lemmes (lemmes et 6).

Commengons par énoncer les lemmes.

Lemme 1.- NIKISIN [3 ou 9].- Soit Q un espace topolo-
gique séparé, P une probabilité de Radon sur Q et 1 un entier >0.
Soit aussi Ai et B (i =1, 0en, 13) des parties P-mesurables de (.

Si les Ai (i=1,...,1 ) sont disjoints 2 a 2, alors il existe 1

entiers il""’i tels que 1S11<"'<11S]3 et tels que

¢
1

1



'

)

i
Pl U (oA, N'B, ) < 1 sup P(B.),
kvl ! o ke 1 3 v
k)k'=1,uo,1

t

donce tels;que

1
P U (A, N ( ﬂ C(B1 ))] =2 1 inf -“P(A,) -7 sup P(B
k=1 k kl,‘;fk ) k! 15i<13 15113

)

, Lemme 2.~ Soit E un espace vectoriel, (Q,P,L) une fonction
aléatoire, linéaire sur E, 1 un entier >2, R un réel %O et N un

: t
réel >0. ﬁoit U une partie disquée de E telle que

(1) :  sup P( |L(x)|>R)<T. ,
x§U )

Alors, il 'existe sS13 éléments de U, soit x ..,xs~tels que

e
(2):  sup P( sup |L(x,)| sB; |L(x)| > 2pR) < 27 |
xEU 1Siss 1 1 :
avec 03 =]J,. ;
!
Lemme 3.- Soit (S,¥,u), (R,R,v) deux espaces mesurés,
r et q:deux réels 21. Si F est un Banach isomorphe a un sous-

espace (férmé) F1 de Lq(R,m,v), si x X sont n §1éments de

TEE
E==Lr(S,f,u) et Yyreeos¥ B éléments de F, alors il existe n réels

el,...,an:tels que 4

T

& ai==§1, i=1,...,n, R
1 )
= n -
1 s
: H'Z sixillE < Cr 2 /x nm1n(r,2 supllxin E

i=1
! i
4

1

1

; n . .
' | = e.7; ”F < d(F,Fl) Cq 21/<1 nmln(q§,2$

aup v, o
i=1
!
avec C_=  sup | € e X o (X_) est une suite de
() €U 2l n ol p g py 7 G «

)
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Rademacher sur (Q,P) et d(F,F1)==inf HTH ”T-lu , la ﬂorne inférieure
étant prise sur l'ensemble des isomorphismes T de F sur Fo.

;

1L2222~i" Soit E un Banach isomorphe a un éous-espace
F1 d'un Lq(ﬁ,m,v) avec 1<q<®, Soit (Q,P,L) une fonction aléatoire
linéaire sur E, R un réel >0 et T un réel >0. Soit 1 un entier >2.
Supposons que U=

U? vérifie la condition (1) du lemme '2. Alors, on
a (2) avec‘B:Mql1
t

. 1 . )
min(e,2) oy Mq=21/q C, d(E,F)+ gl/min(a,2)

i
v

‘Lemme 5.- Sous les hypotheses du lemme 2, il existe

nne partie P-mesurable de Q, soit QI’ telle que

. 1 ) 1 ’
(3) P(Eﬂl) < ;:2 , sup P(Q ; |L(X)|>yR)SE; 47 (1) .
' x€U
pour iout réel y21, avec 7(1)==£2gillgl ) !
b

(8

¢

Lemme 6.- Sous les hypotheses du lemme 4, il existe une
partie P-mesurable de (2, soit Ql’ telle que !
' \

4 !
P(Gﬂl) < *}_:gl , Zg PO, ; | L(x)| >yR)51211 v (1) |

pour tout réel y=21, avec y'(l)==££gllégl . min(q,2) (M_ étant
LogQMql q

défini comme dans le lemme 4).

H

Preuve partielle des lemmes.- Nous ne démontrerons pas
les lemmes 1 et 3. Le lemme 2 (resp.le lemme4) résulte du lemme 1
(resp. du lgmme 1 et 3). Le lemme 5 (resp.le lemme 6) résulte du
lemme 2 (re;p. du lemme 4).

e

;:Preuve des lemmes 2 et 4.- Supposons (1) vérifiée.

Posons pour: tout x€U et tout réel B>{, ¢B(x)= {]L(x)l % 2RR} et
p(x) ={|L(x)| < R}.

, . -3 L .
Supposons qp'il existe éléments de U, soit XprrveorX g, tels que
1
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x
1

' k-1 5 3 #
P ¢B(¥k)n( .ﬂ @(xi)) > 7 m, k=1,...,1 (avec x0=0).
! i=0
1 -1 N 3
Posons alors Ak==¢B(xk)ﬂ( 120 @(xi)) et Bk==£6(xk)-Pour k=1,...,1" ;

‘ ]
les Ak (k;l,...,ls) sont disjoints 2 a 2, donc par lg lemme 1, il

existe 1 entiers 15i1<...<il<13 tels que i

-

1
Sar=U (A, N (N E(x; )))
! k=1 k k'#k Tt

vérifie
2 n.3
(4) P(Q')> 1.1 n - 125 .

12£ cas: B=1;U partie disquée de F %

Alors, sur A, N( N &(x. )) < &,(x; YN (N e(x, )),
Lok k' #k ko 171,

X .

L(x, ++..4x, )| 2 |L(x, )] - T |L(x, )| > 21Rz (1-1)R 21R;

| 1 ! = ‘k | k' | 'S | ‘ '
: i

donc, pour y==% (x; +.uotxy ) €U, ona P([L(y)] >'R) = P(Q')>T,
. 1 1 |

ce qui contredit 1l'hypothése (1) du lemme 2. Nous en déduisons le
lemme 2.
:

2g cas: . B=M 11/m1n(q,2) ;U comme dans le lemme 4.

q

: _o1/4d - ; .

Posons r - min(g,2), p=2 Cq d(E,Fl) et Xk‘-lﬂ’\Ai L(xik),
iy

(k=1,...,1). Alors
“

| 1 .
Ix < Re@NYT, ke1,...,15
. L (Q,P) "

¢ i
{

et d'aprés le lemme 2, il existe 1 réels €preeesby ﬁels que ai=3 1
1 .
(i=1,...,1) et tels que 3

§
i

1
Iz e x| s rp@)YT,

. x, €o1Y/Ty.
k=1 L (Q,P) k

£
"

[T s ]



Comme sur:'Q! )

1 1 1
T e!L(x. )| +|Z e X| 2| £ ¢ 1 L(x, )| > 28R
Hg=1 K i k=1 K " k=1 X Aik "
" 1 :f
1 ;
nous avonsg, en posant y = L sox, ,
| 0 117r k=1 k 1 i

1

x X

y€U :et P(Q')< P(]L(y)|>R)+P( >(2Mq”-p)11/rR)

=
i M=
f—

done

P 1 —2E) o g Lo,
‘ (2Mq—p)r

3

D'ou P(Q') s g N, ce qui contredit (4). Nous en déduisons le lemme 4.

i
! f
“

.Preuve des lemmes % et 6.~ Si U est comme dans le lemme

2 (resp. éommp dans le lemme 4) par récurrence on déduit du lemme 2
(resp. du lemme 4) qu'il existe une partie Q" de Q telle que

!

D) 4 i
p(EQn) < 13 1 (1+% +(%) +...) =%E?ﬂ ’ 1

sup (0" 5| L(x) | > (20)"R) < (D" 7
x€T)

1/min(q,2));

avec B=1 (resp. B=Mq 1 nous en déduisons facilement

le lemme 5 (resp. le lemme 6).

Démontrons maintenant les parties a) et c¢c) du théoreme 1.
t

Montrons a). Soit E un espace localement convexe, p dans Jo,1[, >0
et (Q,P,L) une fonction aléatoire linéaire continue sur E. Soit 1 un

entier tei que y(1)>p (ce qui est possible puisque &(1)11, quand

1to) et posons M = l{%a.
' 1 t

i

so1t V_ tel que sup P(lL(x)l > 1) <7 ; d'ou, par le lemme 5
x €V
£
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(appliqué ? U=V, ) et la théorie de 1'intégrale Riemann-Stiel jes
il existe gne partle Qs 1 de  telle que i
’ i
P(Q 1)32 1-¢ , sup I |L(x)|de51+—Il f yP -v(1)
ety xev_ %1

]

;;

et comme ¢(1)>p, L :x~1, L(x) est une e-tronquée de L de type
p sur E. €1 '
Notons que si E est un Banach, on peut prendre V8==RE?UE

avec R€>O.

Montrons c). Si E est un Banach isomorphe a un sous-espace d'un
Lq(S;f,u) (1<q<®), on peut d'apres le lemme 6, remplacer y(1) par
y'(1) ; et comme y'(1)'min(q,2) quand 17®, on montre de maniére ana-
logue que E vérifie (Cp) pour tout p dans ]O,min(q,Z)E.

1

!
\

vRemarque 7.- Si E est un Banach et si supy J (L(x)) b,
. XGII

on peut prendre dans la preuve ci-dessus de a), Vs:=ﬁL UE si b510

et V. =E sith =0 3; et alors &
£ e
' 1 -11/
sup ([ |L()|P aP) 74 TP (1+_H r yP ay ~T (1)) 1/p.
XGUE Qe 1

Nous en déduisons le
! |
+Théoreéme 2.- Soit E un Banach ; alors, pour‘tout e>0 et

tout p€lo, I[ il existe deux constantes >0, K=K . et n ﬂ , telles

p,&
que pour toute fonction aléatoire lindaire continue (O P, L) sur E

il existe une c-tronquée de L, soit (@,ALL ), verlflant

t

sup (I E (xl de,)l/p <K sup J (L(x))

xel&: xEII

Remarque 8.- La partie a) du théoreme 1 donne une carac-

térisation des parties corvexes hornées de LO(O,P).
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83. APPLICATIONS des THEOREMES 1 et 2 et PROBLEMES.:,

N
¥

1
Théoreme 3.~ Soit G et F deux Banach arbitraires. On a

nO(G,Fﬂ =np(G,F), pour tout p dans [0;1[.

Démonstration.- Nous savons déja que nO(G,F)Cnf(G,F) pour tout

réel pz0. D'autre part soit anP(G,F) j grace au théoreme 2 et a la
remarque 4, nous avons

1 (u)

Jop (1u(e)]]) = 8—1“]);—}(—— xseugG' In o (%e9)

P,

, €

pour tout £>0, tout (Q,P) et tout ¢ € E(Q,P;G) ;d'ou u.EnO(G,F).

i
Remarque 9.- MAUREY [2] a montré que si uEn (G F) pour un p

de [0,10, .alors sup ©_(u) <+ ; nous ne savons pas etabllr ce résultat
p>0

par notre méthode.
\ \

1

]
Théoreme 4.- Soit G et F deux Banach. Si G' vérifie (C )L tLout

opérateur (p,0)-radonifiant de G dans ¥ (resp. de G dans c(F",F'))
est O-radonifiant de G dans F (resp. de G dans o(F",F')).

Démonstration.- Soit u : G = F un opérateur (p,0)-radonifiant

de G dans F (resp. de G dans o(F",F')) et soit (Q,P,L) une fonction

aléatoire linéaire continue arbitraire sur G'. G' vérifie (C ), pour
tout >0 11 existe une e-tronquée L de L de type p. Par %ulte, pour
tout e>0,,Lg»u' est une e-tronquée de (Q,P,Lou"') decomposee (resp.
avec Ikgui(UF') latticiellement borné dans L°(Q,P)). D'ol, par la
partie 1 (resp.2) de la proposition du 81, (Q,P,Lou') est décomposée
(resp. ng'(UF,) est latticiellement borné dans L°(Q,P)). Nous en
déduisons que u est O-radonifiant de G dans F (resp. de G dans
S(F",F')).
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\ ﬁ
Corollaire 1.- Soit G et F deux Banach arbitraires et u un

opérateur linéaire continu de G dans F. Si u est (p,@)-radonifiant
de G dang F (resp. de G dans o(F",F')) pour un certain p de ]0,1[,
u est aussi O-radonifiant de G dans F (resp. de G dans G(F",F')).

T
1

Corollaire 2.~ Si G est un Banach dont le dual vérifie (Cp)

pour un certain p21, alors

“p(G,F)==nO(G,F) , pour tout Banach F.

Démonstration.- On a toujours = (G F) < np(G FQ
D'autre part, soit u€n_(G,F). D'apres SCHWARTZ [6, prop(XII 135 1))
u est (p, 0)—radon1f1ant de G dans o(F",F') puisque p21 donc, par

le théoreme 4, u est O-radonifiant de G dans o(F",F'). Enfin d'aprés

SUNYACH [7], u est O-sommant.
{

Remarque 10.- Le théoreme 3 ne peut se déduire a priori du

Corollaire 1, car si p<l, on ignore si un opérateur p-sommant de G

dans F est (p,0)-radonifiant de G dans o(F",F').

Remérque 11.- Soit G un Banach. S'il existe p=1 tel que
np(G,FQ =EO(G,F) pour tout Banach F, G' vérifie-t-il:la condition

c)e ;
©)? s
Grdée a la partie c¢) du théoreme 1, le corollaire 2 donne le

corollaire 3.

!

Corpllaire 3.- (KWAPIEN [1]).- Si q est un réel >1 et (S:¥,n)

un espace mesuré, on a

+

n (L”l (8,4, 1), F) =n_ @l (s,f,u),F) (

p dans JO, m1n(q,2)[ et tout Banach F.

%,==1) pour tout

M-I [
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“ v
Corollaire 4.-(NIKISIN [4]).- Pour tout p dans [1,»[

'
£

a(1?) =min(p,2)

i d
Plus précisément, si 15p<2, 1? ne vérifie pas la condition (Cp).
1

Démonstration.- Nous savons déja que a(1P)=2min(p,2).

Pour montrer le corollaire 4, nous utilisons la remarque 11.

Si p est dans [2,#[, on a d'apres PIETSCH [5, exposé 31, p.20]

p' ,2+e c p' ,2+e ,
n2(1 ,1 ) i LI (1" 1 ) !
pour tout réel >0 ; et comme par KWAPIEN [1],

! ! '
(5) no(lp ,E) = n2(1p ,E) j

pour tout Banach E, on en déduit que i
P) = mi | pel2, el
«(1¥) = min(p,2) , si p€l2,=[.

D'autre part, si 1<p<2 (resp. p=1) el si (an)n est un élément de
, i ,
lp, tel que i ’anlp (1+ LOgTa—J) =+©, l'opérateur u: (xn)n - (anxn)n

1
de 1P dang 1P (resp. de c, dans 11) est p-sommant (trivial) sans
h ,
g8tre O-sommant d'apres le théoreme (XXVI,4 ; 1) de SCHWARTZ [6].
Donc, si p'e [1,2[, 1P ne vérifie pas (Cp). x

Probleme 2.- Si p € [2,[, 1P vérifie-t-il (c,)? Notons que
si la réponse au probléeme 1 est oui, la réponse a ce nouveau pro-
bleéme sera oui également, d'apres (5). ¢

i
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