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' XXIX.1

Dans la premiere partie de cet exposé je paﬁ}erai d'un exemple
de non existence de solutions analytiques dans tout 1“gspace pour 1'équa-
tion de la 'chaleur avec données analytiques. Apres je .parlerai de quel-

|
ques conjectures, que je crois raisonnables, sur les p?énonménes qui peu-

vent apparaitre dans le cas général.

3
Dans le travail [1] est énoncée la conjecture qu'il n'existe

aucune solqtion analytique pour 1l'équation

| du azu 62\1 8
1 Bu = — -t b, o
(1) =t g;z + g-g (x,y,t) ?u
1, N
(2) ¢ - .
. hok B :
(3) ‘ fhk= exp [yhk(ix + ihzt _ (y-h)2 N 1)]
k i
(4) Y k= ((p(n) ™) 1) §
t
(5) ' p(1)=3,p(2) =5, p(3) = 7,...

p(h) est le (h+l)-ieme nombre premier.

l?

Une démonstration complete de cette conjecture va paraitre
dans une publication prochaine de L. Piccinini. Ici je donnerai seulement
les lignes générales de cette démonstration : on raisonne par 1'absurde;
on suppose'l'existence d'une fonction u holomorphe dans un ouvert
Ac ¢? et on suppose que l'on a Bag_A et que, dans tout B3, 1'équation

(1) est satisfaite; on peut alors trouver un nombre positif p tel que

3 l4
{(x,7,t) € €% |x| + |y| + |t| = 3p} €A

!

Y
t

on considere les fonctions w,, déterminées par les conditions suivantes :
b

J
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(6) | ((Bw,, = T,

<< ,whkl < exp (-yhk)

| lim whk(x,y,t) =0

\ y—+e
! 1,
et la sériew= § w,_ . i
L :
On considere aussi les fonctionnelles linéaires by données par la
formule '
. p57(h,K) L 42
- e 2 o
(7) b (8) = f_p W) g(0,0,t).exp [-h Y(h,}i)fgp + it]]dt.
On prouve les relations suivantes :
Log[by, (w )|
. hk* "hk 3
8 lim - lo h,k = -(h+=) ;
o log|b, , (u) 2
Lo hk h
(0)  lim sup (g - log 7(h,k)) < -(=F+10g p);
k~co ’ =
(loglb (w-w )|
. hk hk
(10)  lim  Th ) - logy (h,k)) = -=;
koo
log|b,, (w-u)] ‘
. hk
11 1i -1 h,k = -0}
( ) k...:: Y(h,k) og Y( H )) @3

les relations (8) (9) (10) (11) ne sont pas compatibles pour h tres grand.

Remarque 1 :: Pour démontrer (9) on peut faire une décomposition du
type . \
¥ +p -p-ip p-ip P
e S P
-P -P -p-1p p-1p

dans 1'intégrale (7).
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Remarque 2 : On peut choisir plusieurs définitions des b,, telles que

hk
des conditions du type (8) (9) (10) (11) soient satisfaites.

Par le contre-exemple énoncé on voit que pour assurer que 1'é-
quation E(u) = f a des solutions analytiques, il est nécessaire de faire
des hypotheses raisonnables sur la fonction analytique f; ici, je vais
considérer un type particulier d'hypotheses qui sont en relation tres
étroite avec les résultats et les méthodes de [1] et [2]. A ce propos
je rappelle le résultat de [1] (dans une forme a peine plus faible mais

plus simple que la forme originale) :

Théoreme 1 : Soit f : R"— € une fonction analytique; alors il existe

. n+1 . . .
un ensemble fermé E C R et une mesure v qui satisfont les conditions

suivantes :

EN {(g,7) € R 5 v - 0) = ¢ ;
Supp v € K
- % -1
(12) £(x) = J"E(‘x -gl? e 1]?) B dv(e. 7).

Ce théoreme suggere la définition suivante

n

Définition 1 : Soient un polynome P : € - € et un ensemble fermé

E < mn+1

supp v € E, il existe une solution analytique dans R" de 1'équation

; Jje dirais que E est P-compatible si, pour chaque mesure v avec

(13) f P(D)u = £

1

ol f est donnée par (12) et ou on note D = (D,,...,D ) et D, = 2
1 n’ — "k axk
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2 2
1 ¥ ¥g T %3
tion nécessaire et suffisante pour que E C RY soit P-compatible

Conjecture 1 : Si P(xl,xz,xs) = X alors on a cette condi-

pour chaque h € IN,

(14) dgist (B;{(g,7) ¢ B*; v =0, lgg| sn}) >0

1]

Si on arrive a prouver la conjecture 1, on peut passer a la

n
Conjecture 2 : Soit un polynéme P : ¢” - ¢; il existe un ensemble S c R

[}

avec la proprieté suivante

Un ensemble E C r'H est P-compatible si et seulement si, pour chaque
h € N, on a
(15) dist (E:{(g,7) € R™; v = 0, dist (£,5) = b}) > 0.

Remarque 3 . : Si on considere les solutions analytiques de (13), non
dans 1’espa(::e 1 espace R" mais dans un ouvert A c mn,on peut parler d'en-

sembles (A,P)-compatibles. ;

On peut aussi faire alors les conjectures suivantes

i

1

Conjecture 3 : Si l'ensemble EC Rn+ est P-compatible, il existe un

ouvert A < €¢" tel que l'on ait R°C A et que 1'ensemble E soit (A,P)-com-
v ‘

patible.

Conjecture 4 : Soit A un ouvert de m“; une condition suffisante pour
{ .
que 1l'ensemble E soit (A,P)-compatible est la suivante : pour chaque point

N €E, 1'ensemble {n est (A,P)—»compatible.
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' . 0 3 ~ s .
Remarque 4 : Je crois que si on arrive a démontrer ‘les conjectures
1, 2, 3, 4, ou a démontrer qu'une (ou plusieurs ) de ces conjectures est
fausse, on aura fait un bon progres dans 1'étude des solutions analyti-

ques des équations a coefficients constants.
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