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XXIII.1t

§ 1. ESPERANCE CONDITIONNELLE D'UNE FONCTION A VALEURS = 0 0U
BANACHIQUES.

{
.Soient (3 un ensemble, (® une tribu sur Q, *» ‘'une mesure 2 0
o-finie sur la tribu & (0 est réunion d'une suite de parties éléments de

O, de A-mesures finies). Soit T une sous-tribu de la tribu A -mesurable
~

o

; on suppose que la restriction de A a T est aussi o-finie.
A\ 19Y q

Soit alors f une fonction sur Q, a valeurs dans un Banach F et
A~intégrable, ou a valeurs dans [0,+®] et A-mesurable. On appelle espé-
rance conditionnelle fT’A, qu'on notera pour simplifier fr, de la fonction
f par rapport a T A, une fonction JT-mesurable a Vale&rs dans le méme

espace, telle que, pour tout A € T, IA fy(ﬂ\= fA fdxr.

Proposition 1.1 : Il existe des espérances conditionnelles, et deux

d'entre elles sont A-presque partout égales

Démonstration : Bornons nous, pour simplifier, au cas f = 0.

A
Alors fA est une mesure sur &, , donc sur J; trivialement toute partie
de 7 A-négligeable est fA négligeable; donc il existe une fonction

7 20, T-neswrahie ddfinie a un enscehle A-ndgligeable pres, telle que
. .
N

oA £ cur 7 (Tebesgue-Nikodym) . cqfd.

Proposition 1.2

e
(f + g)

7+ g
9r
(fg)° ng, pour des fonctions 2 0, si g est T-mesurable;

(fT)/f -9 o d o
T T

7] = (l£])

(toutes ces égalités ou inégalités ayant lieu A-presque partout).

Evident.

. T .
¢ Donc en réalité f° est plvtot une s-clas-¢ de fonctions
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§ 2. SYS?EME DE PROBABILITES CONDITIONNELLES OU DESINTEGRATION DE A.

:Soit A c Q, A-mesurable. On appelle probabélité conditionnelle
relative a A, lorsqu'on se donne 1l'information supplémentaire wEA,
la probabilité B +~ ﬁi‘*—}\%ﬁl ; c'est donc la probabilité 1AA/A(A). Elle
n'existe que si A(A) £ 0, et A(A) # +» (habituellement, en calcul des
probabilités, A(Q) = 1, donc la dernikre condition est toujours vérifiée.
Mais il n'est nullement nécessaire de supposer que A .soit une probabilité,
1AK/A(A) en est toujours une!). Bien entendu, la probabilité conditionnelle

relative a l'information w € CA est 1 A}\/A(CA).

"On peut alors aussitdt généraliser. Soit (Qn)n € N une parti-
tion dénombrable de Q en parties A-mesurables. La probabilité condition-

nelle relative a 1'information supplémentaire w € OnAest 1Q A/A(Qn).
n

Nous dirons aussi que la fonction sur Q a valeurs probabilités sur (Q,0),
qui, pour;w € Q , prend la valeur hi = 1Q k/A(Qn), ést une désintégration
de A ou une famille d'espérances conditiofnelles, relative & la sous-
tribu T de la tribu A-mesurable, engendrée par les Qn, n € N. Cette
désintégration n'existe que si tous les Qn sont de A-mesure finie, c'est-
a-dire si la restriction de A a J est o-finie; KZ n'est pas déterminée

si w €Q avec A(Qn) = 0, autrement dit ki est définie pour A-presque
toutes les valeurs de w. On remarquera alors que la fonction a valeurs
probabilités w r AT a la propriété suivante :

si f est nne fonctlon 20, O-mesurable, w A (f) est une espérance con-
d1t10nne11e de f pour la tribu T C G En effet sur chaque O , cette
fonction vaut jﬂ 'fdk/k(Q ), valeur moyenne de f sur O H elle est donc
constante. sur chaque Qn donc est T-mesurable, et son 1ntegra1e sur chaque
Qn, donc sur chaque A € T, est la méme que celle de f£f. On est donc

amené a poser la définition suivante, lorsque J est une sous-tribu
arbitraire de la tribu A-mesurable telle que la restriction de A a T soit

o-finie :
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Définitioﬁ 2.1 : On appelle désintégration de A reiative a la scus-

o . &
trlbu T de la tribu A-mesurable, une fonction sur Q a valeurs mesures

sur (Q B), we AT tellp que, pour toute fonction f > 0, O-mesurable,

w A (f) fnf(w‘)d% (w'), soit une espérance conditionnelle de f

relative a 7. '

"

i

Remargue @ Ta fonction 1 admet l'espdrance condltlonnelle 1; donc

W A (1) est A-presque partout égale a 1, donc, pouf A-presque toul w,

T .
hw egt une probabilité (sans aucune hypothese analogue sur A, qui est

peut-étre de masse infinie). On dit aussi que les A, sont une famille

de wrohabilités conditionnelles relatives a J.

'
Il

Théoreme de girina 2.2 : Si (0 est un espace topologique, & sa tribu

boréljenne A une m. sure portée par une réunion dénombrable de compacts

métrisables de Q, de A-mesures finies, il existe des .désintégrations, et

deux d'entre elles sont A-presque partout égales.

La démonstration sera donndée au théoreme 3.2. La condition

relative & A est vérifiée toutes les lois que c'est une mesure de Raden

c-finie sur un espace () souslinien ou .uf risable; elle est vérifiée dans

i

tous les cas pratiques du calcul dov priobahilités.

§ 3. ESPERANCE CONDITIONNELLE D'UNE FONCTi 'Y A VALEURS MESURES 2 0
i

Au § 1, on cherchait 1'espérance conditionnelle d'une fonction
f sur O, a valeurs banachiques ov réelles = 0, Suppoéons maintenant que
Y soit un ensemble pmuni d’'une tribu 1 , et considérons, au lieu de 1,
une fonct%on sur (3 a valeurs mesures 2 0 sur (Y,g{), w Vs et essayons
de difinir son espcérance conditionnelle relative a A, J. Remarquons gue,
si Y est réduite a un point y, une mesure sur (Y,%) est de la forme a Ly
et on retrpouve le cas d'une fonction réelle = 0, w# vV, T f(w)é(y).
Tout d'abord w ™ Y doit étre A-mesurable; on entend;par la que, pour

toute partie B E;? , W vw(B) esl A-mesurable (c'est une "mepurabrlité

'
)
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scalaire"). On en déduit aussitét que, pour toute fuﬁction o 20

-mesurable sur Y, w+ vw(w) est A-mesurable. On définit alors une
1ntegra1e J = IQ dA(w), qui est elle-méme une mesure = 0 sur (Y,g/);
pour tout B Ey , on a J(B) = J’Q \’w(B) dAr (w), et, pour toute ¢ 2 0 g{—
mesurable’ sur Y, J(g) = IQ Vw(¢) dAa(w) .

: On cherche alors une fonction sur (3 a valeurs mesures sur
(Y,y), W - vi), ayant les deux propriétés suivantes
elle est T-mesurable (i.e. ¥ B € , Wk v (B) est T—mesurable), pour
iy T
toute partie A € T, IA vwdk(w) IA " dx(w) (i.e. ¥ B € 2/

T . ;
Jav u(Bar(w) = [ v (B)ar(w)). A
i
" Cela veut exactement dlro que, pour toute: fonctlon o =20 ;Y
mesurable sur Y, la forction wr v (@) est une esperance conditionnelle
de la fonction réelle 2 0 w vw(m) relativement a A, T.

J

. On suppose toujours que J = an dA(w) est d—flnle, et que Aw

est J-dénombrablement engendrée, c'est-a-dire qu'il existe Y' € g/ por-

tant J, telle que la tribu intersection de ;yavec Y' soit dénombrablement®

engendrée.

i

I1 existe alors une relation remarquable entre désintégrations

et espérances conditionnelles de fonctions a valeurs mesures

¥
"

Théoreme 3.1 1) Une espérance conditionnelle de la fonction & valeurs

mesures sur (Y, gy) = (Q,0), we 6( w) (mesure de Dirac du point w), est

une désintégration de A, et réciproquement; i

2) Si ww ki est une désintégration de A, et si w*r v

est une fonction a valeurs mesures sur (Y,g/), O-mesurable, elle admet

pour espérance conditionnelle relativement a A, T, la fonction a valeurs

mesures sur (Y,;{) T W vi = IQ vw,dki(w').

L]

L
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1o

, Qs . T -
Démonstration : 1) Dire yue w ¥ 6& est une espérance conditionnelle

de w 6(w , c'est-a-dire que, pour toute fonction q 2 0 3/—mesurab1e
’ "
sur Y, w & 6;(®) est une espérance conditionnelle de w * 6(w)® = @(w),

s . . T . L .
c'est-a-dire de 93 c'est exactement dire que w = éu st une désintégration
]
de \.

' 2) La formule qui termine 1'énoncé du théoreme est
exactement celle de la définition 2.1, quand on remplace f par wr Vo

o
~ : J : N
Supposons ‘les Y définies par cette lormule. Pour toute ¢ 2 0 gy—mesurablv

: .
sur Y, appelons g la fonction sur Q:w = vw(q); elle est O-mesurable.
N . s P . T

D'apres la définivtion meme de la désintdgration, waﬂ'Aw(g) est une
espérance conditionneile de g : w i+ g{w), par rapport a A, T: autrement

. s T A i Tr N ’ :r :r /
dit, we gl )ar (o) = v (oYar{w) = I v w' p) =v U7

’ Jq &' ) w(‘ J JQ g oAt { Q'w'éxw( )) (@) w(‘)
1y

est une espérance conditionnellie de w = vw(m); ce qui veut exactement

‘r
dire que w v& est vne esperance cond:iticnnelle de W™ Vi cqfd
; A

Il résulte de cela que la recherche des espérances conditionneti-

les des fonctions a valeurs mesurcs est identique a celle des désintégra-

tions.

fhéoreme de Jirina gindral.s¢ 4 2 . Taisons svr (3,:0,0,7) les hypothes: »
Ll
0

sur (X’dl/) A

: . "
mesurahle: on suppose:y J-dénombrablement engendrée. ou J = i vwdA<w)~
< A

du § L. Soit we vy, une fonction a valeurs mesures 2

Alors il existe des espérances conditionnelles., et deux d'entee

elles =ont. A-presque partout 5gale%_danu l'une quelconque des deux

hypotheses suivontes :

- . 7 . iq . ,
1} Y est un espace topologique, ;/pst sa_tribu bherc¢lienno, J est portec

par une r¢union dénombrable de compacis métrisables de J-mesures finies;:

2) (G est un cspare topologique, O sa tribu berélienne, A est portdée par

une réunion dénombrable de compacts méirisables de A-mesures finies
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Démonstration : 11 suffit de le démontier dans 1'h¥pethese 1). Cela

prouvera le théoreme de Jirina 2.2, en prenant (Y.g{) = (Q,o),yw = é(w)

d'apres la partie 1) du théoreme 3.1. Et alers le ca® de l'hypothihse 2)

résultera ‘de la partie 2) du thdéoreme 3.1.

:0n se ramenc immédiatement au cas ol Y csi.compact métrisable
de J-mesuﬁé finie. Les mesures sur (Y‘jf) sont alorsldes mesures de
Radon surfY. formes lindaires continues sur l’espace;C(Y) des fonctions
continues sur Y. La fonction w vuxl) est A—lntégraﬁle. d'intégrale
J(1). Eile a donc unc espirance conditionnclle pour », J. que nous
appellerons 6, fenction 2 0 A-intégrable sur Q. de méme intégrale

J(1). Cette fonction @ peut donc etre choisie partont finie 2 0; elle

est nulle sur un ensemble G“ € T, et comme QD '.ifljﬁh(w)= f edr, v
v w TH
(] (4]

est nulle pour A-presque tout w £ Q,. |
* €
o
m
Soxrt ¢ € ClY). Alors w -U(c) est une foneétion sur 0, J-inte-
grable, d'intcégrale J{v). Elle a ane espdrance conditionnelle relative-

3
»

ment a A, :J; sur Qo’ wr o (¢) est nulle, et comme Qo € J. 1'espérance
L w
conditiounelile est aussi nulle: on peut dene L ecrire sous la forme

Ar o~ p . ~ | 3 .
8y, avec 2 = 0 sur ua Considérons @ comme une 2-classe de foncticns

X

. . . . . o
puisqu'elle n'est définie que A-presque partout Supposons ”@UF(Y) <L

A~ . < . ; )
On sa:t que 99 A est, sur T, la mesurc restriction a 7 de vu(?)dk(w);

pour tout A € T,IIA vw(@)dk(w)l < I& vw(l}dk(w) = IA‘e(w)dh(w): donc

vw(m)dl(w) est absolument majorde. sur la tribu T, par 62 = g(w)da(w).
t’
|e$k| < 9rsur T, done [T - < 1, ou, puisque & = 0 sur Q-
L (vaoek) .
Yi
o o<t Pewr a6 o(n) arbitvaive, I § % folgqyy.
L (Q,T:n) ‘ L (0.7,7)

Alors miﬂ'a est une application lindaire continue : 0 de norme
[+ 4}
<1 de C(Y) dans L (Q,7,*).
"

N . ~ N ! .
“D'apres ic¢ théoreme de relevement de Moharam, 1l existe

. ™ ; it
une application Ilindaire continue 2 0 de L (Q.7.3) dans L'espace BIN)
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des fonctions borndes sur Q, p ¢ Lm(QqT,?)__gB(Q>¢ §

o( Oy (1-e.

. . N . A
sup I(p(fl(w)‘) = £l - (1.e. sup. ess., ]f(w)]); c(£) est T.-me-uwrohie
W€D 1 ' "

= \ > . ~ “~
et sa classe dans L (“ T A) est f. Utilisant un tel relevement, ot™) est

maintenant, non plus une classe de fonctions, mais une fonction sur (,

et. pour tout w € (. |p(?}(m)} < ”m“c(y)ﬁ Donc, pour tout w € (1,
ook e(w)(p(?))(w) est une mesure de Radon = 0 sur Y, que nous appellerons

o
J ’ ' , - )
Vo Montrons qu'elle donne l'espérance coenaitionnelle ‘cherchée. En effet,
1 ¢
pour touse o continue 2 0 sur Y, et toute A € T :

'

n n A , T N
JA w(@)d“(uo = fA 7 dA = JA 8(w){{n (%)) (w))dalw) = :A Vi (o)ar(w):

i

1'ensemble des fonctions ¢ & 0 sur .7 vour lesquelles on a cette dgalitd

¥
est stable par les passages a la limite simple crorssante ou horndée Jdone
contient toute la tribu engendrdée par C(Y). qui Y étant supposé compact

g

métrisable. est toute la trihu borélienne de Y Done. pour A €1

AN & d,(\l) - v\ £

en cutre etre JT-mesurablc: pour ¢ & C(Y), we v;(p) = 8(w) (c(M)(w) est

v P

d-(1) la lonction it valeurs mesures &~ v dott
Ww

”~
al ~ . .
g2(%), g:m@surahle; par le¢ meme passage a la limite gque ci-dessus, ¢ ost
. T 7 T
¢ncore Vrai pour o Gig/. derse w = Y0 ot %- mesurables en la modi{cant

\

sur une partie A-ndégligeable cenvenable, on la rend T-mesurahlc. o la
démonstration de l'existence est achevée. L'unicité (A un ensemble a-nd-
gligeable pres) rdésulte facilement de l'unicite analogue de l'espérance
conditionnelle, et de ce «ue C(Y) admet un cnsemble dénomhrable densc

qui permet de rdéunir tous les emnsembles A-ncégligeables en un seul
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§ 4. CA?ACTERISATIONS DES DESINTEGRATIONS

Théoreme 4. 1 : Pour que wwr AT soit une désintégration de A relative-

ment a T C O%, il faut et il suffl que : ﬁ

= |

1) w» A, seit T-mesurable;

Lo T )
_!) M =, u‘() \wdl\(w) 9

3) poufr toute A € T, AZ soit portée par A ou par CA selon que w € A ou
w GCA. N
. ‘Z

Démonstration : Montrons d'abord la nécessité. I) est dans la défini-

tion; 2) résulte de ce que A = JQ o( )dn(w) IQ dr(w). Montrons 3).

Considérons les fonctions f = 1A’ g =1 Al fg = 0. Dgnc son espérance

conditronnelle est aussi nulle. Mais c'est aussi [ g, puisque f est

T-mesurable; donc gT est A-presque partout nulle sur A. Or c'est

w Kz(g) = )' CA) donc, pour A-presque toul w € A %Z est portde par A
Montrons ensuite la suffisance. Suppoqon donc ces conditions

vérifides. Saient f une fonction = 0 G-mesurable Hur Q, et A €7T.

IA fdr = a(f 1, IQ T(flA)d>(w)\par la condlthn 2) = fAA.Z(f)dA(uQ

(par la condition 3). Donc la fonction w* Ai(f),»f—mesurable par la

condition 1. a méme intdgrale que f sur toute A € T, donc est une

espéranée conditionnelle de f pour A, T, ce qui prouve bien que w & AZ

est une désintégration.

Le théoreme suivant donne une justification sentimentalce du
mot désintégration

i
7

Theoreme 4.2 : Supposons la tribu 7 dénombrablement séparante (1 c.

il existe une suite (An)nebl de partices A € T telle que tout atome de

T so1t l'intersection des An qui_le contlennent, Un atome de T ost

1'intersecction de tous les éléments de T contenant un point). Alors,

'
‘

L
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; T . PR . . R .
pour que W~ Aw soit une désintégration de A relativement a T, il faut

et il suffit que :

1) w+ A7 soit T-mesurable;

2) A =

¥

T
My ar (w) s :

il
£

Iq

‘ T o
3) pour A-presque tout w, A; soit portée par 1l'atome du point .

Démonstration : La suffisance résulte du théoreme 4.1. La nécessité

s'obtient itrivialement en appliquant le théoreme 4,1&5 une suite @h)neli
ayant les propriétés de 1l'énoncé. '

Remargque j: En analys=e | T est toujours dénombrablement séparante, et
le théoreme 4.2 donne une bonne définition des désintégrations. Mais,
dans les processus en probabilités, elle ne l'est pratiquement jamais,.
et, méme dans 1'exemple simple du mouvement brownien, pour A-presque tout
w, l'atome de w est Kianégligeablel

!

Corolliaire 4.3 (Bourbaki) : Soient Q, X, des espace$ topologiques, A

une mesure de Radon 2 0 sur (3, portée par une réunion dénombrable de

compacts métrisables. Soit p une application A-propre de (O dans X, i.e.
X) soit

A-mesurable Lusin, et telle que, pour tout compact K-de X, p—l(

i !
A-intégrable; soit p = p(A) la mesure image. Soit [ la tribu boréliennc

de X, T = pnl(ét)’. Alors A admet des désintégrationé relativement a T,

et deux d'entre elles sont A-presque partout égales. Une désintégration

peut (a un ensemble A-négligeable pres) se caractériser comme suit

x » A est une fonction sur X a valeurs probabilités de Radon = 0 sur G,

3@~@f§g£ﬁ§lg, vérifiant A = IX A dulx), A, est portée par p-l({x});
T )

et }\.w = ?\-p'(w)s

'
!

Démonstration : Les conditions 1, 2, 3, sont trivialement vérifides

(2 signifie : A = jb Ap(w) dr(w) = IX My du(x)). La seule chose a

verifier e e > S enombrablement séparante. Ce n'est pas lout a fai:
rifi st que T est denombrabl t p P

¢ La condition "A-propre" intervient pour que p soit de Radon, mais auss:

'

pour qu'elle soit d-finie.
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b '
vraij mais A est portée par une réunion dénombrable ﬁe compacts métrisa-
bles, donec u par une réunion dénombrable X' de compaéts métrisables; la
tribu borellenne de X' est dénombrablement séparante; ce qui suffit
comme on le voit aisément. |

' 153
Applicatign i

Exemples de désintégrations. Y

Exemple 1. : Q= 112, dr(x,y) = f(x,y)dxdy, f borélienne 2 0, ® = tribu

borélienné. X = R, p est la premiére projection (x,y) ~ x. On doit la

supposer A-propre : si K est un compact de R, f f(x,y)dxdy < + =.
KxIl

XL est la;jtribu borélienne de R, donc T est la trlbu formée des parties

. 2 . . .
boréliennets de R ° réunions de verticales. On trouve) par le corollaire

T f(x,y)dy *
4.3 :+ A i = A = . :
(xiy) T 105,00
Exemple 2. : Q = r" , A = mesure de Lebesgue, X = [0, o[, p = r =

distance 5 l'origine. a:= tribu borélienne, T est la tribu des parties
boréliennes de R qui sont des réunions de sphéres;de centre origine.
Pour t € [0,+o[, A, est la masse unité répartie de fagon homogene sur
la sphere de rayon t (elle n'a pas le choix : elle doit étre portée par
cette sphere, et avoir la masse 1, et le probleme est invariant par le

n T
groupe orthogonal); et, pour w € R , Ay = xr(w).

1
I

{. )
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