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XXIII.1

Il

§ 1. ESPÈRANCE CONDITIONNELLE D’UNE FONCTION A VALEURS à 0 OU
BANACHIQUES. 

,

i 
’

Soient n un ensemble, C une tribu sur Q, À ’une mesure 0

C-fini-e sur la tribu 0 (0 est réunion d’une suite de-parties éléments de

0, de À-mesures finies). Soit T une sous-tribu de la tribu À,..mesurable
° "

0. ; on suppose que la restriction de À à 7 est aussi C-finie,

Soit alors f une fonction sur 0, à valeurs dans un Banach F et

k-intégrable, ou à valeurs dans et À-mesurable. On appelle espé-
rance conditionnelle f’’, qu’on notera pour simplifier f, de la fonction

. , 1

f par rapport à T, X, une fonction l-mesurable à valeurs dans le même

espace, telle que, pour tout A E T, fA f1 dk SA fdÀ.

Proposition 1.1 : Il existe des espérances conditionnelles, et deux

d’entre elles sont ~-presque partout égales ’. 
~

Démonstration: Bornons nous, pour simplifier, au cas f ~ 0.

Alors f~, est une mesure sur "~~~~’ , donc sur 7; trivialement toute partie
de 7 -négligeable est fÀ négligeable; donc il existe une fonction
cr 

, , ,

f &#x3E; ¿1 un l 1 g e a hl e près, teLlo 

.. f T C g fd. 
’

Pro osition 1.2 ,

pour des fonctions ~ 0, si g est T-mesurable;

(toutes ces égalités ou inégalités ayant lieu partout) 0
Evident.

+ Donc en réalité de fon,t.i&#x3E;iis,6 Donc en " 1. t 
l’ f 7* est PlutÔt une d(,- fon*(--t,l()IIS.. Donc en realite f est plutôt une ,A, -- C 1 as :-. (’ de 
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; 1:

t, 1

§ 2. SYSTEME DE PROBABILITES CONDITIONNELLES OU DESINTEGRATION DE A.

Soit A c 0, X-mesurable. On appelle probabilité conditionnelle
Il ,

relative à X, lorsqu’on se donne l’information supplémentaire w E A,
la probabilité B~ 0 ; c’est donc la probabilité Elle

n’existe que si X(A) 4 0, et B(A) 4 +,x, (habituellement, en calcul des

probabilités, X(n) = 1, donc la dernière condition est toujours vérifiée.
Mais il n’est nullement nécessaire de supposer que X:soit une probabilité,

en est toujours une!). Bien entendu, la probabilité conditionnelle
relative à l’information W E c A est 1 A x /X( [A

On peut alors aussitôt généraliser. Soit (n n) n E 19 une parti-
, n n 

tion dénombrable de b en parties ,-mesurables. La probabilité condition-
nelle relàtive à l’information supplémentaire w E Q est 1 n X/X (0 n).
r.. n

Nous dirons aussi que la fonction sur n à valeurs probabilités sur 

qui, pour: w E Q prend la valeur . W =- 1 est une désintégrationqui, 
il 

w E n prend la valeur X w 1 
n 

n 1 

e

de X ou une famille d’espérances conditionnelles, relative à la sous-
tribu 1 de la tribu %-mesurable, engendrée par les n n Cette

désintégration n’existe que si tous les 0 n sont de X-mesure finie, c’est-

à-dire si la restriction de X à Y est 1-finie; X 7 n’est pas déterminée
7 

w 4

si w E n 
n 

avec X(n n = 0, autrement dit X w est définie pour À-presquen n w 

toutes les valeurs de w. On remarquera alors que la fonction à valeurs

probabilités a la propriété suivante :w

si f est une fonction 2: 0, 0-mesurable, X7(f) est une espérance con-
w

ditionnelle de f pour la tribu 1 c:0 En effet, sur chaque n , cette
. A. . 

n

fonction yaut IC2 valeur moyenne de f sur 0 ; elle est donc
. n n 

’ 

n

constante’ sur chaque n 
n 

donc est T-mesurable, et son intégrale sur chaque

n , donc sur chaque A E 1, est la même que celle On est donc
n . ,

amené à poser la définition suivante, lorsque T est une sous-tribu

arbitraire de la tribu À-mesurable telle que la restriction de X à 7 soit

C-finie

t t
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Définition 2.1 : s On appelle désintégration de A reiative à la sous-
. ---- ,-.--ir 1ft - ... 

- .--

tribu T de la tribu À-mesurable, une fonction sur 0 a valeurs mesures
sur 0,0; w è- telle que, pour toute fonction f É 0, (3-mesura

~ 

w - x§( f) ~=: 
&#x3E; soit une espérance conditionnelle de f

relative à 7. 

i 
B 

,

Remarqua la fonction 1 admet l’espérance conditionnelle 1; donc
T 1.

est -presque partout égale a 1. donc, pouf A.-presque tout 0),

A. e~t unë probabilité (sans aucune hypothèse analogue sur 1., qui est

peut-être de masse infinie). On dit aussi que les sont une famille
de ohablites conditionnelles relatives à T.

de 
es con 1 

)l
/i 1

Théorème de dirina _2_ : : Si Q est un espace topologiQue. 0 sa tribu
! 

**** 
 j

borélfenne, À une sure portée par une réunion dénombrable de compacts
métris;ables de 0, de À-n1esu.res finies, ;l existe des :désintégrations, etde Q de -mesures finies, existe des.-d"sint’grations, et

deux d’entre elles sont À-presque partout égales.

La démonstration sera donnée au théorème 3~2~ La condition

relative 2 est vérifiée toutes les fois que c’est une mesure de Radon

J-fini; sur un espace 0 sous1inien ::11: ris able; ell.e est vérifiée dans

tous les cas pratiques du calcul Il
§ 3 - ESPERANCE CONDITIONNELLE DIITN A VALEURS MESURES 0

, 
.! 1

,Au § 1, on cherchait l’espérance conditionnelle d’une fonction

f sur n, à valeurs banachiques ou réelles On Supposons maintenant que
Y soit un ensemb-le muni d’une considérohs, au lieu Y soit un ensemble muni j§/ , e.l conslderon"s, au lieu de 1°&#x3E; J

une fonction sur n à valeurs mesures &#x3E; 0 sur (Y, 1/) ; et essayons

dé définir son espérance conditionnelle relative à A~ 1,. Remarquons que

si Y est réduite à un point y, une mesure sur (Y,Y) est de la forme a,~ , By )
et on retrpuve le cas d’une fonction réelle &#x3E; 0,  - 

Tout d 1 abo rd doit ëtre ~,-mesurable; on entend¡:par là que, pour

toute partie B est -mesurable (c’est 
) 

une "mepurabilité 1
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scalaire",,). On en déduit aussitôt que, pour toute fonction cp à 0

mesurable sur Y, est X-mesurable. On définit alors une

qui est elle-mëme une mesure k 0 sur 

pour tout B on a J(B) = et, pdùr -
mesurable sur Y, == 

1 On cherche alors une fonction sur n à valeurs mesures sur

(Y,4) ayant les deux propriétés suivantes :
1 (D 

1
elle est’T-mesurable (1«e. V est T-mesurable); pour

- w 1

toute partie

y Cela veut exactement dire que, pour toute ))fonction (p 0 y-
mesurable sur Y, la fonction 0) ((p) est une espérance conditionnelle
de la fonction réelle à 0 WH v uu relativement à , 1 1.

.. ,, 

. j

. On suppo se toujours s e st ’1/
. 

- 

....... -.. 

- - 

w " . - . 

- -. - 

,&#x3E;
est J-dénombrabl ement engendrée, c’est-à-dire qu’il existe or--
tant J, telle ue la tribu intersection de avec Y’ soit dénombrablement

engendrée’.

: Il existe alors une relation remarquable entre désintégrations
et espérances conditionnelles de fonctions à valeurs mesures :

: ,
! . ,j t

Théoreme 3.1 : 1) Une espérance conditionnelle de la fonction a valeurs

mesures sur (Y, ji) = (Q?0) y b (mesure de Dirac du point w) , 
une désintégration de ?~,, et réciproquement; li

2) Si WH À,1 est une désintégration de B, et si 
~~2013 W ~20132013201320132013~2013.201320132013~2013&#x26;~2013201320132013201320132013 -~2013201320132013 w

est une fonction à valeurs mesures sur (Y, 1/), Q-mesurable, elle admet

pour espérance conditionnelle relativement a Ã, 1, la fonction a valeurs

mesures sur Y : W v1 = ln v,&#x3E; dÀ.1(w’). . 
,

, d W , uu

, r

L
1

, t
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; ,i t

: 1) Dire que 5 T est une espérance conditionnelle
d e ~f ~ que, pour toute mesurable,
sur Y, w ’~~ est une espérance conditionnelle 6/ B? x (P(W)

e est.-à-dîre de cp; c’est exactement dire que w 5 est une désintégration
@

de .B. (1 ) 11, JI

’ 
2) La formule qui termine l ’énoncf du théorème est

exactement celle de la définition 2,, 1, quand on remplace f par w w 0

Supposons :les v définies pur cette formule. Pour toute cp &#x3E; 0 

sur Y, a prie 1 o:c s g la fonction sur B’ (p); elle est 0-mesurable. e
Diaprés là définition même de la désintégration, est uneD’a,près là P l n l 1... l 0 r:. rn F rn e de, a - f’ S 111 t ca gr a t l 0 n,  lU 

w 
g est une

espérance conditionnelle de g : w ’ 9 par rapport à T; autrement

dit W - Js g ce ’ &#x3E; d Â, 1  l8J &#x3E; ==- J:&#x3E; W,  d d w,  w i &#x3E;  J°"n,; W, d U) w’ ( = °"’  ’ dit, g()d(..’) . r¿ = B (2 w., W. 
est une espérance conditionnelle de ((?); ce qui Neut exactement

dire que est une espérance conditionnelle de , 
(JL’ w 2013201320132013

résulte de cela que la recherche des espérances conditionnel-
Les des fonctions a valeurs mesures est identique a celle des désintégra-
t 1 o n s . 1: / ,

i

’i ’ i i é &#x3E; x, 1&#x3E; &#x3E;n &#x3E; 1 &#x3E;  J 1 1 1 1&#x3E; a o r" i , 1 j il t 1 &#x3E; 1 1» 2 1l 1 s s v * e ; , ,__jj( ci 1 i Ji ; Faisons sui (Q’0,.T) les 
du § Soit uJ - ’&#x3E; une fonction à valeurs sur (y A-
mesurable: on engendrpe,’:où.r = 

201320132013-201320132013201320132013201320132013 -----oo-------- -- 201320132013 JQ ( 

Alors il existe des espérances conditionnelles, et deux 

elles quelconque des deux

1) Y est ’uii espace y sa tribu y  1 est, port’

par une réunion de compacts motrisables 

2) 0 est un espace topologique, 0- sa cri bu borélienne, est portpp 1-)al*

une réunion dénombra blé de compacts in(-trisal)les de -mesures finies
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° 

..
Dpmonstrat,lon : : Il suffit de le démontrer dans l’) Ccla

prouvera le théorème de Jirina 2.2, en prenant (Q.0),v = 6/ ~
d’après là partie 1) du théorème 3,,1 Et alors le de1 livi-i 0 t Il;, 2)
résultera /de la partie 2) du théorème 3~1,. ~.

;0n se ramené immédiatement au cas ou Y ca s t 1 C 0 nI r a c t métri;al&#x3E;1«

de finie, Les mesures sur ’Y, sont alors des mesures de
j tI 1

Radon su r formes linéaires continues sur des fonctions

continues sur Y. La fonction B’ (1) est. d’intégrale
(JJ 

’

T(î) , Elle a donc une espérance conditionnelle pour i, T, que nous
, 

. 

" 

;j
appellerons 6 0 int"grable sur Q, de même intégrale

J(1).. Cett.e fonction 8 peut donc être choisie partout finie &#x3E; 0; elle

est nulle sur un ensemble G 
( ) 

E 7, ’) et comme 1 , 1)B()= F 
0 

0di., .&#x3E;J 
W

( 0

est nulle,pour Q . .. 

est une fonction sur Q~ Î 

grable, d’intégrale J(). Elle a âne 

ment à A; -’U; i sur Q , u , w / B’ (rp) est ’1 et comme 
0 

é JT ri l’espérance &#x3E;

conditionnelle est aussi nulle; on peut donc l’écrire sous la forme

B ,, aN-ec ’/ R 1) ;xur. i"1 . lionsià6rons comme une 1.-rla.ôse 1 foiic t&#x3E;11-&#x3E;1-is. avec % = 0 sur Q Considérons q) comme une de fonctions

puisqu’elle n’est définie que partout.. Supposons ))aÎ’ , "’ 1puisqu’elle n’esi, défInie que r.-presql.1P partout... Supposons -B 
.,-’ l-

t (juc Qrp À est, 1 sur T, la mesure i

pour tout : donc

w est sur la tribu T, par 6~ =r 
. 

S

9A ?ur T donc 1 i.-.- 
1 

1. ou, 
puisque ,11.11, 

0 sur Q ,.1 :9 8 "20132013 c i’,’ IÎ I: oo ( r 8h , 1., ’1 ou., 

l’ e 
= 

c) 
’.

; 1 1*

Po 1.1 r m Ë (1(Y) arl&#x3E;itiiair.e :;

j 
.

Alors fp’-" est une application linéaire 0 norme

~ 1 de dan s I~ «~ ~~ ~ ~" ~ , ~ N d i
f

el e I i thoronio do relèvement de Maharam, i exire

T 1 e application linéaire (1 

1 ,

... " , l
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des fonctions bornées sur ~2’1

et sa classe dans . j est iB Utilisant un tel relèvement, 0 B ;:’) est

maintenant y non plus Ul1P classe de fofictioiis, mais une fonction sur Q,

et, pour tout (D E 0, !p(~)~)i ~ h~!L~v~~ c Donc, pour E [’2,

p ~ est une mesure de Radon 0 sur Y, que nous appellerons

V". Montrons qu’elle donne l ’esp’i7ance cuiiàiti&#x3E;nnelle ’chei’chéi En effet. 1
il) ’

pour continue 0 &#x3E; sur Y ’) et i A :

des fonctions (~ k 0 2 pour on i a égalité

est t stable .par les passades a la limite simple c r o 1 n s égi i i &#x3E; ou . 

contient toute 1 a tribu engendrée par C ( Y) qui. Y eta;ni t suppose compact t

est toutp 1a &#x3E; Donc. pour A E 7

,J ’ ,’i fp(jL) x &#x3E; ,1 ju -i-) La fonction 1 1  (loi 

en i outre e;re 7° - in e x iii? a b 1  : 6 (J «’ 1’ ) , u&#x3E; +-. h&#x3E; ° j ,s ) = , 6()(p(?))() , s 1&#x3E;e n  , , 1. e j’ -ln e i-,- i- a b 1 
. o ur (f E C y ’ 

U) r’" .-p) =7 8 W rp j) W f’ S L

1-me’surable; par le même passage à la limite que c 

encore f-~ vrai pour .0 
7 
~t &#x3E; 1- mesurable; en la modifiant

sur une partie ’1 on i la rend  , 1 la

démonstration de Inexistence est achevée. -- L’unicit’ (à un ensemble A-rn’-

gligeable près) resuite iacilement analogue (le
conditionnelle 4 et de c r que C(Y) admet un ensemble denombrable dense

qui permet (le reunir &#x3E; tous les ensembles Â-nepigeables en un seul.
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§ 4,, CARACTERISATIONS DES DESINTEGIIATIONS 
; "-2013-T-r-r 

j" 1

4.1 : Pour u.r w - 1, soît uiie désintégfation de X relal,1;r-: Pour c soit une désintégration de X reiativp-
, ’7 

’°’’’ "’’’ ’ ’’ ’ ’ 1 
°

ment à 7 C 0 suffit que : j]
l) soit T-mesurable;

3) pour toute A E J, A. portée par A ou par A selon ue w E A ou
E A. j’ "

, 

Démonstiation : : Montrons d’abord la nécessité. l est dans la d6fini-

tion 2) résulte de ce que l, d 1, ( w) = f d ?i ( w) « Montrons 3).

Considérons les fonctions f =~ 1il, g = 1 A; fg = 0., Donc son espérance
conditionnelle est aussi nulle. Mais c’est aussi puisque f est

T-mesur(ble; donc g T est À-presque partout nulle sur A. Or c’est

u!... :B1’(g) =  Y* (() z donc, pour -presque t,out w est portée par A
w , ce 

’ 

j, 
w

Montrons ensuite la suffisance. Supposons donc ces condition,,

vérifiées Soient f une fonction ~ 0 0-mesurable sur n, et A E 7,

,6A fd/. ~ ?’-  f 1 A La conditidn 2) = 

(par la condition 3).. Donc la fonction À(f) , /T-mesurable par la

condition 1. a même intégrale que f sur toute A E 7. donc est une

espérance conditionnelle de f pour X, 7, ce qui prouve bien que w t- À
est une désintégration. &#x3E;’

Le théorème suivant donne une justification sentimentale du

mot désintégration : 

Théorème 4,.2 : la t r i bu T (2:....::~-~
il existe une suite (A il de parties A n ~ 7 telle que tout atome de

T soit l’intersection (les A qui le contiennent. Un atome de 7 est

éléments de 7 contenant un point). Alors,

, 1
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1 
’

our À soit une d/sintégration de &#x3E;i relativement à T, J il faut
, w . 

!

et il suffit ue :
2013201320132013201320132013-j20132013
1) soit T-mesurable; ,  J........ _.._...._.._ p . 

t

3) ~-presque tout w, X°°’ soit portée par Itatome du point ce.

Démonstration : La suffisance résulte du théorème (.l. La nécessite

stobtient !trivialement en appliquant le théorème une suite (A n n
ayant les propriétés de l’énonce. 11

Remarque : Fn Y est toujours dénombrablement séparante, et

le théorème 4.2 donne une bonne définition des désintégrations. Mais,

dans les processus en probabilités, elle ne l’est pratiquement jamais,

et, même dans l’exemple simple du mouvement brownien,. pour À.-presque tout

(D. " Ilatomè de w est À (i) -négligeable.! .uJ 
f

Corollaire 4.3 (Bourbaki) : Soient X

une mesure de Radon &#x3E; 0 sur R, portée par une réunion dénombrable de

compac ts metrisabie. Soit p une application de Q dans X, ,ie.

0__telle que, pour tout compact K de X, soit

soit n = p(À) la mesure image. tribu borelienne

de X~ i" = ~p°"~(lt)*, Alors À admet des désintégrations relativement à 7,
et deux d’entre elles sont partout égales. Une désintégration
peut (à un ensemble se caractériser comme suit :

est une fonction sur X à valeurs probabilités de Radon ~ 0 sur 

lx Àx dp (x) À est portée par 
et = 

y B 
’

e t 
li P(w)"

1 ,

D’émonstratlon Les conditions 1, 2 3, sont trivialement vérifiées

(2 signifie = ix x d.ix» - La seule chose à

vérifier est que 7 est denombrablement séparante. Ce n’est pas tout a fnir i

. La condition intervient pour que u soit de Radon, mais aussi

pour soit -finie. 
1.
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vrai; mais À est portée par une réunion dénombrable de compacts métrisa-
bles, donç 4 par une réunion dénombrable XI de compacts métrisables; la

tribu borplienne de X~ 1 est dénombrablement séparantej, ce qui suffit

comme on le voit aisément.  1/
, if

Application /j
Exemples de désintégrations, t 1

n = dX(x,y) = f(x,y)dxdy, f boréqenne 0, 0 = tribu
borélienné. X = IR , p est la première projection (x,y) x. On doit la

supposer À.-propre : . si K est un compact de n, J  + 00.

f est la!,tribu borélienne de R , donc T est la tribu formée des parties
tyroliennes de R 2 réunions de verticales. On trouver par le corollaire

Exemple 2. 
’. 

: IR n y 7B. = mesure de Lebesgue, X =] 
’t 
[0, +~[? p = r =

distance l’origine. JJ = tribu borélienne, 1 est la! tribu des parties
boréliennès de IR n qui sont des réunions de sphères 4de centre origine.
Pour t E [0,+oo[, X t est la masse unité répartie de façon homogène sur. 

i
la sphère de rayon t (elle n’a pas le choix : elle doit ëtre portée par
cette sphère, et avoir la masse 1, et le problème est invariant par le

groupe orthogonal); et, pour D E IR n @ .7 w == / B. 
1 
..

_ 

W 
,

&#x3E;
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