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Cette conférence est la suite de 1'exposé n XIX et a été donnée le
3 Mars 1972 dans le cadre du séminaire Lions-Brézis a l'Université
de Paris VI.




19.1

§ 7. Nous reprenons ici 1'étude de 1'inégalité (6), en particulier sa
relation avec les formes sesquilinéaires intégro-différentielles (cfpXIX 3)
L'association de A avec une forme intégro-différentielle n'a un sens

que si Q © Ifn ou si on se borne a des considérations locales. D'autre
part, nos résultats seront valables pour un opérateur A quelconque,

d'ordre 2m. (Le résultat principal n'a pas encore été publié ailleurs.)

Nouvelles hypotheses : (Q C Iln, et ' est la frontiere de Q dans Rr°,

Les fibrés sont triviales, c'est-a-dire

- q.
E=0xe9; Fj= rxe J, j ed.

A est un opérateur différentiel linédaire d'ordre 2m quelconque, 2a

coefficients c” sur &. Nous supposerons que B est normal ( voir p.XIX.2)

mais ne mettrons aucune restriction ultérieure sur I q.. Nous posons
jed

désormais

(22) D(A,) = {u € HZ™(@)? | Bp u = 0}.

B

Par une forme sesquilinéaire nous entendons une forme intégro-

différentielle,

(23) a(u,v) = [ T a . DPu EE; dx,
‘a faf,|p]sm P

ol les a 5 sont des q xg-matrices de fonctions dans c“(ﬁ).

ap

Définition 1 : Une forme sesquilinéaire a(u,v) est dite associée a A,

(24) (Au,v) = a(u,v), ¥ u,v EAQ(Q)q,

c'est-a-dire
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(25) A= % %a P, *

la|, [B]sm P

Soit a(u‘v) une forme sesquilinéaire associde a A, et soit V
un sous-espace fermé de H'(Q)%, contenant H? (0)9. Alors a(u,v)lv

définit un certain opérateur A dans Lz(Q)q, satisfaisant a
-~
(Kh,v) = a(u,v) ¥ u, v € D(4)
(voir [12]. ch.2.9 , pour des détails ultérieurs). K'opére comme A; et
si V est défini par des conditions au bord normales, X est en effet de

la forme Ag- Nous allons étudier la question :

Probleme II : Pour quels choix de B (et de A) existe-il une forme

sesquilinéaire aB(u,v) telle que

(26) (Au,v) = aB(u,v), ¥u,v € D(AB) ?

Définition 2 : Nous appelons AB variationnel, quan& il existe apg

telle que (26) a lieu.

(26) entraine en particulier
(27) | | (4w, v)| s ellull [Ivll . ¥a, v € D(Ap),
parce que aB(u,v) est continue sur Hm(ﬂ)qx Hm(ﬂ)q.

Notons que (27) entraine (6).

¢ on note D% = (i713/3X))...(i718/3X ), ot @ = (ay,...,0) € (WU 0)7;

et D, = i-la/an (dérivée normale intérieure).
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§ 8. Dans ce paragraphe, nous reprenons la formule de Green (1) de
Seeley [14] de facon plus détaillée, et étudions aussi‘la "demi-formule

de Green" pour A et une forme sesquilinéaire associée a(u,v).

Sur ', A s'écrit sur la forme

. 2m 2m-1
(28) A=Ay D% A, DT 4 Ll 4 A,

i

ol les A, sont des opérateurs différentiels sur I', d'ordres 2m-1,

respectivement, En particulier, A est une fonction (qx g-matricielle).

2m
Nous observons que ' est non-caractéristique pour A au point y € I', si

et seulement si Azm(Y) est inversible.

Proposition 2 : Soit A' 1'adjoint formel de A. On a pour u,v € H-"(Q)Y

(29) [ (Aw ¥ - w A7v)dx = [Qpu.pv do,
Q r

ot @ est la Mx M-matrice (de gq x q-matrices)

(30) =il 40 . 'A2m‘ 9 '
VRN |
avec Al,k = A+ opérateur différentiel d'ordre inférieur a 2m-1.
La formule (29) est immédiate quand Q = _—f = Iln_lx R,
(notation x = (y,t))° On raméene le cas général a celui-la par utilisation

de bonnes coordonnées locales,
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 On voit que G est inversible (son invers étant encore un
opérateur différentiel) exactement quand I' est non-caractéristique pour

A. Nous allons écrire, pour §,¢ = 0,1

(31) (ajk)jEMé, kEME = aM&’Me ou, tres gbrege, = aée;

alors (29) prend la forme, apres insertion de pu = [yu,vu]

(32) (Au,v) - (u,A'v) =<0o vu, yva>+ <Uooyu,yv>-+ <a o YUIVV>,

1 1
ol nous avons noté par ( , ) la dualité dans LZ(Q)q et par < , >
la dualité (et ses extensions) dans L2(F)mq.

!
Proposition 3 : Soit a(u,v) une forme sesquilinéaire associée & A.
Alors on a pour u,v € Hzm(Q)q

(33) (Au,v) = a(u,v) + <@ ,vu,yv> + < d@u,yv?,

ou - ({jk)j,kEMO

T Hm_k-l/z(T)q dans [l H-m+j+1/2(T)q} c'est-a-dire, de type
keM,_ JEM

1

est un opérateur différentiel sur ', continu de

(m-k-1/2, —m+,j+1/2)j’k€M0.

\

#* — *
Démonstration : Posons a (u,v) = a(v,u), alors a est associde & A'.

Une intégration par parties donne

(Au,v) - a(u,v) = <ﬁ1vu,yv> + <7ﬂ1yu.yv>

3
(Arv,u) - a(v,u) = <¢Z;vv,yu> + < d;yv,yu>

(1es¢£. de type (m-k-1/2,-m+j+1/2). et les-ﬂe de type
i JGMO,kéMl 1
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(m»k~—1/2,—;n+j+1/2)j ), d'ou

, KEM
o

(Au,v) - (u,A'v) = <C%lvu.yv> + <(0q"d;)yu,yv> + <yu,~g;vv>.

Prenant u,v Efa(ﬁ)q avec yu = 0, vu = ¢, yv = ¥, on trouve

par comparaison avec (32),

P
< = .
Ool P, ¥v> <h£a¢,Y>,

5
d'oh Go =\$1, puisque ¢ et ¥ peuvent étre choisis librement danséa(F)mq.

1
D'autre part C/Aans (33) peut étre n'importe quel opérateur

différentiél de type (m—k-1/2,—m+j+1/2)j Car nous avons

,kEM0

i

Théoreme 7 : Pour tout opérateur différentiel f sur ' de type

(m—k—l/‘z,-m+j+1/2)'j il existe une forme sesquilinéaire s(u,v) =

,kEM0

f ? Sya DBu p"v dx telle que

(34) s(u,v) = <Zyu,yv>, ¥u.v ¢ H(Q)%.

En particulier, l'opérateur différentiel S sur (i associé i s(u,v)

(35) s= % b s g pP
o], [B]=m
est nul.
Indication de démonstration : La deuxiéme partie du théoreme est

évidente, car (Su v) = s(u,v) = <:/}u,yv> = 0 pour tout u,v € Z(Q).

La premiere partie est démontrée en détail dans [6], voir Proposition 5.1.

2, m= 1

On généralise la technique du cas plus simple, ol Q = R
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fa)
(donc y = ,y0) et JF"By :

- 9 e
J_m(ay u(y,0)v(y.0)dy = - “r_m fo 5+GT uly.t) v(v,t))ae ay
a2u du dv —3
= - fng [ S;gy v o+ S; g; ]dy dt, pour u,v Efatﬂ+)‘
4

Pour éliminer la dérivation d'ordre 2, nous ajoutons

2
ozjmdt "m—-a-—(-é-‘iv)dy=f (28, U AY 140 4¢
R TR Y g2 oydt 3t dy ’

+

et obtiendrons
o) B du ov _ du 3v = .
If—gy T, Y,V Ay = f [at 3y ~ 3y ot ] dydt, wu,v G‘g(Q),

la formule s'étend par continuité a HI(Q).

Corollaire 1 : Pour tout opérateur différentiel-dﬂsur I' de type
(m-k-1/2, wm+3+1/~)

ta lieu.

keM , L1 existe a(u,v) associée a A telle que (33)

§ 9. Nouq reprenons ici le lemme 1, et donnerons la démonstration
pour le cas présent, ol les fibrés sont tr1v1ales (1a démonstration

s'étend en effet immédiatement au cas non-trivial)

Lemme 1' : L'opérateur B, continu de || 5 k(F)q dans TT_ H®~ J(F) J
k €M Jed
pour tout s € R, est surjectif et possede une 1nverqe a droite C, opé-

rateur ﬂlfierentlel injectif continu de | H®™ J(F) 4 dans T H°™ k(T)q
jed keM
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pour tout s € R,

Démonstration : Ecrivons B = B' + B", ol B' est la partie "diagonale"
de B, ’

B' = (85 By ey ke

i
Par nos hypotheses, voir p.XIX.2 en bas, B' cst unc fonction matricielle

¢” sur ', et pour chaque y € T, B'(y) définit une application surjective

de Trmq sur T € 4,

On peut alors définir
3* #. 1
c'(y) = B'(y) (B'(y)B'(y) )

(par rapport au produit scalaire euclidien), qui est une fonction matri-

cielle C* sur I', envoyant 1T ¢ J injectivement dans [] €% pour chaque
€I kM

y € I', et ayant la propriété

. q.
B'(y) C'(y) est 1'identité dans rr [
Jj€&J
OBservons maintenant que 1l'opérateur C'B" dans TT Hs-k(F)q
keM
est nilgotent, parce qu'il a des zéros dans, et au-dessus de, la
diagonale. En utilisant B = B’ + B", on obtient finalement que 1l'opérateur
différentiel
2m

C = Z(C'B") c!
k=0

- q;
satisfait & : BC = identité sur ] HSX(r) J, %s ¢ m.
jes
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Avec la notation habituelle, nous avons aussi

= I (identités dans

Corollalrg 2 BJ M CM J = I et BJ M CM J
. q. o o 0 o_ q. 171 171

T HS'J(F) J resp., 11 H°I(r) J).

e, j€

Ceci permettra une représentation des valeurs au bord des
u € D(AB) (cf. (22)):

Lemme 3 ‘: Les valeurs au bord [yu,vu] qui s'obtiennent quand u parcourt

l

p(a ) soqt exactement ceux de la forme

(36) yu=(I-¢C ;B; )o ﬁ
o 0 4] 0

(37) vu = (I-¢C

B )y - C B ru,
Midy Iy MiJy IMg

ol [w,Y] parcourt Tr H2m-k—1/2(r)qlx TT H2m—k—1/2(r)q‘
keM

keM
0
Démonstration : Quand u € D(AB)(Cﬂzm(Q)q), ya € T H2m-k—1/2(r)q et
keM
0
. ~ . ”
satisfait a (3); donc yu = yu - € oB,o 7 = (1 - COOBOO)yu. De méme,
vua € T H2m—k—1/2(r)q, et (3) entraine
KEM,
1
vu = (I - CllBll)vu + C, B vu = (1 - CllBll)vu - € 4Biovu.

D'autre part, quand [¢,¥] est donné, on vérifie en utilisant

9 = - = - . i
corolL.2 que X = (I CooByo)® et 1 (1 C11B11)Y C,4Bjox satisfont

aux équations

B)(_=0

Ble + B11ﬂ = 0.

¢ voir p.9
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om-k - ~k-1/2
Tei [x,M] € TT ®2m-k-1/2(pya T g2m-k-1/2(pya o4 4y
keM keM
o 1
est bien connu (voir e.g. [12]) qu'il existe u € Hzm(ﬂ)q avec

(yu,vu 1 = [x, 0],
§ 10, Finalement, on résoud le probleme II, et (6).
Théoreme 8 : Soit A un opérateur différentiel d'ordre 2m sur (3, et

soit AB la réalisation de A défini par (22). Les trois conditions

(i) - (iii) sont équivalentes :

i) A, est variationnel,.
(i) 4,
(ii) I1 existe A € R tel que Re(Au,u) =-a Hu”i pour u € D(AB).
*
(iii) L 'opérateur (I - C B, ) a (1 - Cy g By y ) est nul.
00 00 o1 11 11

Démonstration : Nous avons déjh remarqué que (i) implique (ii), de

.« W rd ~
maniere évidente.

Montrons alors (ii) = (iii). Choisissons arbitrairement une

forme sesquilinéaire ao(u,v) associée a A, Alors, par la proposition 3 :

(38) (Au,v) = ao(u,v) + <001vu,yv> + <«diyu,yv>, ¥u,v € Hzm(ﬂ)q, ol

410 est de type (m~k—1/2,~m+3+1/2)j’kEMO. Donc

[yl
—m+k+1/2}ly ,{m—k-1/2}

(39) |<df yu,yv>| s H<f2?uu{

< c”yu” llyvll = c1”u”m ”v”m'

{m-k-1/2} {m-k-1/2}

¢ Avec la notation BJEM = Bré’ (3) s'éerit : BOOYH =0, BIOYU+B

5 1

1vu= 0.
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Puisque ao(u,v) est aussi continue sur H (Q)%x B (Q)Y, (ii)

implique
2
Re<001vu,yu}»2—K1”uHm , ¥ u € D(AB).
Pour tout w € 2(Q), u + w appartient & D(AB) et donc
Re<@_.vu,yu> 2-4,|lu + w3, ¥ u € D(4,), w €2(q)
01" 1" m’ B/’ )
En particulier,
2
Re<Q . vu,yu> 2-|A_|inf lw + w||Z, ¥ u € D(A)),
01 1 WEE&(Q) m B
d'ou
2
(40) Re<Q . vu,yu> 2-A_|/yull , ¥ u € p(A,)
01 27 {m-k-1/2) BT

par un théoreme bien connu (voir e.g. [12]). Par utilisation du lemme
3 nous avons

'
i

(41) <@g vu,yu> = <qy, (I - €;yB )y, (1 - C B )o> - <Og,C, B, gru, yu>.

Ici, @,,C, B, est de type (m-k-1/2,-m+j+1/2) tel qu'une
01711710 .
J, keM
0
estimation comme (39) s'applique au dernier terme de (41); alors

(40) entraine, apres quelques réductions :

2

e
(42) Re<(1 - C 0BOO)é Qpq (T - C 1B )Y, 0> 2-x3H¢H
° {m-k-1/2}

pour tout [p,¥] € T H2m—k—1/2(r)qx T H2m-k—1/2(r)q. Cela ne peut

kEMO kGM1
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étre vrai que si
#*
(43) (Iz— €C.0Boo) CQoq(I - CyyBy ) =0,

ce qui prouve (iii).

Montrons finalement (iii) = (i). Quand (iii) est vrai, (38)

a la forme, pour u,v € D(AB) (cf.(41))

(44) (Au,v)

it

; e -
ao(u,v) + < % yu, yv> <0010 Bloyu,yv>

11

ao(u,v) + <(-g€ - 601C11B10)Yu’yv>’

Le théoreme 7 donne l'existence d'une forme sesquilinéaire

s(u,v) cofncidante avec le dernier terme pour u,v € Hm(Q)? Prenant

aB(u,v) = ao(u,v) + s(u,v) on obtient

(45) (Au,v) = aB(u,v), ¥u,v € D(AB)'

Q.E.D.

Remarque 1 : La deémonstration entraine aussi que (45) est valable
pour u € D(AB) et v € V, ol

(46) v = {verya)? B, vv=o0}.

Remarque 2 : On peut donner une démonstration un peu plus directe
(toujours fondée sur §8 et §9) de 1'équivalence entre (i) et (iii).
Nous avons inclu la condition (ii) parce qu'elle rend la discussion

plus intéressante, & notre avis.

La démonstration de (ii) = (iii) est encore valable (et

(iii) = (ii) est conséquence directe de (44)) si leslBjk avec j > k

sont permis d'étre pseudo-différentiels d'ordres j-k. Dans ce cas,
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la question de (i) n'a pas beaucoup de sens, parce que les opérateurs
pseudo-différentiels sur T ne se prolongent en général pas a des

opérateurs pseudo-différentiels sur Q.

Remarque 3 : Quand ' est non-caractéristique pour A, il résulte de la

caractere triangulaire de @ et B, que (iii) entraine
i

!

2 q. 2 mqe.
jes d
De plus, 'on peut montrer & l'aide du lemme 1 - 1', que si I' est non-carac-
téristique pour A, et L q. = mq, alors (iii) est équivalente 3
I -1 ¥*
By y (G y )7 Byy =0
oo o1 171

et le théoreme 4 est une conséquence du théoreme 8.

Exemple : Quand q = m = 1, les AB sont toujours variationnels, Mais
aussitdét 'que g > 1 oum > 1 il y a des restrictions, Prenons le cas
ol q = 1:'m=2:

" A est d'ordre 4, et s'écerit pres de I’ comme

A=A, DFsa D3 + A, D% + AD, + Ao' L'ensemble M est égal a

4 71 3t 2 7t 1t
{0,1,2,3}, et on a, par la formule (30) pour Q, que'

aM _ iA3,1 1A4\
oMl i 0

1

Prenons J = {1,3}, alors Bpu = 0 prend la forme

BioYo * 142 =0
|
B30y0u + B3171u + B3272u + Ygu = 0,

ol nous avons pris B11 = B38 = 1, par 1'hypothese de normalité. Alors

1
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1 0
i
B (B,, 1) , C = )
K JoMo 10 MoJo V1,
0
B = (B,, 1) , C
I My 32 M,J, —(1)

et on trouve que théoreme 8, (iii) se réduit &

(47) Ag’l - B, A, - 4By, = 0,

1° Dans un point non-caractéristique de I', (47) devient

(48) By = ~Byg + Ay Ay o
une condition assez exigeante sur les deux opérateurs de premier ordre

B10 et B32"

v

2° Dans un point caractéristique de I', (47) devient'

qui ne demande rien de B, mais impose une condition sur l'opérateur A,

Remarquons que (48) est stable seulement sous des perturhations

' p: i -
de A d'ordre = 2 (pres de T'), et des perturbations de BJ1M0 = (B30 Bgl)a
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