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XVIII.1

Indiquons par E et F deux espaces de Banach complexes, par U
une partie ouverte non-vide de E et par 2g(U;F) l'espace vectoriel des

applications holomorphes définies dans U a valeurs dans F.

On dit qu'une partie X de U est Zg(U;m)-bornante si toute
f 66%?(U;G) est bornée sur X.

Supposons que, de toute suite bornée de l'espace dual E' on
puisse extraire une sous-suite qui converge pour la topologie faible
6(E',E), en particulier que E soit séparable ou reflexif. Alors toute

partie fermée et gc(E;G)-bornante de E doit étre compacte.

Ce résultat a été démontr” indépendamment par Dineen [9] et
Hirschowitz [19]; il avait été remaraué pour les espaces d'Hilbert par
Alexander [1] et Dineen [10].

I1 y a un exemple construit par Dineen [11] d'une partie
fermée et}%(E;m)-bornante qui n'est pas compacte, lorsque E est 1l'es-

@
pace de Banach 1 des suites bornées.

Une partie X de U est dite U-borndée si X est bornée dans E

et si la distance de X o la frontiere de U est strictement positive.

Une application holomorphe f : U = F est dite de type borné
si f est bornfe sur toute partie U-born‘e de U. Indiquons par
gzl(U;F) le sous-espace vectoriel de JZ(U;F) de ces applications du
type bormné.

I1 est clair que ng(U;F) = C%Z(U;F) si E est de dimension

finie, ou bien si F = 0,
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On conjecture que, r601proquement,(}zE(U;F) # J@QU;F) s1 E
est de dimension infinie et F # 0. Comme Dineen 1'a remarqud [9], c'est
en fait le cas s'1l existe une suite dans E' gui est convergente pour
la topologie faible o(E',E), mais n'est pas convergente pour la fopologie
de la norme, et si en plus F # 0 (en particulier. s1 E est de dimension

infinie, séparable ou réflexif, et s1 en plus F £ 0),

Du reste, on conjecture que, pour tout espace L de dimension
infinie, il existe dans E' une suite convergente pour o(E'.E), mais

pas convergente pour la norme.

En dimension infinie, c'est pour l'espaceé%i(U;F) qu'on
connait le théoreme du type Cartan-Thiillen le plus simple, lequel a été

remarqué indépendamment par Dineen [12] et Matos [22], [23].

En ce qui concerne, en dimension infinie et pour 1l'espace
jg(U;F), la question plus difficile d'un théoreme du type Cartan-Thiillen
et d'aulres aspects. nous citerons Coeuré [7], Dineen [13], [15], A
Hirschowitz [20], Noverraz [29] et Schottenloher [30] et les références

données dans ces travaux.

Envisageons maintenant des propriétés topelogiques des espaces

d'applications holomorphes.

In ce qui concerne d'ahbord l‘espace¢%§b(U;F), 1l «'agrit d'un
espace de Fréchet par rapport a la topologlecii de la convergence
uniforme des applications sur les parties U-bornées, c'est-a-dire auss:
de la convergence uniforme des applications et toutes leurs différenticlles

sur les parties U-borndes.

Sur 1'espa094Z?(U;F) on peut considérer nafvement la topologie
f;o de la convergence uniforme des applications sur les parties compac:es
de U, ainsi que la topologie Z;m de la convergence uniforme de-~ applica-

tions et toutes leurs diffdrentielles sur les parties compactes de f
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D'une fagon plus raffinée [25], [26], on peut aussi considérer
la topologie i;w définie par les semi-normes surczg(U;F), portées par
des parties compactes de U. Rappelons qu'une semi-norme p surOZZ(U;F)
est portée par une partie compacte K de U si, pour toute partie ouverte

V de U contenant K, il y a un nombre réel c(V) > 0 tel que

p(£) < (V). sup [[£(x)]f,
x €V

inégalité¢ valable pour toute f Ea%%(U;F).

On a

si E est de dimension finie, ou bien si F = 0; et, d'autre part, on a
% <0 <G
) © w
si E est de dimension infinie et F £ 0,

On voit tout de suite que ﬁ%, Tfm et t@ ont les mémes parties
bornées danséﬁ(U;F). On peut donc considérer la topologie localement
convexe bornologique associde & n'importe laquelle de ces trois topolo-

gies.

Le résultat important suivant est du & Dineen [15], Pour une
classe assez vaste d'espaces de Banach sdparables, a savoir les espaces
de Banach E & base, et si U est £-équilibré par rapport a 1l'un de ses
pointsg(clest-a-dire que £ € U et en plus x € U, A € €, [A] s 1

entrainent que (] - AME + Ax € U), alors Z?u est bornologique.
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On conjecture que le résultat précédent est valable pour des
espaces séparables arbitraires E et pour des ouverts non-vides arbitraires

Uc

D'autre part, Dineen [15] o montré par un exomple que ﬁi
n'est pas bornolegique suring;m), ou E est 1'espace de Banach 1% des

suites bornédes,

Un peu plus tard, Coeuré [8] a trouvé une autre situation ou

Z;w est bornologique.

Des résultats sur la trspologire bornologique associde a %;w

LA}

ont été 1ndiqués par Dineen [10]., Hirschowitz [21] et Aron [2], [3

Pour n'importe quelle partie compacte K non videde L, on a
1'espace vectoriel ég(K:F) des germes d'applications holomorphes sur des
voisinages ouverts de K & valeurs dans F, Pour toute partie ouverte U

de E contenant K, on a l'application lindaire canonique

(s 1) - Bk ¥).

La topologie Zi)sura%g(K;F) est obtenue par n’importe laquelle

des limites inductives suivantes

/Z(K;F)

i

lim J%;(U;F)

U=X
= lim )Z;(U;F)
UK

it

lim ﬁg(U:F).

PDK

H



XVIII.5

ol 2% (U;F) est 1'espace de Banach des applications holomorphes bornées
dans U a valeurs dans F, aé (U F) est muni de sa topologie de Fréchet
5b dé ja indiquée et /Z(U F) est muni de sa topologie 5 déja définie.

On peut se poser la question de savoir si l'on a 1'égalité

suivante concernant la limite projective :

H(U;F) = 1lin JB(K;F),

KU

ol 1'on suppose que &g(U;F) et ég(K;F) sont munis des topologies 8§w
correspondantes déja citées. C'est le cas si E est de dimension finie,

ou bien si F = 0,
On conjecture que c'est toujours vrai,

Pour donner une réponse partielle, due a Chae [5], [6], a la
question posée, disons qu'une partie compacte K non vide d'une partie

ouverte U de E est U-Runge s1 l'image canonique deczg(U;F) est dense

dans ;%(K:F) pour z;wu

Alors, si1 toute partie compacte non vide de U est contenue dans
une partie compacte U-Runge de U, il est vrai qu'on a 1'égalité précédente

concernant la limite projective.

Du reste, on conjecture qu'il est vrai que toute partie compacte
non vide de toute partie ouverte U est toujours contenue dans une partie
compacte U-Runge de U, On sait le démontrer dans certains cas, en
dimension finie ou infinie; mais il semble gqu'on ne le sache pas en

général, meme si E est de dimension finie,
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Passons a 1'étude des opérateurs de convolution.

Soit PN( mE;G) l1'espace de Banach des polynémes m-homogenes

complexes nucléaires sur E, muni de sa norme nucléaire.

Une fonction f E¢%?(E;m) est dite nucléairement entiere du type

borné si

“Nn
a'1(0) € P ("E;¢)
pour m = 0,1,2,..., ou le premier membre indique la différentielle de £

d'ordre m en tant que polynéme m-homogene continu, et si en plus

A /
(H-};, dmf(o)HN)l’m -0

pour m = +®, ou l'indice N désigne la norme nucléaire. Indiquons par
jng(E;G) le sous-espace vectoriel de)ng;@) de ces fonctions
nucléairement entitres du type borné, C'est un espace de Fréchet par
rapport & la topologie EiNb définie par la famille des semi-normes

suivantes, ou r = 0,

+© 1
f-3z " =, a"£(0)]

|
Inge
m=0 N

Un opérateur de convolution C7surégkb(E;m) est une application
linéaire continue deazab(E;m) dans lui-méme, commutant avec les transla-

tions par les éléments de E.

Une exponentielle-polyndme nucléaire est une fonction de la

forme

ol p est un polyndme complexe nucléaire sur E et ¢ € E'.
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Le théoreme d'approximation et d'existence suivant, du type
Malgrange, a été prouvé par Gupta [17], [18]. Si (D est un opérateur de
convolution sur Nb(E;m). alors le sous-espace vectoriel ol Cs'annule
est 1'adhérence de son sous-espace vectoriel formé par les sommes finies

d'exponentielles-polynémes nucléaires sur lesquelles (? s'annule. En plus,

si () #£ 0,

On connait une extension de ce résultat au deld du cas du type
borné [27].

D'autres études dans cette direction sont dues a Boland [4],
Dwyer [16] et Matos [24].

Dans cet aperg¢u, nous nous sommes limités au cas des espaces
de Banach, Il faut dire qu'il y a des aspects tout a fait nouveaux
quand on se place dans le cadre des espaces localement convexes; citons,
par exemple Dineen [14] et Noverraz [29], ol 1l'on trouvera d'autres

sources bibliographiques récentes. Voir aussi [28].
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