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XV-XVI.1

Ce qui suit est un bref résumé d’un cours donné au printemps 1971 à Minnea-

polis, U.S.A. (D]). o

§ 1. Espaces hilbertiens symétriques et applications EXP.

Définition 1. Soit H un espace hilbertien complexe ; nous notons SnH la n-ième
v

puissance symétrique hilbertienne de H, que l’on peut identifier à l’ensemble des

éléments symétriques de la n-ième puissance tensorielle hilbertienne de H ; on a

en particulier S~ = C et S’H = H ; nous désignons par S H la,somme di-

recte hilbertienne des n = 0~ 1,... ; ses éléments son~ donc des suites

(x o f ...) avec le produit scalaire 
.

Pour tout à é H on note EXP a l’élément

de SE. 

Propriétés de l’application EXP.

(i) EXP 0 = (1,0,0,...) é 
1

(ii) (EXP a EXP b) = d’ou en particulier IIEXP all = et 

(iii) l’application EXP de H dans SH est injective et bicontinue

(iv) les éléments EXP a sont linéaireinent indépendants et totaux dans SH.
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- 1

&#x3E; 
/. 
SC est canoniquement isomorphe à L (JR ) où est la mesure gau-

ssienne réduite (2 ) e-t 2/2 dt ; les éléments 1 correspondent aux poly-
nomes de Hérmite, et chaque élément EXP a , a é jC y a la fonction t -

eat-a 2/2. Plus généralement soient E un EVT réel "raisonnablëtl (par exemple IF
séparable).et m une mesure gaussienne sur El, i.e. une mesure de probabilité
telle que pour tout x e E, J e ’ d f soit de la forme e~2013~"
oü Q est une forme quadratique positive continue non dégénérée sur E ; soit H

l’espace hilbertien complexifié du complété de E pour Q ; alors SH est canoni-

quement isomorphe à et chaque élément EXP x , E , correspond à

la fonction sur E’ :’ f e "’ f,x &#x3E; - Q(x)/2 i
. 

t

Le foncteur S. Soit T une application linéaire contractante (ceci pour éviter

les opérateurs non bornés) d’un espace hilbertien H dans un espace hilbertien K ;

on en déduit une application linéaire contractante ST de SH dans SK :

1

i.e. 1
on a aussi ,,

On obtient ainsi un foncteur S de la catégorie des espaces hilbertiens avec app-

lications linéaires contractantes dans elle-même. /

2. unitaires IL- ..

Soit H 1 le sous-ensemble de SH formé des vecteurs k EXP x où k E’ c 0 }

et x é H ;, les opérateurs unitaires U dans SH tels que U et U-1 conservent H 1

globalement forment un groupe GH que nous allons déterminer. Tout d’abord pour

tout A è ’Ô (H) (groupe des opérateurs unitaires dans H) l’ opérateur SA appar-
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tient nous le notons pour des raisons qui apparaîtront bîent8t.

Deuxièmement pour tout vecteur b de H il existe un opérateur unitaire unique dans

SE, soit telque ;’

on a visiblement Grr’ Troisièmement pour tout e E IL (groupe des nom-
jL y D ! ii 

bres complexes de module 1), l’opérateur scalaire cI appartient à Gh. On dé-

duit de cela des opérateurs unitaires appartenant à Q~ : . 
.

et on a la 

1 
1 . Tout élément de G s’écrit d’une façon unique sous la forme

On voit ainsi que G. est isomorphe au groupe ’U (H) x H x V où la. loi de

composition est la suivante : 1

Remar ue 1. On a en particulier

autrement dit l’application b est une représentation unitaire

projective du groupe additif H dans l’espace cette représentation est

connue depuis longtemps en Théorie Quantique des Champs sous le nom de "repré-

sentation de Fock des relations de commutation" ; SB est appelé "espace de Fock" .

Les vecteurs EXP x ont été introduits indépendamment et à peu près simultanément

par des physiciens théoriciens comme et par des probabilistes
1
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comme ([31) et G.Kallianpur ([4]) pour l’étude des mesures gaussiennes

(cf. exemple 1). Araki a déduit de cette théorie ([5J) une nouvelle méthode pour

déterminer les fonctions continues de type positif sur un grgupe localement com-

pact G, méthode qui redonne, dans le cas où G = R , des résultats classiques de
Théorie deà Probabilités ; cette méthode repose sur la détermination des morphis-

mes de G dans GH et ceci pose des problèmes - pas du tout triviaux - de cohomolo-

gie des groùpes ; en effet un tel morphisme sera de la forme 

avec

t .

autrement dit g ,..-.. A g est une représentation unitaire dans H, ? 2013 b 
°

, 

g ’ ’ 

£

est un 1-cocycle pour cette représentation, et g 2013 c, est une 1-cochaîne
. .

G --- L dont le cobord est la 2-cochafr.e ;

§ 3. Lien avec sommes directes et produits tensoriels. jrhéormc d’Araki et Woods.

On peut dire en bref que le foncteur S transforme les sdmmes directes en
1 .

produits tensoriels ; cela est tout à fait plausible - et facile à vérifier -
i 

dans le cas des sommes directes finies, puisque la même propriété a lieu en Al-

par contre pour énoncer un résultat précis dans le cas général, il est

peut-gtre bon de rappeler la définition des produits tensorièls infinis d’espaces

hilbertiens. /~
Définition,2. On se donne une famille quelconque hilbertiens (H tc-T
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au T est un ensemble quelconque, J et pour chaque t un vecteur unitaire

de Ht ; pour chaque partie finie S de T on forme le produit tensoriel hilber-

tien 0 X ; pour chaque couple de parties finies R  S on considère l’appli-
tE 3

cation linéaire isométriaue &#x26; Ht 20132013 8 H qui envoie tout élément x sur
UR tês .

on obtient ainsi un système ind.actif, dont la limite
, 

inductive est appelée tensoriel des Ht relativement aux at et notée

§/ H i f?e nouvel el3pace est engendré pz.les élémei?ts de la0 Et .. Ce nouvel espace est engendré par les éléments décommsables de la
têT 

t 
’e .aue. espe.ae est e.nc °x é.éerlts déco de la

où Xt appartient à R t et est égal à a t sauf pour un nombret u .? T

fini de t ; le produit scalaire de deux tels éléments est donné par

On peut aussi donner du produit tensoriel une autre définition qui nous sera

utile au § 4 pour passer au cas des produits tensoriels continus : notons F le

xaas-enxeùible du produit cartésien n H t formé des familles x = (xt) telles
’

1t- 3a1Ú pour un nombre fini de t ; i sur F on a un noyau de type posi-

tif n (x , ( i on prend 19 espace hilbertien H canoniquement
t t

associe a ce noyau, le séparé-complété de l’espÉce préhilbertien

C r) le produit scalairele r-roduit scalaîre

H n’est autre que le produit tensoriel cherché et, pour tout x E F , y l’image

canonique dans H de l’élément n’est autre que ’0 xt *x - T

Ceci posé on peut énoncer le résultat annonce au début du présent paragraphe

Proposition 2. Soit H la somme hilbertienne d’une famille d’expaces hilbertiens

H. ; posons a t == EXP 0 é SH, ; il existe uri isomorphisme isométrique unique de

1 oe sur le produit tensoriel  (at) 3Rt transformant, polIT tout élént x ==
teT 

t
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1 e a de 4t somme algébrique des Ht, EXP x en e EXP x..’ u t 
B B

La démonstration est très simple : il suffit de remarquer que pour deux

éléments x, et y de la somme algébrique on a .-

et que les ¡’éléments EXP x (resp. ~EXP Xt) sont totaux dans SH (resp. dans

’ 
.

 2~ Nous verrons au paragraphe suivant que cette proposition s’étend aux
sommes hilbertiennes continues et produits tensoriels continùs.

Il résulte de la proposition 2 que le foncteur S transforme toute algèbre

booléenne de décompositions en sommes directes en une algèbre: booléenne de décom-

positions en produits tensoriels ; plus précisément considérons une algèbre boo-

léenne complète 6) , d’éléments extrêmes C et 1, un espace hilbertien K et,

pour chaque 
¡ . 

19 E Él , un sous-espace hilbertien K~ de K de façon que K 0 = 0 ,

K 1 = K et = ta K 
B.. 

(somme hilbertienne) pour toute partition d’un clément

~ en des éléments 6. ; posons H = SK , SK, ~~’ ~ ~ ~ =

EXP 0 H ; pour toute partition d’un élément d en des éléments a. on a un
e i

isomorph-ismé de 0 Î) 
sur H . Le système  ° , ,H &#x3E; ,  -e &#x3E; ,  A± &#x3E; &#x3E; ac_ t C7 0 f

J.

les propriétés suivantes : .

(iii) deux propriétés d’associativité et de commutativité dont l’énoncé occupe-
1

rait une page entière, et que le lecteur pourra ou ignorer, ou essayer de
f

reconstituer 1ui-méme ..
1
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1 ’ j’
Araki et Woods ont démontré dans [2] un résultat, le seul résultat profond actu-

ellement connu de cette théorie, qui est une réciproque de ce qui précède : en

bref toute algèbre booléenne de décompositions en produits tensoriels est l’ima~

par le foncteur S d’une algèbre booléenne de décompositions en sommes directes.

Plus précisément on se donne un système (@ , xr ) , (~2013)) vérifiant

les conditions (1) , (ii) , (iii) ci-dessus ; on dit qu’un vecteur x de H est facto-

risable si pour toute partition finie ’t de 1 en des éléments , x peut s’écrire

0 x.), avec x. é H ; de mgme on dit qu’un opérateur unitaire U dans H
’ " 

i 
,

est fact risable si dans la mgme situation U peut s’écrire  .,*’ ou

chaque U. est un opéra ceur unitaire dans’ , On a alors le théorème suivant :

1 
Théorème 1./0n suppose que @ est sans atomes et que l’ensemble des vecteurs

1 
factorisables x de H vérifiant (’x 1,, = 1 est total dans H ’; il existe alors

un espace ililber-tien K, une famille de sous-espaces K vérifiant les c’ondi ti-
ons ci-dessùs, et des isomorphismes : E, 20132013 tels:; que- 

c- / j.

j 
a)  (-) R FXP 0 - SK j,

1 b) P 1 transforme l’ensemble des vecteurs factorisables x de H vérifiant

(x !~ ) ’= 1 en l’ensemble des vecteurs EXP a , a e K 
’

c) ~P~ transforme l’ensemble des opérateurs unitaires factorisables dans H en

l’ensemble des orxbrateurs ou A,b,c sont choisis comme au § 2, mais, 

A b,c
,

où en outre A conserve chaque sous-espace K. 

d) pour toute partition ’ dlii-n élément (j en des éléments transforme

l’isomorphisme A 1 en l’isomoroilisme canonique 0( Exp 0) SK dé-
 /’ 

- 

- 
crit la proposition 2. ,

La démonstration est longue et compliquée, mais directe en ce sens qu’on

construit un par un les objets qui figurent dans l’énoncé et qu’on établit leurs
i

propriétés une par wie - on prend pour K l’ensemble des vecteurs factoripables x
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de H vérifiant (x == 1 , puis on définit sur K une structure d’espace bilber-
i, 

tien, une structure d’espace vectoriel et un produit scalaire 
ce produit scalaire doit être un logarithme du produit scalaire (. 1 .)~ ; j’ai
quelque peu’simplifié sa construction ( en utilisant les propriétés des algèbres

11 
" 

’

pas du tout, malheureusement, celle de la structure d’espace

vectoriel ; ’pour celle-ci, qui reste très compliquée, l’idée de base est la sui-
1 

" 

© 2
vante : si uh élément a de K est tr?-s petit, EXP a - EXP 0 = j/ (O,a,a /~2!,..J

est peu différent de a. 
"

 4. Produits tensoriels continus d’espaces hilbertiens. ,1

f 
"

î 
,

Essayons d/étendre la définition 2 sous sa deuxième forme au cas d’un "ensem-

ble continu a’indices" : nouo prendrons T un espace topolofr-que ou plus géng-

ralemert un ôsjnce ( = espace mesurable eT1 langage probabiliste), et pour
r un sous-ensemble du oroduit cartésien ri Ht ; deux difficultés (et deux seu-

"

se Drésentent ~,

) ’9Our dJTjiài le noyau À nous aurons besoin d’une notion de "produit continu

de nombres complexes" : que sera si t 2013~- est une application de T

dans C ? On est tenté de se donner une mesure positive,.. sur T et de poser

mais toute la difficulté réside dans le choix du logarithme ; én fait on peut don-

ner wn sens Drécis à cette formule dans deux cas (au moins) : /
a) T est un espace borélien, M une mesure boréliemne, la fonction 0( t est po-

sitive et son logarithme (ordinaire) est p -intégrable

b) T est un espace topologique localement compact, chaque composante connexe est

ouverte et fermée, chaque composante conp.exe compacte est simplement connexe, t
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1

le compactifië de la réunion des composantes connexes non est simple-

ment connexe; lA est une mesure de Radon positive et la mesure de chaque compo-

sante connexe compacte est entière ; la fonction est continue et égale à 1

en dehors d’un compact. Dans ce cas on choisira pour iog «t une détermination

continuef du logarithme. On notera que R, vérifie les conditions ci-dessus pour

n &#x3E; 2 mais pas pour ce qui crée quelques difficultés supplémentaires.

Dans chacun de ces cas on obtient une application fi d’un ensemble c de fonctions
sur T dans £ , et cette application fi a des propriétés raisgnnables, par exemple

Pour défin$r le noyau ,’ nous supposerons donc que nous avons de tels objets É et

17 , que pour tous éléments x = et y = de f"~ la fonction

t &#x3E; (Xt 1 y ) appartient a y et nous poseronsu

, 

,

2) Ce noyau A est-il toujours de type positif ? La réponse, quelque peu inattendue y
¡

est NON9 et les contre-exemples ne sont pas très difficiles a construire. 4 On doit

déclarer que 1 e produit tensoriel continu n’existe pas si À, n’ est pas de type

poxiti,f ; par contre est de type positif on peut définir un produit tensoriel

continu exactement comme à la définition 2 ; il est engendré par des élé-’

mente décl!mipoaables 0) Xt et on a encore

Exemple 2. Considérons, sur l’espace de Schwartz .;oR (Rn) , n 1 2, une fonction
continue de type positif de la forme f (f) = exp [ où les

R

 sont des fonctionIf" complexes sur R vérifiant les conditions suivantes :

- pour tout t la fonction sur R : exp est de type positif

- la fonction de deux variables (t,x) ~ . ~~ ~ ~ç~ est continue .
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En vertu du théorème de Bochner-àlinlos, 9 est transformée de Fourier
1 e e

d’une Mesure de probabilité v et en vertu du théorème de

Bochner classique chaque yt est transformée de Foncier d’une mesure de
 ! 2 n

Pr°babillité vt sur R, Il existe alors un isomorph’sme de 
Po 9 . -

sur le produit tensoriel continu des L-(R,v ) construit de la façon sui-. * t .

vante ? pour tout réel u on note û la fonction élément dex4 e e e

L (R)y et on prend pour r l’ensemble des familles tJ-.f(t) où

lisomorphisme en question transforme, i pour toute 
lié iémeht T %-. de v) en le tenseuj’r décomposable 

-

Isolément de L en le tenseur décomposable
0f(t).

Remarque 3. Il serait agréable de pouvoir considérer l’espace mesuré

comme le produit continu des espaces mçsurés (R,v ), et
R 2td’exprimer le résultat précédent en disant que le foncteur L transforme

les produits continus en produits tensoriels continus ; mais en réalité
la noti~n de produit continu d’espaces mesurés pas encore bien au

poînt. D’autre part, l’exemple 2 peut être généralisé dans la direction

suivante : on remplace (R n dt) par un espace mesuré quelconque (T, p) ,

R par un groupe topologique par un groupe F 

(p et (p. par des fonctions continues de type positif sur F et G respec-

tivement, et enfin et par lés espaces hilbertiens
dédUits. de 9 et 9 au moyen de la construction de Qelfand-Segal.

Exemple 30 On va voir ici que le foncteur S transforme les sommes hil-

bertiennes continues (ou intégrales hilbertiennes) en produits tensoriels

continus. Soit (Tdl) un espace mesuré et K= une somme hil-

bertienïie continue sur (T, ; il existe un isomorphisme de SK sur le

produit-tensoriel continu des SK t obtenu en prenant pour r 
l’ensemble

des famines où lequel isomorphisme transforme
EXPx La démons- 

: ’ 
t 

i
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tration est a peu près la même que celle de la proposition 2’ ; la seule difficulté

réside dans l’égalité i:

qui exige quelques précautions pour ne pas rester purement formelle ; en effet

son premier membre dépend a priori des nombres 1 yt) et pas seulement de

leurs exponentielles ; on peut lever cette difficulté en se ramenant au cas b)

examiné page 8. ’ 
’

Quoi qù’il en soit, ceci permet de réinterpréter le théorème 1 en termes de

produits tensoriels continus t reprenons les notations du thjjl et supposons que

H est séparable et que 6) est l’algèbre booléenne des classes d’équivalence de

sous-ensembles mesurables d’un espace mesuré (T~ ) ; dans ces conditions le

système des K~ provient d’une décomposition de K en intégrale hilbertienne

, chaque K0 n’étant autre que ; et on

peut énoncer le 
’

j 
Il existe une décomposition de H en produit .te$oriel continu H =

) ol- Ht telle que les vecteurs factorisables de H soient exactement les éléments
téT ;1 àécczposab)es du produit tensoriel continu. "décomposables du produit tensoriel continu. ;.

En bref : toute algèbre booléenne de décompositions d’un espace H en produits

tensoriels provient d’une décomposition de H en produit tensoriel continu ; mais

le théorème est en réalité beaucoup plus précis : la décomposition en produit ten-

soriel continu provient, via le foncteur S, d’une décomposition en somme directe
i

continue ; et ce second résultat est beaucoup plus surprenant que le premier 1
. 1

Remarque 4. On aimerait compléter le théorème 1* i en disant que les opérateurs

unitaires factorisables dans H sont exactement les opérateurs unitaires décompo-
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h ,

sables (lm produits tensoriels continus) dans le produit tensoriel con-
1 «

tinu ; mais là encore on se heurte à quelques égalités formelles du

genre de: (1) 0 

 ’’! 
’

! il
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