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XV-XVI.1

Ce qui'suit est un bref résumé d'un cours donné au printemps 1971 & Minnea-

polis, U.S.4. ([1]).

§ 1. Espaces hilbertiens symétriques et applications EXP.

Définition 1. Soit H un espace hilbert;gn complexe ; nous notons S"H 1la n-idme
v

puissance symétrique hilbertienne de H, que l'on peut identif?er é 1'ensemble des

éléments symétriques de la n-iéme puissance tensorielle hilbe%tienne de H ; on a

en particulier s = € et S1H = H ; nous désignons par S H lassomme di-~

recte hilbertienne des S'H y, n=0,1,... ;3 ses éléments son} donc des suites

(xo, Xypees X ...) avec le produit scalaire

) = 2 (gl

no

" ®2 _ ®n __
Pour tout a¢ H on note EXP a 1'élément (1, a, a /Y2!,...a /¥n! ... )

de SH.

Propriétés de l'application EXP.

(i) EXPO = (1,0,0,...) € s%1 '

o(alb) lall®

(ii) (EXP a | EXP b) d'ou en particulier MIEXP all =
(iii) 1'application EXP de H dans SH est injective et bicontinue

(iv) les éléments EXP a sont lindairement indépendants et totaux dans SH.
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1

Exemple 1. SC est canoniquement isomorphe a L2(_Ig, v) ou Vest la mesure gau-
2 t

ssienne réduite (2 TI')_% e-t /2 dt ; les éléments 1% 7 correspondent aux poly-

nomes de Hermite, et chaque élément EXPa , a¢ C, a la fonction t —s

2 ;
eBt-8 / 2, Plus généralement soient E un EVT réel "raisonnable" (par exemple LF

séparable) et p une mesure gaussienne sur E', i.e. une mesu::c'e de probabilité
telle que };our tout x€ E, fei< f,x > dp (f) soit de la forme e'Q(x)/2
ou Q est ux%e forme quadratique positive continue non dégénérée sur E ; soit H
1'espace hilbertien complexifié du complété de E pour Q ; alors SH est canoni-
quement isomorphe a LZ(E',N ), et chaque élément EXP x , x'e E , correspond a

la fonction sur E' : f +— e<fHrx> - Q(I)/Z.

Le foncteur S. Soit T une application linéaire contractante :( ceci pour éviter

les opérateurs non bornés) d'un espace hilbertien H dans un espace hilbertien K ;

on en déduit une application linaire contractante ST de SH dans SK :

; ® 2 an
ST = (I ) T y T geve T oo )
e ' @ n
1.e. s(x) = T (x) V zxes™® ;
on a aussi '
ST(EXP x) = EXP(Tx) VY x ¢H.

On obtient ainsi un foncteur S de la catégorie des espaces hilbertiens avec app-

lications lindaires contractantes dans elle-méme.

§ 2. les opérateurs unitaires U

ybyc °
Soit H1 le sous-ensemble de SH formé des vecteurs k EXPx ou ke C -40}
et x € H ; les opérateurs unitaires U dans SH tels que U et u-! conservent H1

. <
globalement forment un groupe GH que nous allons déterminer. Tout d'abord pour

tout A ¢ U(H) (groupe des opérateurs unitaires dans H) 1'opérateur SA appar-
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tient a -GH ; nous le notons UA 0.1 Pour des raisons qui apparaftront bient8t.
vy

Deuxigmement pour tout vecteur b de H il existe un opérateur unitaire unique dans

e

SH, soit U. 1 telque :

I,b,
£ 01% - (x|v) :
UI’b,T(EXP x) = e EXP(x + b) Vzxen;
on a visiblement UI b1 € GH Troisiémement pour tout ce€¢ U (groupe des nom-
L A ]

bres complexes de module 1), 1'opérateur scalaire cI appartient a GB . On dé-

duit de cela des opérateurs unitaires appartenant a Gy

Us,o,c = °Y1,p,1Y,0,1
1 2
U (BXP ) = o e 2 1" = (AxID) pyp (ay 4 y)
A,b,c
et on a la

Proposition 1. Tout élément de Gy s'écrit d'une fagon unique sous la forme

Upp,e OB AeU(H) ,beH,cel.

On voit ainsi que G est isomorphe au groupe U (H) xEx U ou la loi de
composition est la suivante :

(4,b,¢) (A',b',c') = (AA*, bHAD' , ce! eilm(bmb'))

Remarque 1. On a en particulier

_ i Im(bib') .
Urp,1Y1,00,1 = ¢ UL bsbr,1 3

autrement dit 1l'application b r—> UI,b,1 est une repccésent‘ation unitaire
projective du groupe additif H dans l'espace SH ; cette repré“sentation est
connue depuis longtemps en Théorie Quantique des Champs sous le nom de "repré-
sentation de Fock des relations de commutation" ; SH est appelé "espace de Fock".
les vecteurs EXP x ont été introduits indépendamment et & peu pres simultanément

par des physiciens théoriciens comme H.Araki ([2]), et par des probabilistes
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comme J.Neéeu ([3]) et G.Kallianpur ([4]) pour l'étude des mesures gaussiennes
(cf. exempié 1). Araki a déduit de cette théorie ([5]) une néuvelle méthode pour
déterminer les fonctions continues de type positif sur un groupe localement com-
pact G, mééhode qui redonne, dans le cas ou G = g?, des résuliais classiques de
Théorie ded Probabilités ; cette méthode repose sur la détermination des morphis-
mes de G dans GH et ceci pose des problémes - pas du tout triviaux - de cohomolo-

gie des grodupes ; en effet un tel morphisme sera de la forme

Gsrg "_”(Ag’bg’cg)

avec
A, = A A,
gg g8
b ' = b + A b'
g8 g g 8
i Im(b_JA b_,)
c. ., = ¢ _c,e € &8¢ ;
88 g 8

autrement dit g —> Ag est une représentaiion uniiaire de G dans H, £ r— bp“
. 2

est un 1-cocycle pour cette représentation, et g +~—> c_ esi une 1-cochafne

=

G —> U dont le cobord est la 2-cochafne
i Im(b 1A b ,)
(g,8') —> e & &g

§ 3. lien avec sommes directes et produits tensoriels. Théor>me d'Araki et Woods.

On peut dire en bref que le foncteur S transforme les sommes directes en
i ‘

produits tensoriels ; cela est tout & fait plausible - et facile a vérifier -

'

i »
dans le cas des sommes directes finies, puisque la méme propriété a lieu en Al-
gebre ; par contre pour énoncer un résultat précis dans le cas général, il est
peut-8tre bon de rappeler la définition des produits tensoriels infinis d'espaces

hilbertiens.

'

Définition 2. On se donne une famille quelconque d'espices hilbertiens (Ht)teT
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ou T est un ensemble d'indices quelconque, et pour chaque t un vecteur unitaire

a; de H,c s pour chaque partie finie S de T on forme le produit tensoriel hilber-

tien & Ht ; pour chaque couple de parties finies R < S on considere l'appli-
te3

cation linéaire isométrique ® H, ——s ® H qui envoie tout élément x sur
tR C tes

1'61ément x® ( @ at) ; on obtient ainsi un systéme inductif, dont la limite
t€S-R

inductive est appelée produit tensoriel des H £ relativement aux a, et notée

(a) ’
o

H £ 7 Ce nouvel sgpace est engendré par les éléments décomposables de la

teT
forme ® x, ou x, appartient a H, et est égal a a, seuf pour un nombre

fini de t ; le produit scalaire de deux tels éléments est donné par

§

(®xt3®yt) = !‘i(xtfyt).

On peut aussi domner du produit tensoriel une autre définition qui nous sera
utile au § 4 pour passer au cas des produits tensoriels continus : notons T 1le

scus-ensenble du produit cartésien I Ht formé des familles x = (xt) telles
teT

L T Py aauf pour un nowbre fini de t ; sur I’ on a un noyau de type posi~

tif A Aix,y) = Mz

aus X

¢! yt) ; on prend l'espace hilbertien H canoniquement
assccié a ce noyau, c'est-a-dire le séparé-complété de 1l'espace préhilbertien

g(r) pcur le produil scalaire

(Flg) = Z  Flx) ely) »(xy) ;
X,yel

H n'est autre que le produit tensoriel checrché et, pour tout x € I , 1l'image

™)

(
canonique dans H de 1'élément bx e C° n'est antre que & x

t .
Ceci posé on peut énoncer le résultat annoncé au début du présent paragraphe :

Proposition 2. Soit H la somme hilbertienne d'une famille d'espaces hilbertiens

Ht ; poscas a, = EXP 0 ¢ SHt ;'il)existe un isomorphisme isométrique unique de
la
' 84 sur ls produit tensoriel ) t SHt transformant, pour tout élément x =
t«T
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® x, de la somme algébrique des Ht’ EXP x en & EXP x, .

la démonstration est tres simple : il suffit de remarquér que pour deux

éléments x et y de la somme algébrique on a

mex|Eey) = oW o Flxelrd | g lxelye)
= [ (EXP xt' EXP yt) = (@EX}’ x, | @ EXP yt) ,
et que les éléments EXP x (resp. ® EXP x, ) sont totaux dans SH (resp. dans
(a,) '
& SHt )s

Remarque 2. Nous verrons au paragraphe suivant que cette proposition s'étend aux
t

sommes hilbertiennes continues et produits temsoriels continus.

I1 résulte de la proposition 2 que le foncteur S transforme toute algébre
booléenne de décompositions en sommes directes en une algébre booléenne de décom-
positions en produits tensoriels ; plus précisément considérons une algébre boo-

léenne complete ® , a'éléments extrfmes 0 et 1, un espace hilbertien K et,

pour chaque O ¢ @ » un sous-espace hilbertien KB de K de fégon que KO = 0,
Ki =K et ‘Ka = @ Kg (somme hilbertienne) pour toute partition d'un Slément

1

8 en des éléments 9i;posons H = SK,H6= SKy = EXPOe H, w, =

— ‘
EXP O ¢ He ; pour toute partition # d'un élément ¢ en des éléuents Gi on a un

. . A (wai) N ® |

isomorphisme 5 de @ Hai sur H . Le systime ( ,\(Ha),(we),(/\(;)) a
les propriétés suivantes :

(i) Hy = 8, wo = 1,B =H, w =w

. . ‘d —

(11) /\gv( @ 0') bl W)

i e i
(iii) deux propriétés d'associativité et de commutativité dort 1'énoncé occupe-
rait une page entiére, et que le lecteur pourra ou ignorer, ou essayer de

{
reconstituer lui-méme.
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Arald et Woods ont démontré dans [2] un résultat, le seul résultat profond actu-
ellement con.jrm de cettc théorie, qui est une réciproque de ce gm. préctde : en
bref toute algébre booléenne de décompositions en produits tensoriels est 1'image
par le fonctiaur S d'une algtbre booléenne de décompositions en sommes directes.
Plus précisé.tﬁent on se donne un systeme (@ , (HD), (“"“e ), ({),7)) vérifiant
les conditions (i),(ii),(iii) ci-dessus ; on dit qu'un vecteur x de H est facto-

risable si pour toute partition finie + de 1 en des éléments 3i, X peut s'derire

/\’,_,( ® x.) avec x, ¢ H ; de méme on dit qu'un opérateur unitaire U dans H

i€l i
. . . . £ -1 \
est factorisable si dans la m&me situation U peut s'écrire A_. & U, ..'\,}.. ou
3 el
chaque U, est un opéraceur unitaire dans H, . On a alors le théoréme suivant :
’ i

.

Théoréme 1.:0n suppose que (¥ est sans atomes et que l'ensemble des vecteurs
factorisables x de H vérifiant (xlw ) = 1 est total dans H ; il existe alors
un espace hilbertvien K, une famille de sous-espaces K, vérifiant les conditi-

ons ci-dessus, et des isomorphismes ¢'U : H‘;7 — SKO tels que

‘

a) @, (-,) = EXPO¢SK,

b) CP 1 transforme 1l'cnsemble des vecteurs factorisables x de H vérifiant

(X {w )= 1 en l'ensemsle dus vecteurs EXPa , a ¢ K
c) @,1 transforme l'ensemtle les opératenrs unitaires factorisables dans H en

, R : . s : .
1'ensemble des ovérateurs UA boo ou A,b,c sont choisis comme au § 2, mais
L s

ou en outre A conserve chaque sous-espace K S

d) pour toute partition * d'un élément 6 en des éléments 9.0 Q, trausforme

1'isomorphisme /\}, eu l'isomorphisue canonique ®(EXP O)SKO g SK(9 dé-
' i
crit a la proposition 2.

la démonstration est longue et compliquée, mais directe en ce sens qu'on
construit un par un les objets qui figurent dans 1l'énoncé et qu'on établit leurs

propriéids une par une : on prend pour K l'ensemble des vecteurs factoripables x
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de H vérifiant (xlw) = 1, puis on définit sur K une structure d'espace hilber-
i
tien, c'es‘c-&%—dire une structure d'espace vectoriel et un pcro&uit scalaire (' ‘)K H

ce produit scalaire doit &tre un logarithme du produit scalaire (. | ')H 7 Jlai

1

quelque peu 'simplifié sa construction ( en utilisant les propriétés des algdbres

t

boolée:Les), mais pas du tout, malheureusement, celle de la structure d'espace

vectoriel ; pour celle-ci, qui reste treés compliquée, l'idée dg base est la sui-~
. ‘ ®2
vante : si un élément a de K est tr's petit, EXP a - EXP 0 =:(0,a,a //2!,...)

est peu différent de a.

§ 4. Produits tensoriels continus d'espaces hilbertiens.

¥

H
Essayons d'éterdre la dé&finition 2 sous sa douxieme forme au cas d'ur "ensem-
"

bl. continu d'indices" : nous prenurons nour T un cspace topolosique ou plus géné-

ralemert un cspace bordlien { = espace mesurable en langage prjobabiliste), et pour

I un sous-ehsemble du vroduit cartésien | H, ; deux difficultés (et deux seu-
’ teT ‘

lerernt) se présentent :

1) oour difinir lc noyau A nous aurons besoin d'une notion de "produit continu

de nombres complexes" : que sera (1< si t —s d est une application de T

t t
dans C ? On est tenté de se donner une mesure positive p sur T et de poser

€
‘

? ﬂu(t = exp [/logu(t.d/u(t)]

mais toute la difficulté¢ réside dans le choix du logarithme ; én fait on peut don-

.o

ner un sens précis a cette formule dans deux cas (au moins)

a) T est un espace borélien, x une mesure borélienne, la fonction a(t est po-
sitive et son logarithme (ordinaire) est M ~intégrable
b) T est un espace topolozique localement compact, chaque comf;osante connexe est

| , .
ouverte et fermée, chaque composante conpexe compacte est simplement connexe,
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le compaétifié de la réunion des composantes connexes non compactes est simple-
ment connexe ; p est une mesure de Radon positive et la mesure de chaque compo-
sante connexe compacte est entiére ; la fonction « % est continue et égale a 1
en dehors d'un compact. Dans ce cas on choisira pour log o + une détermination
continue du logarithme. On notera que _11" vérifie les condi’t.ions ci-dessus pour

n » 2 mais pas pour n = 1, ce qui crée quelques difficultés supplémentaires.

Dans chacun de ces cas on obtient une application f1 d'un ensemble f de fonctions

gur T dans C , et cette application 1 a des propriétés raisonnables, par exemple
= 1 [
Moy py = Ny TP

Pour définir le noyau N\ nous supposerons donc que nous avons de tels objets f et

]

i1 , que pour tous éléments x = (xt) et ¥y (yt) de [, la fonction

t —> (xti yt) appartient a é: , et nous poserons

Mmy) = Mz )y

K

2) Ce noyau A est-il toujours de type positif ? La réponse, quelque peu inattendue,
eat NON, et les contre-exemples ne sont pas trés difficiles a construire. On doit
done déclarer que le produit tensoriel continu n'existe pas si A. n'est pas de type

positif ; par contre si A est de type positif, on peut défiﬁir un produit tensoriel

~

' \
contime @ H exuactement comme a la définition 2 ; il est engendré par des é1é-

teT

ments décu‘ﬁﬂposables & X, et on a encore

t

(@xtIQyt) = [l (Xt‘yt) .

Exemple 2. Considérons, sur l'espace de Schwartz o(DR (ﬁ_n) » 2 2, une fonction

continue de type positif de la forme ?(f) = exp [ ‘/Rn \}/t(f(t)).dt] ou les
v , sont des fonctiong complexes sur R vérifiant les conditions suivantes :

- uyt(o) =0 Vit
- pour tout t la fonction sur R : (pt = eXp ¢, est de type positif

"

-~ la fonction de deux variables (t,x) »—s> y,.(x) est continue
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En vertu du théoréme de Bochner-Minlos, ¢ est trang’sformée de Fourier
d'une m’;esure de probabilité v surcal(Rn), et en vertu du théoréme de
Bochnex" classique chaque Py est transformée de Fourler d'une mesure de
probabilité v, sur R, Il existe alors un 1somorph1,sme de 12(D’ (R )yv)
sur le produit tensoriel continu des L (R,v ) construit de 1la fa;‘on sui-
vante : pour tout réel u on note 4 la fonctlon X elux,/e\lement de

LZ(I_l,vt‘), et on prend pour I' i'ensemble des famillés ti f(t) oi

fEaOR(}_?,n) 3 l'isomorphisme en question transforme,'! pour toute fEQ@R(En).
1'é1ément Tw e <Ts > -

de Lz(\@'R(Bn),v) en le tenseur décomposable
AN &
®f(t),

Remarque 3. Il serait agréable de pouvoir considérer 1l'espace mesuré
d9/ (R ),v) comme le produit continu des espaces mesurés (R,v ), et
d'exprlmer le résultat précédent en disant que le foncteur L2 transforme
les produits continus en produits tensoriels contlnus ; mais en réalité
la notion de produit continu d'espaces mesurés n'est pas encore bien au
point, D'autre part, 1'exemple 2 peut étre généralasé dans la direction
suivanté : on remplace (En,dt) par un espace mesuré quelconque (T,u),

R par un groupe topologique G,éaa(ﬁn) par un groupe F d'applicationsT-G,
P et ¢, par des fonctions continues de type positif sur F et G respec-
tlvement, el enfin L (J? (Bn),v) et Lg(ﬁ,vt) par lés espaces hilbertiens
déduits.de ¢ et ¢, au moyen de la construction de Gelfand-Segal.

Exemple 3, On va voir ici que le foncteur S transforme les sommes hil-
bertiennes continues (ou intégrales hilbertiennes) ‘en produits tensoriels
continus., Soit (T,u) un espace mesuré et K=ﬁ;th‘u(t) une somme hil-
bertienne continue sur (T,p) ; il existe un isomorphisme de SK sur le
produit tensoriel continu des SKt obtenu en prenant pour I' 1'ensemble
des fami]les t—EXPx ou X = (xt) € K» lequel isomorphisme transforme

t
EXPx en ®EXPx La démons-

tO
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tration est a peu pres la m#me que celle de la proposition 2'; la seule difficulté

réside dans 1l'égalité
exp [ [ (x15).ar(8)] = D exp (x,)7,) (1)

qui exige quelques précautions pour ne pas rester purement fé;mélle ; en effet
son premier membre dépend a priori des nombres thl yt) et pas seulement de
leurs exponentielles ; on peut lever cette difficulté en se ramenant au cas b)

examiné page 8.

Quoi qu'il en soit, ceci permet de réinterpréter le thééréme 1 en termes de
produite tensoriels continus : reprenons les notations du th,l el supposons que
HE est sépaégble et que @ est 1'algtbre booléenne des classes d'équivalence de
sous-ensembles mesurables d'un espace mesuré (T,I4) ; dans ces conditions le
systeme des Kg provient d'une décomposition de K en intégréle hilbertienne

&P D
K = J/' Kt.d;a(t) , chaque K, n'étant autre que ‘/, Kg.d,4(t) ; et on
T (2 ' ’

peut énoncer le

I Méereme !', Il existe une décomposition de H en produit tersoriel contimu H =

-
@ Ht telle que les vecteurs factorisables de H soient exactement les éléments
teT ¢

gécomposables du produit tensoriel continu. )

En bref : toute algébre booldenne de décompositions d'un espace H en produits.
tensoriels provient d‘une décomposition de H en produit tensoriel continu ; mais
le théoreme est en réalité beaucoup plus précis : la décomposition en produit ten~
soriel continu provient, via le foncteur S, d'une décomposition en somme directe

]
continue ; et ce second résultat est beaucoup plus surprenant que le premier !

3

Remarque 4. On aimerait compléter le théoréme 1' en disant que les opérateurs

unitaires factorisables dans H sont exactement les opérateurs unitaires décompo-
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sables ('= produits tensoriels continus) dans le produit tensoriel con-
tinu ; mais 14 encore on se heurte & quelques égalités formelles du

!
genre de (1),
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