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XII.1
!
§ 1. NOTATIONS
Dans tout cet exposé, nous consideérerons un opérateur différen-
tiel
o

- 2\«
P(x)ax - agm aa(x)(ax

a coefficients analytiques dans un ouvert U de R". 11 existe alors un
voisinage'U de U dans ¢” ou les fonctions a, se prolongent en fonctions

holomorphes. Nous noterons encore P 1'opérateur

P(z,ai ) = £ a (z)(-é— ¢

|
~

défini dans U et nous noterons p son symbole principal

I
H

p(z,¢) = = a(z)c.

ol=m

On dit que la partie principale de P est hyperbolique dans la
direction N (avec N € IfkiO}) si pour tout & appartenant a Ifz on a
p(x,% + i) = 0. I1 est équivalent d'affirmer que N est non caractéris-

tique et que 1 équation p(x,E+ TN) n'a que des racines T réelles pour

€ réel.
Remarque 1.1 : Si on pose X' = (xl""’xn 1) et si N désigne le vecteur
de composantes x' = 03 x = 1, on peut énoncer une formulation géométri-

que équivalente : si un hyperplan H (de codimension réelle 1) de ¢”
contient 1" hyperplan de Igld'équation x = 0, et si H est caractéristi-

que pour P(z,g%—),alors H contient R-

Remarque 1.2 : Aucune hypothese supplémentaire ne sera faite sur P,

Les termes d'ordre inférieur et la multiplicité des caractéristiques

peuvent @tre quelconques.
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§ 2. INEGALITE HYPERBOLIQUE

3

- ) n'est plus en

Lorsque z n'est pas réel, 1 opérateur P(z,a
général hyperbolique. L'inégalité qui suit permet de montrer que 1l'on
s'écarte assez peu du cas hyperbolique. Nous nous appuierons sur le

lemme suivant.

Lemme 2.1 : Soit n(z,T) un polyndme en une variable T, dont les coeffi-
!

cients sont des fonctions holomorphes des variables z. On suppose que

pour z réel, les racines T de ce polyndme sont réelles. On a alors sur

tout compact une majoration du type suivant
n(z,7) = 0= |Im7 | s C|Imz |.

Ce lemme se déduit d'une forme locale du théoreme des tuhes

de Bochner, due a M. Kashiwara.

Théoreme 2.1 : Supposons la partie principale de P hyperbolique dans

la direction N. Alors, sur tout compact, il existe ure constante telle

que

plz,g+*N) = 0 = |Im<| < C(]gl‘yl + [

Compte tenu de 1'homogénéité en (z,7), le lemme précédent
fournit le résultat pour 'nl/lgl borné., Si on a au contraire ‘ﬂl > |g|,
c'est une conséquence immédiate de la majoration en module [T‘ <C IQ! qui

résulte de p(z,N) £ 0.
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§ 3. SOLUTIONS ANALYTIQUES DU PROBLEME DE CAUCHY

On désignera par B(O,a) la boule ouverte de centre 0 et de
rayon a et par B'(0,a) son intersection avec 1'hyperplan d'équation
x = 0. On notera K(a,8) (pour & > 0) le céne tronqué intérieur de

l'enveloppe convexe de B'(O,a) et du point daN,

L'opérateur P est supposé défini dans un voisinage d'une boule

B(O,r). et de partie principale hyperbolique dans la direction N= (0,..0,1)

pour tout x. L'opérateur P se prolonge a BiO,r; + i {ySe}l pour e assez

petit. On désignera par A8 1'ensemble fermé des { tels que l'on ait

p(z,£) = 0 pour au moins un z appartenant a B(0,r) + i {yse}.

Le théoreme 2.1 peut se traduire géométriquement par la propo-

sition suivante.

1

Propositioﬁ 3.1 : Il existe un nombre & > 0, tel que pour tout a < r

et tout ¢ > 0 assez petit, tout hyperplan (de codimension réelle 1) dont

la normale' appartient a A8 et qui passe par baN coupe

(B(0,a)+ i{yse}) N {zn = 0}.

Cette proposition est a rapprocher de la remarque 1.1. Elle

résulte, par un calcul élémentaire de la majoration du théoreme 2.1. Il
suffit de prendre 6 < E(%:TY .

Théortme 3.1 : Soit g analytique dans K(a,&) et au voisinage de

B'(0,a). Soient hoo.. b

m-1 analytiques sur B'(0,a). Il existe alors une
et une seule f, analytique dans K(a,8) et au voisinage de B'(0,a) solu-

tion du probleme de Cauchy

a k |l '
Pf = g 57 t(x',0) = b (x1).
n
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‘Pour chaque a' < a, le théoreme de Cauchy-Kowalewski permet
de trouver une solution f au voisinage de ﬁTTET;T3 et donc se prolongeant
holomorphjquement au voisinage de 57Z672734-i{lyl < ¢} pour e convenable.
Compte tenu de la proposition 3.1, le théoreme de prolongement démontré
dans 1'exposé 11 (th.2.1. de [3]) montre que f se prolonge en fonction
holomorphé dans 1l'intérieur de 1'enveloppe convexe dg da'N et de B'(O‘a').
Sa trace sur R"” est une solution définie dans K(a',8) pour tout a' < a
et donc dans K(a.§8).

§ 4. RAPPELS SUR LES HYPERFONCTIONS

!

On désignera systématiquement par I, I', IERRR des parties
N . n-1
fermées convexes propres de la sphere unité S , et par I', T, Fa,.,.

. . . . n
l'intérieur de leurs polaires respectifs, cbones ouverts de R.

'Si w est un ouvert de Bp, et U un voisinage complexe de w, on
peut définir [4] la valeur au bord b(f) d'une fonction holomorphe dans
(w+ir) N Eq c'est une hyperfonction sur w et réciproquement toute hy-
perfonction s'obtient comme somme finie de telles valeurs au bord.

si (x,m) appartient a wx Sn~1, et si u est.une hyperfonction

sur w, nous dirons avec M. Sato (5] que le point (x,T) n'appartient pas
au support singulier essentiel de u (que nous noterons SS*(u)) s'il
existe deg Ia en nombre fini, ne contenant pas 7, tels que dans un voi-
sinage V de x, l'hyperfonction u soit somme de valeurs au bord de fonc-
Eions fa’ homomorphes dans (V+ iFQ N ; pour un voisinage complexe

V de V convenable.

On montre alors que si des Ia en nombre fini sont tels que
*
les w;glafrecouvrent $S (u), on peut écrire u = ¥ u avec
¥* 3*
SS (ua) C~w)<1a . De plus, si on a SS u € wx I, pour tout voisinage I'

de I, on a u = b(f) o f est holomorphe dans (w + iT') N @.

Dans le cas ou N = (0,....0,1) et -N n'appartient pas au

support singulier essentiel de u en 0, on peut définir la trace de u sur
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1'hyperplan x = 0. En effet au voisinage de 0 on a u = § b(fa) avec
IN £ Ia.|Il en résulte que les cones r, coupent 1'hyperplan x = 0.

Les restrictions f'a des fonctions fQ a (w + 1Fa) n {zn==01 ont des
valeurs au bord dans {xn = 01 au voisinage de 0 et ¥ b(fg) qui ne dépend

pas de la décomposition choisie est par définition la trace de u.

!
i

§ 5. SOLUTIONS HYPERFONCTIONS DU PROBLEME DE CAUCHY "

'

Les notations sont celles du paragraphe 3, la partie principa’e

de P est foujours supposée hyperbolique dans la direction N,

Proposition 5.1 : Il existe une constante &' telle que, si [ est un

cone ouvert convexe de R"” dont la trace I'' sur 1'hyperplan Xn = 0 est
d'ouverture supérieure a n,/4 (c'est & dire contient un céne de
révolution d'axe 7y et de demi-angle au sommet %), si.f est holomorphe au
voisinage de B'(0,a) + 1", alors f se prolonge en fonction holomorphe

dans 1'intersection de K(a,é‘) + 1F1 et d'un voisinage complexe de K(a,"

ou Fl est un c¢dne ouvert convexe non vide convenable.
| .

Si & est lo constante de la proposition 3.4., 11 est 1mmédia’

que tout hyperplan dent la normale appartient a AP et qui passe par le
N a N = h

point %&% + 13y coupe (B'(0,a) + 1?") en supposant y unitalre et en r.

tant T’ 1'intersection de T' et de la boule de rayon £. Si on désigne

alors par“Mg 1'intérieur de l'enveloppe convexe de %&g-+ i%)/et de

B'(0,a) + 1, 1l résulte du théoreme 2.1 de (3] que f se prolonge a M _.

La réunion des Ma pour ¢' < & contient un ouvert de la forme K(a.8')+17

'

/
a condition de prendre &' < 6/2V§:

Théoreme 5.1 : So1t v une hyperfonction définie dans la réunion de

K(a 8') et d'un voisinage de B'(0,a), telle que N et -N n'appartiennent
m-1 des hyper-
fonctions définies sur B'(0,a). Il existe alors une et une seule

pas au support singulier essentiel de u. Soient wo,.;.,w
:

hyperfonction u, définie dans la réunion de K(a,5') et d'un voisinage
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B'(0,a)., solution du probleme de Cauchy :

‘ = v (2K -
‘ Pu - v’(ax u,xn=—.0 = Yk

;
En écrivant les hyperfonctions v et W, comme somme de valeurs

] ‘ N
au bord dé fonctions holomorphes, on se ramene a résoudre des problemes

zZ = k,«

o . _-é— k _ 1 3 ' 1 1
de Cauchy Pf = ga’(az fal 0 =" au voisinage de B'(0,a)+il o
. {514 NS ¢ ;
puis on utilise la proposition pour montrer que les fOC se prolongent.

Remarque : En précisant la démonstration de la proposition 3.1. on

* *
peut montrer que l'écart angulaire entre SS (u,X _O)get Ss (u]x —t) est
n- n-

majoré par une constante fois t. Il y a non seulement propagation des

i
solutions a vitesse finie, mais aussi propagation des directions de
singularité 3 vitesse finie (ces vitesses ne dépendant que de la constan-

te C du théoreme 2.1.

Corollaire 5.1.(résolubilité locale) : Il existe un voisinage V de O

tel que si v est une hyperfonction définie dans un sous-ouvert g de V

il existe une hyperfonction u dans @ solution de Pu=v.

Le faisceau des hyperfonctions étant flasque, on peut
supposer & = V. On peut écrire v= b(g+)+'b(g_)4-2b(ga) ou les parties Ia
correspondantes ne contiennent pas N et -N, et ou I+fet I_ sont des
voisinages arbitrairement petits de N et -N. Le théoreme 5.1 permet de
résoudre Pua=b(ga) pour V assez petit. D'autre part, le théoreme 4.2 de

[ 3] permet de résoudre P£* = g* dans r*. On pose u = Zua+-b(f+)-+b(f-).

Remarque : On peut déduire (voir [1],[2]) des résultats qui précedent
des théoremes d'existence et de prolongement au bord analogues a ceux
de [3], en supposant que la partie principale de P est hyperbolique

dans les directions normales au bord,
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