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Dofinition 1 : Soit 13, C, C’ des espaces de Ban-.ch, £5, £5’ des classes

d’espaces de et X un nombre 1. 
X

. 

A.
On dit existe un X-plongement de B dans C, noté B - C, s’il exista

un -isomorphisme de B sur un sous-espace de C
X

li. existe un À-plongement de B dans Canote B - É5, s’ il existe C E OE

avec B à C.

Il existe un ~,-plongement de C, dans CI si pour tout C E £5, il existe

C’ 6 (3 avec C à C’. Ceci se note C, ’ . 
,

P . , , 
 

. , ,

S’il existe Â. ;;:: 1 avec OE à la dimension de Banach 
, 

(dimension linéaire).
pour les isomorphismes de C, est dite inférieure a celle de 0’, ce que

l’on note :

espace de Banach C (resp. une classe de Banach ~)
est dite avoir la propriété de À-finitude si pour tout Banach B ‘ les

deux 1. t , suivantes sont équivalentes :deux propriétés suivantes sont équivalentes :

2 - C , t pour tout sous-espace B~ de dimension finie de B; (resp.

B 4 0,). 

: Soit ~, une classe de Banach, stable par ultraproduit,

sous.-espace, et isom6tries. Alors C a la propriété de À.-finitude pour
tout À ~ 1 .

r0sulte immédiatement de la proposition 2 de

l’exposp précédent.

Proposition 2 : Soit 
E l 

une famille d’espaces de Banach

réticulés. lE i est un espace de Banach réticulé pour l’ ordre :
i I i

si et seulement si gi E 21. (cfu [2J pour
1 1 E I 1 .1 I 1 1

les détails de la démonstration).
Remarquons que toute classe d’espace de Banach stable par

ultraproduit, isométrie et sous-espace de Banach réticulé se caractrise

par des conditions du type de celles indiques au théorème 3 de 1 
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procèdent mais faisant intervenir les termes du "langage" des Banach

( c ’ est-à-dire le symbole U ou le symbole 1 . ; : 1)0 Nous n’énonce-

rons pas ici le théorème 3 pour les Banach réticulés, nous contentant de

l’exemple important suivant des LP. !

Exemple : : :
l 

1

La classe des espaces LP est stable par sous-espace réticule. En effet
il est bien connu qu’un sous-espace réticulé de LP(~, C~ , g) est

du type LP,(.X , !!3 , Il) où ta est une sous-à-algèbre On sait donc par

avance que les deux propriétés suivantes sont équivalentes i

1 - Lp est stable par ultraproduit.
2 - Lp admet une caractérisation.
Dans ce caf particulier, on connait la caractérisation de Lp, dite de

Nakano, à savoir

Il est élémentaire de vérifier que si une classe (3 vérifie (1) alors

tout ultraproduit d’éléments de vérifie Donc, la carac-

térisation: de Nakano implique la stabilité de Lp par ultraproduit
démonstration de 1 existence d’une caractérisation pour

la classe de Banach SLP paraît passer par l’étude de la classe de Banach

réticules 

Remarquons’que les formules du théorème 3 qui caractérisent SLP.

peuvent être simplifiées, en tenant compte, pour p &#x3E; 1 de la convexité

uniforme des espaces SLP.

Cependant les formes les plus simples de caractérisation (par exemple,
pour 1 ~ p,£ 2 iixllip est de type négatif, pour
~ 1,J 1 J 1 J

0) nécessitent la transformation de Fourier. BJ=lpi
La caractérisation de Nakano, comme les applications qui suivent aux es-

paces d’0rlicz,sont fondées sur le résultat suivant concernant les

R-espaces réticulés dont nous donnons dans [2] la démonstration.
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Théorème 3:: : Soit B un espace normé R -réticulé satisfaisant à :

2 - L’application x - llxll de B ~ R est strictement croissante.

3 - Soit (x ) n EIN une suite décroissante d’éléments à 0, a.lors (x ) n n n n

est convergente.
Alors si B est une algèbre de Boole d’éléments positifs de B vérifiant : «.

2’ - Pour tout u E B, il existe avec e n u/ 0.
Sous ces hypothèses, l’espace vectori B) engendré par %3 est partout
dense dan s B. .

Enfin pour tout espace B, vérifiant 1, 2, 3, on peut trouver une

algèbre de’,Boolej3 vérifiant 1’, 2’.

Nous allons appliquer ce résultat au calcul d’ultraproduits de certains

espaces 

Définition : : Soit F une fonction convexe

Il

On supposera dans la suite que F satisfait la condition 6 2 suivante :
Il existe k tel que (La théorie des ultraproduits
d’espaces où F ne satisfait pas A2~ ne paraît pas intéressante, et ne

l’est pas du point de vue de la dimension linéaire introduite ci-dessous,

car triviale).
L’ espace ,y1) des classes de fonctions f g-mesurables sur un espace

mesure (ÉÉ ,~) qui satisfait en outre : 1  00 est dit espace

d’Oriicza

On le dote par exemple de la norme

et on pose ~ ( f ) = L F(Ifldua
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Remarques ; :
1 - Il existe des fonctions niamériques § et ~2 (dépendant évidemment
de F) telles avec ~1’ ~2 croissantes sur
R+ , y de 0/à 11 (cf. [21). Cette remarque sera utilisée implicitement
dans la suite.

2 - On écrit F - G s’il existe des constantes 0  a,b,m,M ~, telles

que ~

pour tout x &#x3E; 0. Si F - G alors L F et LG sont isomorphes.
00

S’il existe x o tel que (1) soit vérifie pour x &#x3E; x 
0 

on écrit F - G. Si

de plus  00, les espaces LF et LG sont ~,-isomorphes pour un certain
xo On notera Lb un espace (5119) tel que p(2É )  Co.

De la même manière, on notera 1 F(Y,) l’espace des familles de réels

indexées par 1, et F-sommables. S’il existe x tel que (1) soit vraie

pour x  xo, alors lF()6) et 1G (%) sont isomorphes, pour tout

Nous allons maintenant calculer, à titre d’exemple, les
K K

ultrapuissances B = (1, F) de l’espace LF[(0,1),cix] noté 1,F dans

la suite pour simplifîer. Considérons d’abord les éléments du type

où Ai est un borélien de (0,1). Soit :
l l JL l

Posons pour

et pour posons
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l ,

Alors ii définit une mesure d-additive, de masse 1 Et, par le
90

théorème de Stone, iS0est identifiée à une algèbre de parties d’un
ensemble. le sous-espace de B engendré c’ est-à-dire

o o

l’espace des fonctions,.Z0-étagées.
Comme = F(À) il est clair que le complété de

. i 1 
,

pour la norme de B n’ est autre que l’espace ue I’ on
o 

p q p £ o q

peut écrire de manière plus concrète :

représentant l’ ultrapuissance de l’espace mesuré C (0, 1 ) , dx] , en un

sens facile à définir.

On peut donc écrire

oh B1 est :,1 espace des éléments étrangers à B0.
Les éléments de B1 sont donc tels que 1

pour tout M E R , tout élément

Lîidentification de B 1 en tant qu’espace fonctionnel est un problème
non résolu dans le cas général. Nous ne connaissons la forme de B J que

dans des cas particuliers, ou lorsque l’on a une bonne interprétation

probabiliste. Comme cas particulier simple, prenons F(x) = avec
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lim W= 1 pour tout À &#x3E; 0..
L(x) 

( L est ùnè fonction à variation lente). a

Diaprés le théorème 2, il existe une cr-algèbre d’éléments de Bj ,
soit ~1 telle que engendré par ~1 soit dense dans B~ ~
On définit comme précédemment une mesure v en posant

pour tout 
,

Pour pouvoir identifier B 1.1 calculons 4 loisque (fi)iEI E310 *

Soit % &#x3E; 0 fixé, c &#x3E; 0 fixé et choisissons M tel que

On a

et donc

Mais
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Comme 6 est arbitraire, on a donc :

On en déduit aisément que B1 est isométrique à et que1 -1

tout élément de B s’écrivant alors u = v + w, avec

, 
,9 

, 
./10

Pour termine, représentons 1/" comme un espace gaussien n , sous-espace

de 7 espace de probabilité. Il est alors trivial que
est isométrique à un sous-espace de L quelque soit F.

Prenons F(x) = x2L(x) et appliquons le résultat précédent.
O o, une = K + L2 soit u = v + w l décom ositi.onOn a une décomposition B = F + L , soit u = v + w la décompositionp F ,

élément, on a

(w est gausienne centrée) et donc B est isométrique à un sous-espace de

muni de sa norme naturelle (remarquons qu’en modifiant un peu la

démonstration, on peut choisir L isomorphe à un sous-espace complementé
de K -Il oùde 1&#x3E;/§/) d’ ou : 1

- 

K
Les classes sont stables par sous-espace, iso-

métrie et ultraproduit et admettent donc une caractërisation. De plus
elles satisfont la propriété de finitude. On est amené à faire les

conjectures suivantes : t

1 - Toute classe SL K est stable par ultraproduit.
2 - Soit la classe des ultraproduits d’éléments de SL K
Soit LG un espace d’Orliez.
Conjecture~: les deux conditions suivantes sont équivalentes

Il
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Les résultats probabilistes obtenus dans [3] et [4] concernant les

dimensions, linéaires respectives des espaces LP, L F et L, et d’autres

résultats’probabilistes concernant les espaces d’Orlicz de suites nous

ont amené )à cette conjecture. 
Pour terminer, indiquons quelques directions possibles d’extension des
méthodes utilisées. Il n’y a pas de difficulté à définir l’ultraproduit

pour les structures suivantes : ,

1 - munis d’une famille dénombrable Il ~ (de semi-normes.

2 - ,Àlgèbçes de Banach. ,

3 - Triplets (E,F,I’), }i,}’ Banach T opérateur borné é’ E - F.

4 - Paires (E,T), T opérateur borné dans le Banach E.

5 - E.V.T métriques
6 - Espaces métriques etc... 

_

A chaque structure t, on doit associer les sous-structures SI, et les

sous-structures finiment engendrées Fin (SZ), plus une notion convenable

d’isométne.

Le théorème général s’énonce alors ainsi : ,

Toute classe (3 de structures S, qui est stable par sous-structure,

isométrie :et ultraproduit admet une caractérisation en termes de sous-

structures finiment engendrées (caractérisation qu’il est facile

d’écrire sous une forme comparable à celle du théorème 3 de l’exposé

précédente. 1
Exemples : 

’

1 - Soit Z(0,1) l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur (0,I),
nulles aux bords. Alors la classe SLS(0,1)] des sous-EVTLC de Z(0,1)
est stable par ultraproduit. .

Problème Définissant Z(O.1) par-les semi-normes Jtfjt = (dx
trouver la caractérisation de 

1, ,

2 - Soit T un opérateur compact sur un espace d’Hilbert. Alors la classe

S(H,T) des restrictions de T aux sous-espaces T-invariants est stable

par ultraproduit L 6 
’

Problème :1 Le résultat est-il vrai pour LP9
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3 - Les classes 1F ’ F donnée, d’algèbres de Banach sont stables par

ultraproduit ’-2~.

4 - Les classe SLP des sous-espaces d’espaces LP) p donne, sont

stables par ultraproduit L7],

5 - Considérons des triplets (E,F,T), Supposons qu’ils forment un idéal

normé d’opérateurs au sens de Pi etscli (L5]),, Alors si cet idéal est stable

par ultraproduit, il est maximal au sens de [5]. En particulier l’idéal

des opérateurs se factorisant par Lp est maximal, et ceci vaut pour

toute classe d’opérateurs se factorisant a travers une classe, elle-

même stable par ultraproduit. 
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