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. 2
Y 1. OPERATEURS DIFFERENTIFLS A COERTFFICIENTS CONSTANTS SUR R° .

<

‘ B R S- I
On pose Dl°’2iv 5‘1 ; Dg" 21in BX2 ’

Les symboles de ces quatre opérateurs sont respectivement §1 ,52 LCoet 7,

en posant C-:él + 1 §2: Dl et 02 sont autoadjoints ; O et g sont les

adjoints 1 'un de 1'autre.






VIi.1

Soit P(b,g) un opérateur différentiel sur R2 a coefficients cons-
tants arbitraire, d'ordre m. On peut toujours supposer, moyennant un chan-
gement lindaire de coordonnées, que le coefficient de 3" dans P(a,S) est
non nul, et méme égal a 1.

Le symbole principal de 1'opérateur s'écrit alors

m
P (C,r) = M (C- e ©)
ou les o sont des coefficients complexes.

L'opérateur 3 P(3,3) (de degré 2m), peut s'derire Q(3,33), ou
Q(E,T) est un certain polyndme de degré 2m, possédant un terme EZm et dont
tous les termes ont un 'poids" au plus égal a 2m, en attribuant a ( le poids
1 et a T le poids 2. Notons que le symbole de 33, soit lCIz, est réel posi-
tif pour toute valeur de g-= (él,fg) : 23 n'est antre que l'opérateur
- A , & étant le laplacien ordinaire.

4%2

En utilisant un développement de Puiseux, on peut écrire, pour 7

assez grand

2m +® ]
Q(T,v) = TT(g- = v (=P,
j=1 =-g

o p est un certain entier positif.
L'entier s est choisi le méme pour tous les facteurs, de fagon que 1l'un

) . .. i . . s
A1 moins des coefficients b']s s0it non nul. On a nécessairement ;155 :

en effet, s'il en était autrement, en prenant dans chacun des facteurs
de Q(Q,T) le terme non nul de poids maximum, on obtiendrait un terme non
nul de poids strictement supérieur a 2m.

On peut écrire

2m
Q(E3T) = ll (E"'BJ}\/:E"'gJ(T)) )
j=1

o=

oli, pour tout j, gj(T) est une fonction ana%ytique de T pour T assez
-1

P

[

2

grand, satisfaisant 1'inégalité lgj(T)] sCT pour une constante C bien

choisie.



VI.2

En collectant les termes de poids 2m exactement, on obhient

1'identité

2m e
Em'pm(g,_c)=TT(r_-pJ.Jgg), so1t T’T(c - CC) = *‘T(g-sJ )
j=4
En introduisant l'indertéminée 7 = |¢|. on obtient 1'identité

m
{ ](E -OL_1| ) TT('-C l)
k=1 Jj=1 J

e

entre deux polynomes en (E,ﬂ) d'ou 11 rcésulie qu'a chaque facteur E"ka
de P (g g) correspondent, dans Q(b,;), deux facteurs commengant par

Q V_;ﬂ et g4-v‘;ﬂ respectivement, en désigrant par V—_ 1'une quelconque
des racines carrées de o -

Finalement on peut écrire, pour Ig] assez grand
'P(g, o) = 77” (T- Vo Vel g (O (T+ Vo V~E+h,(gg»

avec

{ne

1- 1 -

lg, (O] =¢ fc] P et |n (0] sc ic]

o

m d'un
D'ou P(C.C) = TT'(Q- akg4-fk(g,€)), ou fk(g,g) est le symbole/opérateur
pseudo- dlfferentlol de convolu+1on Rk a’ ordre au plus 1 .=

On a alors P(3,3) = T‘T(a~o¢
k=1

ka-+R ) 4 un opérateur régularisant

pres.

Chague "ois que lak|£ 1, 1'opérateur a-akg4-Rk est elliptique d'or-

dre 1. Lorsque a = cos 6+1 sin G,Bn-akg s'éerit aussi
8 8y 8 6
2(sin 5 - 1cos 2)(s1n 5 D1+-cos 5 02)
§ 9o 5 9
et P(3, a) admet la direction caractéristique sin 7 ===+ cos T I
2 Usl “~ Ox2



VI.3
Pour les facteurs non elliptiques de P(3,3), on a le lemme

Lemme 4.1 : BSoit M l'opérateur M= a - aS-LRr, avec = cos 6+ 1 sin 9, Rr

dtant un opérateur pseudo-différentiel de convolution d'ordre r<1, et soit

. © 2 . .
0 une fonction C & valeurs réelles dans un cuvert Q de R™, satisfaisant

l1tindgalité

. 2 2. 2
81na L) a-@-‘+ 2sin < cos 9 Té_&__ + cos ? 2 >0
2 2 2 2 dx,0x 2 2
ox 1772 ox
1 2
{autrement dit la dérivde seconde de o dans la direction caractéristique
.8 9 8 9o . L. . B
sin 5 " + co0s 5 o~ est strictement positive en tout point de u) :
2 dxi 2 6x2
Alors pouvr imte distribution u a support compact ans (! satisfaisant
Mu QHD‘SA(Q) (s étant mombre réel), on a u%EH )
comp comp

Comme M est un opérateur de convolution, i1l 'suffit d'obtenir une

indgalité “Muiip p =C il  pour toute fonction u.éiK(ﬂ a support dans
4" N
0,8+

an. ouvert (' relativement compact dans (), avec une constante positive C ne

dépendant que de Q'.

- . SO 0,8 P ; . .
0u écrit alors A" "M= LA & un opérateur régularisant pres,

s Li=o-a ,»R,-'—(Op ~a5p)B FSO, SO étant un opérateur pseudo-différen~
tiel (a cowf!1c19nts variables) d'ordre 0 : nn a snsé iev

. : ,.L\ 2,4
B= [1+Log( 1+]c] 1, et AP opl(1+]g] o (x)/2 [t+Log (1+|&! )Jb

Il s'agit done d'Obt?nlt. pour tout ouvert Q' relativement

compact dans Q, l'indégalité HLV“ 2(‘Lvr 1 pour toute fonction v €D(Q').

7r)

A cet effet, on écrit

o

L* = 3- o +R¥- B(-20+adp)+S¥ ,

étant donné que B est autoadjoint, et

HLV QZHLVHZ-HL*Vng—‘Re(av—.a§v4~Rrv, (dp - dgp)Bv)+

+ Re(.«gv - aav + R;’:‘V , B(-—Sf‘ +—o:ap)v) -C HV“i
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en remarquant que So commute avec tout operateur d'ordre au plus 1 modulo
un opérateur d'ordre négatif, et que B commute avec tout opérateur d'ordre
0 modulo un opérateur d'ordre négatif. En appliquant la méme remarque a Rr’

on obtient

HLvHQE-Re(av,wagv,(ap~-agp)Bv)+-Re(§v-faav’B(~§p-+aap)v) -C “v”i
501t '

jLVH22-Re(v,(aga-«&339))Bv)-pRe(av,(aap~-u5§o)Bv)‘f0 Nv“i ,

ou encoere .
L 1 1

e — o < <) — — 9,
+Re (B v, (o d3p - aaaao)Bzv)~-Re (B v, (3dp -~ 2d00)Bv) .

i

P c il

pourvu que 2330 + aggo-+(~l-fa]2)a§p s0it posi-

<
Teut cela domine CluvU“

0,
tif, soit : K

[

<y
(-1+-cose)(DI p)m:,qln.e(Dl 9P p) - (1+~r0%91(D% o) >0 ,
ou enfin
.2
(L-cosg) = i'» 2 sin 8 a —3-E (1+cos 0) '“% >0,
1 - 2

¢e qui termine la démonstration du lemme.

e - S - ’ ] r 2 » -~ N
lhéoreme 4 .1 ¢ Soit P(D) un opérateur différentiel sur R a_coefficients

constanlis, d'ordre m ;3 soit u le nombre de facieurs elliptiques de la par-

fie principale de P(D), comptés avec leur multiplicité. Soii o une fonction

RS v 2 ) » "
C a valeurs reelles dans un ouvert (Q de R™, admettant des dérivées secon-

des shtrictement positives dans toutes les directions cardctéristiques

réelles de P(D).

Alors pour toute distribution u a support compact dans (i satis-

. l -
farsant P(D)ueH”(Q) on_a u.QHp+“’2(m u)(Q).

)

Si de plus O est tP(D)«-convexe, 1'équation tP(D)f==g admet une
i

=0 (-9WI§ (HI"U)(Q)..

solution f eH -0 (Q) chaque fois que g eHlor
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La deuxieme partie du théoreme résulte de la premiere par des
argrments de dualité.

La premiere partie s'obtient par applications successives du
lemme : bien entendu, en appliquant a une distribution a support com-
pact un produit partiel des facteurs de la décomposition de P(D), on
n'obtient pas nécessairement une distribution & support compact, mais il
est aisé d'y remédier grdce au caractere pseudo-local des opérateurs

pseudo-différentiels.

On peut obtenir aussi par ces méthodes le fait, démontrdé égale
ment{ par Hérmander, qu'en deux variables tout ouvert P-convexe est forte-
ment P-convexe. On se ramene en effet au probleme suivant :
soit M 1'opérateur M=3-0d+ R, ou R est un opérateur pseudo-différentiel
de conwlution d'ordre <1 ; soit K un compact de R2 convexe dans la direc-
tion caractéristique de 1'opérateur - ad (i.e. les paralléles a cette di-
rection, si elle est réelle, coupent K suivant des segments ; si cet opé-
rateur est elliptique, aucune condition n'est imposée) ; soit enfin u une
distribution a support compact dans R2, telle que le support singulier de
Mu soit contenu dans K : prouver que le support singulier de u est con-
tenu dans K.

I1 suffit alors, en utilisant le lemme, de prouver qu'étant
donné un compact K convexe dans la direction caractéristique de l'opérateur
d- 03, un point x de R2 n'appartenant pas a K, et deux nombres réels s et
t, 11 existe une fonction p convexe dans la direction envisapée, supérieu-
re a t dans un voisinage de x et inférieure a s sur K : pour démontrer
ce point, on peut se ramener au cas ou la direction envisagée est la direc-

tion S%— , et ou le point x est l'origine des coordonnées : d'apres la
1

< convexité de K, l'une des demi-droites issues de O paralleles a 1l'axe

%Xy

des Xy (disons la direction positive) ne rencontre pas K ; soit A>0 tel
que tout point de K ait une abscisse supérieure a -A : il existe alors
un nombre € >0 tel que le cdne d'axe Ox1 , de sommet (-A,0) et de demi-

angle au sommet £ ne rencontre K qu'en des points d'abscisse négative :



. . 3 2 . 2 2 2 s a2
la fonction Q(x) = (x1+ A)®sin"r ~x; cos"e est alovs égale a AZ & 1'orig:-
=

ne, est strictement inférieure a A” sur K, et est convexe dans la direction

) . . .
—— 3 en la composant aveec une fonction linédaire convenable, on obtient

Bxl v

la fonection p souhaitée.



