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INTRODUCTION

Dans cet exposé sont résumés les résultats obtenus par Baouendi-

dans le cas différentiable.

Pour simplifier l’exposé on se limite essentiellement au cas

du problème de Dirichlet pour le laplacien, les résultats, restent va-

lables pour des problèmes aux limites plus généraux.

désigne un ouvert borné tel que soit une variété

à bord de classe °’ dont le bord est r.
,..

Pour une fonction on note

oh v est la normale à r.

désigne l’espace de Sobolev des classes de fonc-

tions de carré sommable ainsi que leurs dérivées (au sens des distribu-

tioris) jusqu’à l’ordre m.

Hm(O) est l’adhérence de dans 
0

H-’(Q) est le dual fort de 
0

De manière analogue (voir par ex. Lions-Magenes [4]), on définit

ces espaces pour m réel.

§1. PRELIMINAIRES SUR LE PROBLEME DE CAUCHY.

1~1 : La résolution du problème de Dirichlet pour le laplacien

peut s’énoncer de la façon suivante.

(1. 1) Pour l’opérateur U - est un isomorphisme de, 

0

Par ailleurs il est bien connu que le problème de Cauchy pour
le laplacien
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réadmet pas de solution

sont données d’une façon arbitraire. Il faut (et il
suffit)que les données f, vérifient certaines conditions de

ccm pâtibilite.J Des’théorème s de trace bien connus il résulte.

(1.3) Pour tout k ElÎl l’application u - linéaire continue- 

k+2, .... --.- 2, k+l i i 1 -*- ’et surjectîve de H (0) x que l’on

peut construire un relèvement linéaire et continu R de l’application

(1.;) de dans si k -2 et dans 
o

si k -2. Pour le voir il suffit le vérifier localement et d’u-
tiliser le relèvement classique

ou pour on a. pose : 1

avec 
’ 

= 1 per os ts 1 ’ e0(t) = 0
pour t2, s: 1. En effet alors v ft ’ ,v 1
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Désignons par K l’opérateur linéaire et continu

On peut alors démontrer le théorème suivant.

.Théorème 1.1 : : Pour tout k EIN l’application

alYôbri ue et topo logique.

: il Injectivite. Si

alors et vérifie

Donc

il) Soient et

donnés. Soit vérifiant

il suffit de poser
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Remarque : Lopérateur (1.6) entre dans le cadre des opérateurs con-
sidérés par Vishik-Eskin [5].[6]....~ et Boutet de Montvel [3 ] ; ..... On

peut vérifier qu’il vérifie les hypothèses de Lopatinski-Shapiro gé-
néralisées données par ces auteurs ~ l’opérateur K est appelé par Vishik-

Eskin potentiel supplémentaire et par Boutet de Montvel opérateur de Poisson.

1.2 : En suivant les idées de Lions-Mage11es (voir par ex. ,. tome I-

chapitre 2) on est interesse à transposer l’ isomorphisme (1.6) . Pour

obtenir par transposition des espaces de distributions sur 0 il serait

commode de l’isomorphisme

Mais de l’ isomorphisme ( 1.6) on déduit l*isomorphisme (l.7) seulement

dans le cas k == o : en effet en général

(u.(pj - est un i sumorphi srne de

On peut améliorer la situation en choisissant un opérateur K

CJnvenabit ; pour cela on remarque que des théorèmes de traces bien con-

nus il resuite

(1-8) Pour tout u - est Ii-

de Hk+ 4. 4,) surneaire continue j () sur

k+l k - .. , , ..k+2/dont le noyau est 

j==-o

Désignons alors par Rk un relèvement linéaire et continu de
Inapplication (1.8) I-j+3/2(’ dans H 1+2 (Çi) pour tout 1 réel

1+2 i=o
k-2 et dans H (Q) pour 1 réel !g-2. - 2 e t dan s o o ( (1 ) pou r l ré e l s; - 2 .
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Soit Kk Inapplication

on démontre alors d’une façon analogue au th. 1.1 le

Théorème 1.2 : : Pour tout k 6IN et pour tout s EIR avec o:g s s k l’ap-

plication

est un iso hisme, algébrique et topologique.

Remarque : Plus loin on démontrera que le théorème 1.2 reste aussi va-

lable pour tout s  o

Par transposition nous obtenons le corollaire suivant

( 1. 11) l’application

est un isomorphisme algébrique et topo logique.

§2. FORMULE DE GREEN ET THEOREME DE TRACE.

2.1 : : Soient keN fixe et F un espace vectoriel topologique localement

convexe séparé, vérifiant :
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avec injections continues

Si F’ désigne le dual fort de F la condition (2.1) entraine

avec injections continues

Soit X = pu F muni de la topologie du graphe y
on démontre, en utilisant (2.2), que

~ ~, 3~ est dense dans X

et désignons par

son dual for,

Introduisons maintenant deux conditions portant sur l’ espace ~’ :

(a) Éin,jection canonique et continue de dans 
- 

. - ............. - à 
pour par 

Iù

se prolonge dans une application linéaire et continue

( ) Inapplication u-* (,y0u,-y,u) définie dans se prolonge en une ap-
1. 

! . , . 

0 
A l 2( . en oreplication linéaire et continue de X dans H r) x H  j encore

notée u -* 

Il est clair que L (n) vérifie la condition (a) et que l’on

peut remplacer par L2(0) dans cette condition,
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: Suosons les condi t ion s (2,1),(ce) et vérifiées.

01i a alors la formule de Green suivante pour tout et

- --

Le étant évidentes.

La formule est vraie pour et on la prolonge par densité

en utilisant les hypothèses.

Théorèrne 2.1 : ~ la condition (2.1) vérifiée. Alors les condi-
tions (ex:) sont 

Pour la démonstration de ce théorème voir Baouendi-Geymonat

L 1 Lw"

2.2 : Si li oii suppose que F est réflexif alors est équivalent a

avec injections continues et images

Dans ce cas la condition (oc) est équivalente à la condition
suivante

( OE ’ /1 1, ~ ~ ~~ ~+2( 0) .
La donnée d’uti espace F réflexif vérifiant (2.1) et la con-

dition (a) est donc équi’valente" à la donnée d’un espace normal de dis-

Lributiun, réflexif, contenu dans L2(n) et contenant 3è, + 2
2.3 : On peut s’intéresser au prolongement par continuîté à X de l’ ap-

plichtion u -t y u défit-iie pour on peut alors introduire une

condition (0: yo ) semblable il (a) et on a un analogue du théorème 2.1.

Dans le cas F rcflexif la condition yo ) analogue à (ce’ ) est

identique à la condition introduite dans Lions-Magenes [4J chap.2,section 6.8.
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: Il est possible de construire de nombreux exemples d’espaces F ;
citons en particulier l’espace e-k-2(O) introduit par Lions-Magenes[4].
L’espace H (Q) ne vérifie pas la condition mais tout élément

de appartient au moins à un espace F vérifiant (a).

3. TRANSPOSITION ET APPLICATIONS.

.1 : Nous allons maintenant interpréter l’opérateur K * lorsque pu ap-p p k q p

partient à F vérifiant (2.1) et (a).

De la proposition 2.1 et du théorème 2.1 résulte immédiatement

pour tout 

où et donc

b

On déduit le résultat suivant (pour la démonstration voir

Baouendi-Geymonat [2]).

Théorème 3. ~. : Soit kE1N fixé. L’applications

est un isomorphisme alg’êbrique pour tout 6 réel -k.

En transposant le théorème 3.1 on peut étendre le théorème

1.2 au cas s  o.

3.2 : On déduit aussi du théorème 3.1 le résultat suivant
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3.2 : : Soient, et F un espace vérifiant (2.1) et (a ).
-- - 

F 
" ~ . ° 

(2.1) -~- 

y 0
et topologique suivant :

Le problème (:~.3) admet la régularité suivante : t

8i 1’ vérifie les conditions ( Ell , l j e 1 (a ) en remplaçant k

par 1 o~ l s k ; 1 a solution u d 11 problème

e t g E Il - 1- l’, .(I) est dans Il-1(n) - p
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