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§0. INTRODUCTION

Dans cet exposé sont résumés les résultats obtenus par Baouendi-

Geymonat [1],[2] dans le cas différentiable.

Pour simplifier 1'exposé on se limite essentiellement au cas
du probléme de Dirichlet pour le laplacien, les résultats, restent va-

lables pour des problémes aux limites plus généraux.

Notations : © désigne un ouvert borné de R” tel que ( soit une variété

3 bord de classe C© dont le bord est T.

Pour une fonction uce¢ Q(ﬁ) on note You = uil.. et yku = X h..

ou v est la normale & TI.

Hm(ﬂ),nxehi, désigne l'espace de Sobolev des classes de fonc-
tions de carré sommable ainsi que leurs dérivées (au sens des distribu-

tions) jusqu'a 1l'ordre m.
m ! 2 ! ’
HO(Q) est 1'adhérence de ©(Q) dans Hm(Q).
H™(Q) est le dual fort de H (Q).

De manidre analogue (voir par ex. Lions-Magenes [4]). on définit

ces espaces pour m réel.

§1. PRELIMINAIRES SUR LE PROBLEME DE CAUCHY.

1.1 : La résolution du probléme de Dirichlet pour le laplacien
n 2
A =3 62 peut s'énoncer de la fagon suivante.
i=1 axi

(1.1) Pour tout k€N, 1'opérateur u = (Apu, y011) est un isomorphisme de
42 sur 15(q) x B5Y3/2(r).

Par ailleurs il est bien connu que le probleme de Cauchy pour

le laplacien
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4
Au = f
(1.2) J Yoo < g,
it = &
\

n'admet pas de solution uEHk+2(Q) si fer(Q), goeffl(+3/2(I') et

k+1/2(f') sont données d'une fagon arbitraire. Il faut (et il

g,€H
suffit)que les données f, g,84 vérifient certaines conditions de

compatibilit,é.lDes théoremes de trace bien connus il résulte.

(1.3) Pour tout k€N 1'application u = (ly(,u v u) cst linédaire continue
1

et surjective de Hk+2(0) sur Hk+3/2(1‘) X Hk+1/2(T).rﬁemarquons que l'on

peut construire un relévement linéaire et continu R de 1"application

. v . / . L0 R
(1.3) de 15*3/2(ry B 2(1) dans B*2(0) s k » -2 et dans H§+2(Q)
si k € -2, Pour le voir il suffit de le vérifier localement et d'u-

tiliser le relévement classique

(2, D08y (x7)) = v (x'yx ) + v, (xx )

. n
ol pour (x',xn) EIR+ on a posé

oo
vo(x X )

()" e T g (g e, (x (14 11V g

(1.4)

it

W (2R (e ) e (x (1B VR g
R

vl(x‘ ) .\'“)

avec eo(t)ec”([o,+w[), eo(t) =1 per ostsl, eo(t) =0
pour t 2 2, oseo(t) <€ 1. En effet alors vy

€L2(1R+ 5 Hk+2 (m;::l)) et, s1 k = -2, aussi vV

9 -1
e m ;L@ Y).
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Désignons par K 1'opérateur lindaire et continu

(1.5) 9 =Ko =pR(o,p)
FH /20y L (g

On peut alors démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 1.1 : Pour tout k € IN 1'application

(1.8) (u,9) = (Au + K o, you,ylu)

L Hk+2(a) % Hk+1/2(r) - Hk(Q) % Hk+3/2(F) » Hk+1/2(F)

est un isomorphisme algébrique et topologique.

Démonstration : i) Injectivité, Si

Fd
bu + K ¢ =0
'\{01130

L yqu o= 0

alors w = u + R{o0,0) (:Hk*glf(‘z') et vérifie

AVV e 0
'\{OW:': 0
Done w = o d'ois Yq¥ = ¢ = 0 el u = o,

ii) Surjectivité : Soient fEHk(Q), gOGHk+3/2(F) et
k+2

gleIfk+1/2(I”) donnés. Soit weH (Q) vérifiant

’
Atw = T
YW = &,

k+1/2

il sufrit de poser ¢ = y1w~g1€H (I') et u = w-ﬂ(o,qa) EHk+2(Q).
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Remarque : L opéraleur (1.6) entre dans le cadre des opérateurs con-
sidérés par Vishik-Eskin [5].[6]...., et Boutet de Montvel {3]...... On
peut vérifier qu'il vérifie les hypotheses de Lopatinski-Shapiro gé-
néralisées données par ces auteurs ; l'opérateur K est appelé par Vishik-

Eskin potentiel supplémentaire et par Boutet de Montvel opérateur de Poisson.

1.2 : En suivant les 1dées de Lions-Magenes (voir par ex. [4]. tome I,
chapitre 2) on est intéréssé a transposer 1'isomorphisme (1.6). Pour
obtenir par transposition des espaces de distributions sur Q il serait
commode de transposer l1'isomorphisme

]
(1.7) (uyw) - Au + K o

B2 (0) « 1Y 2(s) & w¥(a)
\

Mais de 1'isomorphisme (1.6) on déduit 1'isomorphisme (1.7) seulement

dans le cas k = o : en effet en général
(u.m) - Au+Kyg est un isomorphisme de

Y = {(u.¢)iue gh+e

. 2, . . k, - kK, -
(Q) nHO(n),@er*l/2(r) et Au+Kq>€HO(Q)} sur HO(Q).
On peut améliorer la situation en choisissant un opérateur K
convenable : pour cela on remarque que des théorémes de traces bien cen-

nas 11 résulte

(1.8) Pour tout K¢IN l'application u - (ynu.ylu,yoAu,...,yk_lAu) est 1i-

. L k+2, -
néaire continue ot surjective de H  {{) sur

I /‘)
k%l Hk J+3/u(r)

TR |
dont le noyau est Hi+“(ﬂ).
j=o

Désignons alors par R, un relévement linéaire et continu de

1'application (1.8) deX*1 H1—3+3/2(T) dans H1+2(Q) pour tout 1 réel
1+2, - J=@ ,
2-2 et dans H0 (Q) pour 1 réel <-2.
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Soit Kk l1'application

s
(1.9) P = ka = A Rk(o,Q,o,...,o)

B 1/2(0) & ()

on démontre alors d'une fagon analogue au th. 1.1 le

Théoréme 1.2 : Pour tout k€N et pour tout s€lR avec osss<sk 1l'ap-
plication

d

(1.10) J (u,9) = du + K ¢

] 1 2(q) x g+ 1/2py HS(q)
A Y

est un_isomorphisme algébrique et topologique.

Remarque : Plus loin on démontrera que le théoréme 1.2 reste aussi va-

lable pour tout s < o

Par transposition nous obtenons le corollaire suivant

(1.11) Pour sc¢M. o<s<sk, l'application

-s-1/2

() ~H T %) xH (T)

est un_isomorphisme algébrique et topologique.

§2. FORMULE DE GREEN ET THEOREME DE TRACE.

2.1 : Soient kéN fixé et F un espace vectoriel topologique localement

’ / rd . -
convexe sépareé, veérifiant
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rd

(2.1) | 1%a) o FaE*¥q

Q) avec injections continues

Lz(ﬂ) dense dans F
Si F' désigne le dual fort de F la condition (2.1) entraine

(2.2) Hl;+2(f2) G F' o Lz(Q) avec injections continues

Soit X = {uEH_k(Q) ; OuéF} muni de la topologie du graphe ;

on démontre, en utilisant (2.2), que

(2.3) {Ka) est dense dans X

Soit }C‘;+2(Q) = {ue Hk+2(()) ; Aue Ht(f))} et désignons par

2 .
[H§+“(Q)]‘ son dual fort.
Introduisons maintenant deux conditions portant sur 1'espace F

(¢) Iinjection cancnique et continue de £(Q) dans [K§+2(O)]', définie
pour f ¢ n('ﬁ) par

v~ [ fvdx pour tout veﬁclg‘*z(n),
o)

se prolonge dans une application linéaire et continue

G: F = [3§+2(O)]'.

(8) L'application u = (You,ylu) définie dans :15) se prolonge en une ap-
-k-3/2/ "
H (T') encore

plication linéaire et continue de X dans H_k‘l/a(r) X

notée u - (you,ylu).

Il est clair que Lz(Q) vérifie la condition (&) et que 1'on
peut remplacer EKE) par Lz(Q) dans cette condition,
¥
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Proposition 2.1 : Supposons les conditions (2.1),(a) et (B) vérifides.

On a alors la formule de Green suivante pour tout u& X et

C oD .
ve 35&*"({2) :

(2.4:) < G(Au),v>-<u,A ve= < Ylu,yov>-— < You’Y1v>
Les dualilés étant dvidentes.

La formule est vraie pour ué{ﬁ(a) et on la prolonge par densité

en utilisant les hypothéses.

Théoreme 2.1 : Supposons la condition (2.1) vérifide. Alors les condi-

tions (@) et (B) sont équivalentes.

Pour la démousiration de ce théoréme voir Baouendi-Geymonat
r [l
L113L2]~

2.2 : Si 1'on suppose que F est réflexif alors (2.1) est équivalent a
(c) 5) k+2() ' 2 ‘ A . . . . . s
2.5 HO Q) o F' gL (Q) avec injections continues et images

densos, “

~
Dans ce cas la condition (a) est équivalente & la condition

suivante

(o'} L'espace J' contient algébriquement et topologiquement H%+2(Q).

La donnée d'un espace F réflexif vérifiant (2.1) et la con-
dition (o) est donc équivalente & la donnée d'un espace normal de dis-

tributisn, réflexif, contenu dans La(ﬂ) et contenant K§+Z(Q).

2.3 : On peut s'intéresser au prolongement par continuité a X de 1l'ap-
plication u - YU définie pour ué€ ©(Q) ; on peut alors introduire une

condition (aYO) semblable a4 (o) et on a un analogue du théoreme 2.1.

Dans le cas F rétlexif la condition (a!' 0) analogue a (a') est

ideniigue & la condition introduite dans Lions-Magenes [4] chap.2,section 6.3.
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2.4 : Il est possible de construire de nombreux exemples d'espaces F ;

citons en particulier l'espace s-k-z(ﬂ) introduit par Lions-Magenes [4].

-k-2

L'espace H () ne vérifie pas la condition («'), mais tout élément

de Huk

-2(0) appartient au moins & un espace F vérifiant (a).

§3. TRANSPOSITION ET APPLICATIONS.

*
3.1 : Nous allons maintenant interpréter 1l'opérateur Kk lorsque Au ap-

partient a F vérifiant (2.1) et (a).

De la proposition 2.1 et du théoréme 2.1 résulte immédiatement

pour tout u€ X :
. * #* .
(3.1) K _u= Rk(G(Au)) + oy
ol Rk@ = Rk(n.w.o,...,o)E‘ﬁ(Hk+1/2(T), K§+2(Q)) et donc

By s (2(0) ) - 5V (r).

»

On déduit le résultat suivant (pour la démonstration voir

Baouendi-Geymonat [2]).

Théoréme 3.1 : Soit keIN fixé. L'application

(3.2) u - (Au,Kiu)
HOY(Q') - H()"'z(n) % HG"]/?.(I-.)

est un _isomorphisme algébrique et topologique pour tout ¢ réel =-k.

En transposant le théoréme 3.1 on peut étendre le théoréme

1.2 au cas s < o.

3.2 : On déduit aussi du théoréme 3.1 le résultat suivant
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Théoreme 3.2 : Soient k€N et F un espace vérifiant (2.1) et (ayo).

On a 1'isomorphisme algébrigue et topologique suivant

(3.3) r,u - (Au.you)

-k~ 1/

X = I x 1 “(r)

AN

Le probleme (3.3} admet la régularité suivante

Si ¥ vérifie les conditions (2.1) et (o 0) en remplagant k
Y

par 1 avee o2 l<k alors~ la solution uw du probleme

Au =
U =
Yo =

“1-172, -1,
avee Y& F el géH "(T) est dans H (Q).
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