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§ 0. INTRODUCTION. *

On se propose d’étudier des problèmes aux limites dans un

ouvert deIR . associés à des opérateurs elliptiques à l’intérieur, dé-

générés au bord de cet ouvert, le bord étant caractéristique. On s’in-

téresse aux problèmes habituels : existence, régularité, recherche des

conditions aux limites, problème d’indice. *

Dans cette direction, certains résultats ont été obtenus en

1968 par MM. Raouendi. Goulaouic pour l’opérateur

dans un ouvert 0 régulier, est une fonction

de classe C~, équivalente à la distance au bord 5Q de Ils ont con-

sidéré cet opérateur d’un point de vue variationnel et ont établi que
A est un isomorphisme de

pour tout entier p ;&#x3E;- 0.

A partir de ce résultat un problème se pose ; que se passe-t-il

si l’on perturbe l’opérateur A par un opérateur B d’ordre 1 ? La réponse
à cette question ne résulte pas immédiatement du résultat précédent étant

donné que ce nouvel opérateur A+B n’est pas variationnel en général, et

que d’autre part, B n’ est pas compact de W 2+p (Ci) dans HP(n).

En 1968-1969, N. Shimakura [6] a introduit une classe d’opé-
rateurs elliptiques dégénérés plus générale du type L(x ; D ) u (x) =

- 

" 
x

où k et m sont deux entiers tels que

est un opérateur différentiel d’ordre s m-h,

Pm(x : D ) étant un opérateur d’ordre m elliptique dans Fi . . Ce sont des
’ 

x

opérateurs d’ ordre m, elliptiques à l’intérieur et dont la dégénéréscence
au bord est d’ ordre k. L’idée essentielle est d’obtenir des estimations

a priori à partir de théorèmes d’isomorphisme à une variable. Il obtient

ainsi certains résultats dans L 2 pour de tels opérateurs à coefficients
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constants dans un demi-espace et sous certaines conditions sur les opé-
rateurs qui excluent en particulier les opérateurs du type A.

Notre étude consiste à faire une étude systématique de ces

opérateurs à une variable sur la droite réelle m et sur la demi droite

IR . On montre ensuite, comment on peut appliquer ces résultats aux

problèmes aux limites sur un ouvert Q de lRn. Une partie des résultats
a été annoncée dans [3],[4].

1. ., ETUDE .D’UNE CLASSE D’OPERATEURS DIFFERENTIELS ORDINAIRES ELLIPTI UES

ET DEGENERES.

1°) Notations : on désigne par (x, t) le point générique de

y xEmn, y t TR n’étant un entier k 0. Q désignera soit l’ espace

? soit le demi espace ]R constitué des points x t tel que t &#x3E; 0.P 
+ 

P q

Pour r entier &#x3E; 0, désigne l’espace de Sobolev usuel.
Pour deux entiers k et m tels que 0 S k s m on définit l’espace de

Sobolev avec poids

muni de la norme canonique. C’est un espace de Hilbert.

Si m, on a les inclusions algébriques et topologiques :
.......... 

On désignera par L = L(t ; D t) l’ opérateur différentiel ordi-
naire défini surm par :
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(i) k, est un opérateur différentiel or-

dinaire d’ordre s m-h à coefficients constants complexes :

et où k et m sont deux entiers tels

que :

( ii) un polynôme de degré m avec pm = 1 et ne s’an-
m

nulant pas 

4n utilisera la transformation de Fourier surIR suivante :

A A

Ainsi, l’opérateur L = L(-v ; D )y transforme de Fourier de

l’opérateur L s’écrit :

L ~~ = L (t ; désignera l’opérateur adjoint formel de l’o-

pératetlr L.

2°) Etude des °Eérateurs L sur la droite réelle Iil : L’opérateur
différentiel L induite pour tout entier 0, une application linéaire

continue de dans H (]R). Par ailleurs, considère comme opérateur
différentiel, il admet pour points singuliers t=O et t==oo. Par contre.

A

l’opérateur L est un opérateur différentiel qui n’admet, surlli, aucun

point singulier sînon T = oo. Et, en T = m, puisque k S m, cet opérateur
. 

A a

est du type de Fuchs. Le comportement des solutions de L v(T) = 0 au voi-

sinage de T = co est fonction des racines p ,, j = 1, ... k, de l’équation
, 

J
déterminante suivante :
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avec la convention p~p~l~...~p~h+1~ _ 1 si h = 0. On obtient alors le

résultat suivant :

Théorème ~.1 : Soit p un entiers 0. On a :

pour 11 opérateurs L( t ; t
est linéaire continue de et le noyau de L(t ; D t)

est de dimension k.

(ii) Si Re pour l’opérateur L(L ; D t)
est un isomorphisme de

La co-dimensiLon de Kp(]R) dans est égale à, k.

Remarquons que, pour p assez grand, la condition (ii) est toujours réalisée.

30) Etude des opérateurs L sur la demi-droite]R : : On obtient

facilement du théorème 1.1 une caractérisation de l’image 

dans Pour étudier le noyau de L dans désignons par
+ k +

Ker L = T = 0 et l’espace des dis-
+ + + +

tributions sur]R + qui sont restrictions d’éléments (,41(]R)
est l’espace des distributions tempérées surIR). On a alors :

Lemme fondamental : ° La dimension de est égale à m+ où m~

est le nombre de racines à partie imaginaire positive de l’équation

= o.
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La démonstration de ce lemme se fait en plusieurs étapes.

étape: : Formule de représentation pour les éléments de 

in opérateur L(t ; Dt) est, puisque m, du type de Fuchs

t’n t = 0. Inéquation déterminante en ce point est : s

0Ù § (r) est un polynôme de degré k, lié au polynôme par la formule

(- j~)k~ (- 1-p) m ~( p) . Par suite, les racines de l’équation déterminante sont :

On fait d’abord une hypothèse sur les racines p. de 4l(p) = 0 :
J

pas un entier deZZy j = 

pour i 4 j, n’est pas un entier de 2Z, 1 ~ k.

Sous cette hypothèse et puisque t = 0 est J’unique point sin-

gul 1 e r à distance finie pour l’opérateur L(t ; l’équation 
admet un système fondamental de solutions de la forme :

ou les sont des fonctions entières telles que = 1. Ainsi, à

tout élément u de Ker Ln 41 (IR+) on peut lui associer, de favon canonique,

un prolongement T , y appartenant défini par : i T = partie finie de u.

u u

Ensuite, on établit une "formule de Green". Plus précisément, il
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existe une application linéaire J : :

de sorte que, pour tout u appartenant à Ker

on ait la formule de représentation :

est la solution de

ou Q (r) est un polynôme de degré 

Ainsi, l’ espace Ker est isomorphe au sous-espace
. + +

Construction d’un projecteur R de tel que :

Pour cela, à tout vecteur ? de y uxl associe la fonction :

et on pose :

L’application : est linéaire de ~m dans

appartient à ·

Le projecteur R est alors défini par :

On remarque ensuite que si
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est à support dans ÎR- +(respjR-- ) . De sorte que si # g R 
se prolonge en une fonction holomorphe dans 1 mT 0 (resp. Im -c : 0) . Ceci

A ID

nous amène à considérer : E 
+ 

= Ô« ; ÎÎ) est holomorphe dans 1 

E- = A,(, F) est holomorphe dans 

, 

: Holomorphie de la fonction 9(T #) . De la condition (1),
on déduit que E + nE- = (0). Il en résulte que E + = R et E- = (I-R) 0152~.

4 ième On calcule la dimension de E (et de E_). A cet effet,
on étudie Ilholomorphie de v(ï ~ P) au voisinage des points singuliers
de l’opérateur t(-r ; D ) (les points singuliers de 1 sont exactement les
zéros du polynôme 1&#x3E;’(T». Le théorème de Perron [6] permet de conclure.
On en déduit que la dimension de E , donc aussi la dimension de 

+ + +

est égale à m .
+

5 - étape : 1 On s’affranchit de la condition (I) en adaptant la démons-

tration précédente.

On peut maintenant énoncer le résultat final :

Théorème 1.2 : Soit p un entier k 0. On a :

(i) Si Re Pj -m+k- i l’opérateur L(t D ) est
J 2 t

linéaire continu de sur HP(IR et le noyau de L(t ; D ) dans
JK + *t* t

est de dimension m, OÙ m désigne le nombre de racines de
k + + +

,m(,) *°°° 0 à partie imaginaire positive.

Si Re p &#x3E; -m+k- 1 - p, 1 !g k. Soit 1 la dimension de l’es-

pace N = L g 01. L’opérateur L(t ; D) est linéaire con-

tinu de sur ==  f,g &#x3E; = 0, 9 E N) et la dimen-
k + + +

sion du noyau de L(t ; D) dans est égale à m 
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Délnonstration : : Dans le cas (i), on établit directement que

= Par contre, dans le cas (iÎ), on utilise

la méthode de transposition.

Remarque 1.1 : : Soit q un entier ~ 0. Du théorème 1.1 (ii) résulte que

lp noyau de l’opérateur L dans co’incide avec le noyau de L
dans H-P(Ilt). Par suite, la dimension 1 de N est encore égale à la dimen-

sion de l’espace L g = 0).
+

Remarque 1.2 : : On peut atteindre le nombre 1 à l’aide de la propriété
suivante :

Soit u appartenant à tel que L u = 0 dans ~)~(lR) y Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Supp u cz m .
+

/ B (ii) 1J se prolonge en une fonction holomorphe dans un voisinage de

1 
m

4°) Etude d’un exemple : On va traiter un exemple avec m = 2

L k 1.

L’opérateur L(t ; s’écrit : L(1 Ù D t)u(t) = p 2(D t)
ft u (t)~ + On fera l’hypothèse suivante qui sera utile

pour la suite :

P.) L’équation P 2 = 0 admet deux racines T 
+ 
~ ~_ telles que

1 ï &#x3E; 0 et I T 0.
m + m -

Dans ce cas, l’équation déterminante 0(p) = 0 s’écrit: 0.

Elle admet pour racine p = i 1 
Pl

Par ailleurs, utilisant la remarque 1.2, on obtient que la di-

mension 1 de N est égale à 1 ou 0 selon que la condition suivante :

(C) Il existe un entier n k 1 tel que P 1(T+) = est satisfaite
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ou non. Le théorème 1.2, dans ce cas particulier, devient :

Théorème 1.3 : Soit p un entier &#x3E;- 0. Sous l’hypothèse (H), on a :

(i) Si Re p  - 3 -p : L’opérateur L(t ; D ) est linéaire continu

de H (iR ) et son noyau est de dimension 1.

(ii) Si Re p &#x3E; - 3 -p : alors on a :

1- Si (C) n’est pas vérifiée : L(t ; Dt) est un isomorphisme de

2- Si (C) est vérifiée : L(t ; D) est linéaire continu de W 2+p 1 (IR+
+

sur un sous espace fermé de co-dimension 1 dans H (]R ) et son noyau est
+

de dimension 1.

Remarque 1.3 : En ce qui concerne les problèmes aux limites associés

à l’opérateur L(t ; Dt) remarquons que dans le cas (ii) 2- de ce théo-

rème 1.3 et pour p = 0, l’application y : u2013201320132013~u(o) :
est injective, tandis que pour P &#x3E; i, pour que

+ 1 +

cette application soit injective, il faut et il suffit que l’opéra-
teur L(t ; D) ne vérifie pas la condition suivante :

(K) Il existe un entier n ~ 0 tel que p1(,_) = in(-,

La mëme propriété est valable dans le cas (i) de ce théorème 1.3.

§ 2. ETUDE D’UNE CLASSE DIOPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES SUR UN

OUVERT n DE e.

Auparavant, appliquons les résultats du II à un exemple dans

le demi e space ]Rn+lle demi espace]R
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~.c~ 
--,- 

Etude exemple dans Considérons l’opérateur

Par transformation de Fourier en les variables tangentielles, on se ra-

Inèlle à un opérateur du type II. 40) pour lequel p = i,. Tenant compte de

la remarque 1.3 et du théorème 1.3 il vient :

Théorème 2.1 : : Soit p un entiers 0. On a :

L’opérateur est un isomorphisme de

1- Si (iX) # -~)n41 m entier ~ 1 : L’opérateur L est un isomorphisme

2- = -2m, m : est un 
"’" -..... 0.. ·

phisme de

2°) Opérateurs elliptiques dans 0, dégénérant au bord dans

toutes les directions :

Soient y une fonction réelle de classe et 0 = y

(p(x) &#x3E; 0 ~ , r = ~(x) = 0 ~ . On suppose que grag y(x) 4 0 pour tout

x de r. On suppose aussi que 0 est borné.

Soit l’opérateur L(x : D ) défini sur 0 par :
x
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est un opérateur différentiel

d’ordre 2 homogène à coefficients de classe C~(~) et proprement ellip-

tique dans Fi.

est un opérateur différentiel d’ordre

1 au plus et homogène et à coefficients de classe C’O(~4) -

(iii) a est une fonction de classe 

Par analogie avec le 1 4°) on pose :

p(x) = grad ~p(x) ) / p2(x ; grad x appartenant à r.

On définit aussi, pour x Er, et § vecteur tangent non nul en x à r la

condition C(x ; ~) suivante :

C(x ; §) : il existe un entier n = n (X,§) &#x3E;- 1 tel que

~4 + ~ ~.. - ~~ sont les racines à partie imaginaire positive et

négative de l’équation p2(x ; · grad x 0.

De pour vecteur tangent non nul en x à r, on

définit la condition ~) suivante : s

K(x ; ; il existe un entier n = n( x! ~~ ~ 0 tel que :

Remarque 2.1 : : 1- p(x) est une fonction invariante par difféomorphisme.

2- Les conditions suivantes : pour tout § tangent non

nul en x à ~’~ C(x ; ~) est vraie (resp. non vraie) sont invariantes par

difféomorphisme. s



XXII.12

La ni&#x26;etne propriété es-t valable pour la condition K(x Ï ) .

Remarque 2.2 : 1- Soit x appartenant à ’. Si, pour tout vecteur tan-

0 en x à r, C(x ; §) est vrai, cela implique en dimension

2, qu’il existe un entier m = 1 tel que :

Par l’opérateur : :

tout x appartenant à F et pour tout vecteur 0 en x à r la

condi tl ion C(x ; g).

Dans cette hypothèse, la condition s) n’est jamais sa-

tisfaite pour Lout S vecteur tangent non nul en x ii r.

2- Soit t x appartenant à I. = a (x) et si i a (x)
appartient il IR,. et si p(x) litest, pas un de la forme -2m (resp.
2(m-l)) avec un alors C(x ; ë,) (resp. l{(x  ~)) est non vraie

pour tout S vecteur tangent non nul en x il F.

Soit maintenant p un entier positif ou nul. Soi t ) l’ 0 p é rat C 111’
ou y u désigne la trucc de u sur F. Soitoù désigne la tiiicc de u sur f. Soit

Ainsi, y Il opérateur est

linéaire continu de Désignons par

pérateiir adjoint ( 1&#x3E; ~§ô : c’est un opérateur linéaire continu de

Théorème 2.2 : Soit L(x ; D ) un opérateur tel que 
tout x appartenant à r et tel que pour tout x appartenant à Fet tout ~.
vecteur tangent non nul. en x à F. la condition K(x ; s) ne soit pas vé-

rifiÉ&#x3E;4. ,410rs :
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(i) Pour tout entier k ~ 0 tel que Rep(x)--~--(p~k) pour tout x
appartenant à r, on a :

il existe une constante Ck telle que

(Ck étant indépendante de u~ .

(ii) Pour tout f appartenant à [H~(Q)1 ’ et g appartenant à

a n a : 

(C étant une constante indépendante de ( f e g) ) .

Démonstration : : Par cartes locales, on se ramène au demi-espace làn++’ et
y on applique la méthode utilisée pour l’exemple cité précédemment.

_ 
, 

Désignons par j l’isomorphisme canonique j : 
ii- ÇÀ) - p n, - 

0

étant l’espace des distributions de H (IR a support dans o. Utilisant

le merne principe de démonstration que pour le théorème précédent, on ob-

tient les résultats suivants :

Théorème 2.3 : Soit L(x ; Dx) un opérateur tel que Re p(x) &#x3E; 2013~- -p pour

tout x appartenant à r, et tel que pour tout §, vecteur tangent non nul,

en x à F, la condition C(x ; §) soit non vraie. Alors :

(i) Pour tout entier k &#x3E; 0 on a :

Si et L alors et il existe une

constante Ck telle que :
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(Ck étant indépendante de u ) .

(ii) Pour tout f appartenant à

( C étant une constante indépendante de f).

Théorème 2.4 : Soit L(x ; D ) un opérateur tel que Re (J(x)&#x3E;-2013~--p pour
tout x appartenant à r, et tel que pour tout §, vecteur tangent non nul

en x à r, la condition C(x ; ~) soit vraie. Alors : Pour tout entier

k ~ 0 on a :

existe une constante Ck telle que :

( Ck étant indépendante de u).
Des théorèmes 2.2 et 2.3 on déduit facilement le

Corollaire :

(i) Si L(x ; D ) vérifie les hypothèses du théorème 2.2. l’o-

pérateur , opérant de dans HP(O) x HP’ est un opérateur
à indice.

(ii) Si L(x ; D ) vérifie les hypothèses du théorème 2.3,

l’opérateur L opérant de dans est un opérateur à indice.
De plus, le noyau N de L dans est égal à l’espace N = 

Lu = o).
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3_ TReniar-ques sur les résultats de Kôhn-Nirenber E53 :

Les opérateurs avec a’y, et a fonctions réelles appartiennent
à la classe des opérateurs étudies dans [53. Selon Fichera? la frontière r

de Q est partagée en trois parties qui, dans notre cas, .3’expriment par
les conditions suivantes :

des points de F non caractéristiques pour L)

Dans [5), K81iii (l Nirervbcl’g obtiennent essentiellement, moyen-

nant une condition supplémentaire sur 11 opérateur en tout point de E2’ un

théorème d’existence pour l’ équation L(x ; D )u = f : : étant donné f dans
N , 

x

un espace de Sobolev H (Ci) (avec N &#x3E; 1) , il existe une solution u de

L(x D) = f, nalle sur I:2 e t qui appartient à un certain espace de

Sobolev sur ~1. Cette situation rentre dans le cadre des théorèmes 2.2 et

2.3 qui par ailleurs un résultat de régularité pour une telle

5 0 III t ion 4

Il ressort de nos résultats que, pour les opérateurs L(x ; 
Q X

il 1 serait plus correct de considérer: 2:2 = e 
m 2

et " et de poser sur E 2 des conditions aux limites en accord
avec les théorèmes 2.2 et 2.4. En particulier, pour qu’il y ait régularité
(d’ordre quelconque) de la solution, x 1 ile faut pas imposer de conditions

aux limites s u r ¿ 2 *

Remarque 21’3 : Par des méthodes analogues, on obtient des résultats

pour des opérateurs elliptiques dans 0, dégénérant, au bord dans la direc-

tion normale ou, dans la direction normale et dans certaines directions

tangentielles 

En particulier on obtient les résultats de régularité utilisés

par e Baouendi. r Goulaouic ~23 pour l’opérateur :
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où
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