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XI.1

~ 0. R

Le faisceau C a été introduit par Mikio Sato en 1969 pour l’étude

des équations aux partielles. Son originalité tient à ce qu’il est

défini sur le fibré en sphères cotangentes une variété analytique réelle
ei permet d’interpréter dans ce fïbré les singularités d’une hyperfonction.

utilise p o u r cela la comme

ait de fonctions holomorphes..mais Hormander a récemment

analogue à due de Fourier.

La const,ruction. de Sato Õ11 faisceau C est tiifficile i elle utilise

(les méthodes de la géométrie algébrique (éclatements, image directe de fais-

Nous avons préfère donner une construction nà la main" de ce faisceau

mais nous nous plaçons pour cela sur :Rn .. Nous donnions aussi un.e représenta-
tion de ce faisceau, obtenue à l’aide de l’intégral; de Cauchy-Fantappie

représentation qui semble utile pour l’étude des opérateurs 
rentiels [2].

Faute de documei;’s (la plupart des articles sont écrits en japon.aâ.sj,
ou faute de temps , le texte qui suit doit être considère comme provisoire,

et les théorèmes sont annonces avec réserve.

HYPERFONCTIONS.

Nous désignerons par a le faisceau des fonctions analytiques th
valeurs complexes) sur R,n et par (j le faisceau des fonctions holomorphes

sur (C n Le faisceau B des hyperf onctions sur RD. est caractérise par les

deux propriétés : :

1) le faisceau B est flasque

2) pour tout compact K de ar (K) , ce dernier ’ 

K 
’ ’ " ’

désignant l’espacp des fonctionnelles analytiques portables par K (pour
plus de détails cf. [8], Î-4" [10]).
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Si 0 est un ouvert de RD un voisinage de 0 dans 0152n on a un isomorphis-

me

(c’est en fait ainsi que Sato définit les hyperf onctions).
Si U est un recouvrement ouvert 0-acyclique à..e. : par des ouverts d’holo-

morphie) de 3-0, le théorème de Leray nous donne un isomorphisme

d’où si n est plus grand que 1 et est un ouvert d’holomorphîe , y des

isomorphismes s

1-.2. VALEURS AU BORD DES FONCTIONS HOLOMORPHES.

Soit Fun cône ouvert convexe epointe de lftn, f une fonction holo-

morphe dans un tube (0)1 r) nO. Nous allons définir valeur au

bord de f.

En faisant un changement linéaire de coordonnées on peut supposer

que F contient le cône y &#x3E;0 ,.~. y &#x3E; 0. Soit alors 11 le recouvrement de

Q-Qpar les ouverts Posons
" 

1

On définit ?~H~(n~Q, o) en posant

?= f sur Õ n &#x3E; 0 .... , y n &#x3E; 0 }
f = 0 sur les autres composantes connexes de 0 ~ Q .

On considère alors f comme une cochaîne fermée du recouvrement U à valeur

dans O et. on pose Î’= 
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On vérifie ([ 5 J , q u e s 1 1’ s g prolonge coutinuement a (2 , b ( f) coïncide

avec la restriction de f’ à ~, et méme que si f(x+ iy) a une limite ’i 

quand y tend vers 0 en restant d a n, s des cônes l" dont les traces sur la

boule unité de R n sont. relativement compactes dans r. 1,&#x3E; ( f ) E 8&#x3E; t ([2) e

h(1’) = T.

Q3 . DES 

Soit t Sn -- 1 unité 
.; 

de Rn. A partie 1 de S 
1 

ou &#x3E;

0 c i 1 v.

On dit que 1 est convexe (resp. propre) si Ftl) est convexe (resp. ne con-

tient aucune droite).

rr }..... &#x3E;n e 1 : S o 1 t, S n 1 
= LI 1 un, r e c o u ir r +; m e nt f 1 n. i d e Sn - 1 p éà r i e s p a r t, i e sThéorème 1 : Soit S =U 1 un. recouvrement fini de Sn-1 par des parties
(Y

- 

i convexes fermées propres. 

x

La deuxième partie de ce théorème n’est autre que le théorème el u 0 r

thé de Martineau 
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Exemple 5 : Considérons le recouvrement de Si par trois fermées délimi-
tées par les intersections deux à deux de trois demi-espaces (cf. la figure).
Les d(Ia) sont représentés, à une rotation de près par les angles pleins.oe 2
Le théorème 1 ne fait que traduire dans ce cas particulier le fait que l’ap-

plication de HltU,0) dans est un isomorphîsme; si U est le recouvrement

de i5- Q par les trois demi-espaces notes 1-~, 2~, 3-~, sur la figure.

~ .4. ~ LE FAISCEAU C.

Soit CP la famille des parties convexes fermées propres de S
Si l E CP on pose

Si Il’ 12’ on a

rw i B B

et t si Hest un ouvert d’holomorphie, H (nnd(I),(3)=0 i&#x3E;0. On en conclut

que dans ces conditions la suite

est exacte.
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Cela nous permet de poser, si

On définira de même C (- T 8 1 1 e s t, réunion f 1 n 1 P fl ’ é 1 ém . , t s de CP.

Nous irotil7l j ii 
1 
u i &#x3E; d e W e &#x3E; 1, é 1 r i i e n t a i r e s ’ 1 1 e s t d eNous dirons qu’un J ouvert de élémentaire de

la forme W ou w P e rennjon finie de CP. De tels

ouverte forment t une base (e de e la topoioie e d p B IR 
1.1 

et l’on définit t un

i de t. t e base &#x3E; &#x3E; ;

i Le faisceau C est le faisceau associe au préf aisceau

défini sur les ouverts élémentaires.

(Sato [9], Morimoto L’ ’, Kashiabara) : :

Îl) Le faisceau C est 

12) e]emen taire
î

13) 1 Si 1 est convexe propre fermé
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1 5. VALEURS AU BORD DES SECTIONS DE C.

Soit =UI 
oc 

un recouvrement fini de des parties con-
a 

a

vexes fermées propres.

Soient son image dans

le faisceau C. Supposons que

Posons

Pour tout il existe des parties 5) oc ,G convexes fermées en nombre0 - a:, 0:"

fini, des fonction P),0) telles que :
(X , p 0 y P

ceci diaprés la construction du faisceau C.

n-1 ....

Donc pour tout 11 ES, , T peut être obtenue comme valeur au bord

de fonctions holomorphes dans des tubes 0 x i r contenus dans le demi-espace

Cela entraîne que T est analytique sur Q (c’ est une conséquen-
ce du théorème du Edge of the Wedge~.

Soit maintenant f ,C). Comme le faisceau C est flasque

il existe une décomposition

On pose
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Théorème 3 : L’application b ~

i

iesl un isomorphisme.

Ce théorème résulte immédiat,ement du théorème 1-

§6. FORMULE DE &#x26; 

( "n 1 . 1, a f o.,n t f i un.". .. J a fonction

holomorphe dans l’ouvert ~7 6T ! 1 î-, &#x3E; &#x3E; 0 1 .

la forme différentielle :

4 Soît S n-1 = 1 1 un recouvrement fini de S n-1 par des parties4 : Soit S = Ul un recouvrement fini de S par des 
Ci. a

convexes fermées propres telles que 1 nIQ soit de mesure nulle pour

1 Soit

Alors

i masse de Dirac à l’origine dans "
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Démonstration t Soient A et £ deux nombres positifs.

Soient

La variété E est isomorphe à 
£ ce

Soit . Il résulte de la formule de Cauchy-

Fantappi é [3J que si f est holomorphe au voisinage 
E 

on a :

Faisons tendre c vers 0 dans cette formule :

Soit

Il est facile de voir que g oc (x,c) a une limite T a quand E tend

vers 0. On en déduit

Soit et soit r un cône convexe ouvert qui coupe S n - 1e 801 
a 
un cone convexe ouver qU1 coupe

suivant 
~ 

une partie relativement compacte de d(Ia ). Il est clair que si
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Cela entraîne donc

Corollaire : Soit u E . Soit U I un recouvrement de 
oc 

"

vérifiant les hypothèses du théorème 4.

Posons

Alors
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9 7. REPRESENTATION DU FAISCEAU C.

On désigne par D+ l’ouvert de 0153n x défini par

On désigne encore par 0 le faisceau sur des fonctions holo-

morphes des variables de . constantes des variables de S n-1 .
On désigne par 0" le faisceau sur an x Sn-1 des formes différentielles

;1

de degré p sur S a coeffi.cient,s analytîques sur q n . Sn -- 1 l l 1de degré p sur S a coefficients analytiques sur (F X S , holomorphes
des variables complexes.
On a alors la suite exacte de faisceaux sur (E x S

où d désigne la différentiation extérieure sur Si w est un ouvert

convexe de S n-l tel que w soit propre on pose :

et on désigne par K le faisceau sure x 1 
associé au préfaisceauet on désigne par K le faisceau sur x S associe au pre al sceau

ainsi défini sur la base des ouverts de la forme n x w, w convexe,

(D propre.

Théorème 5 : (à démontrer)
1 

- Le faisceau K est flasque~ - Si w est convexe, (D propre :
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1

on définit alors un morphisme £ de K dans C de la manj-ère suivante :

Soit un représentant de f.

Soi t cu’ un ouvert convexe de avec t~’ C~ w. On pose :

Le deuxième membre a bien un sens dans 1 (1’/ x C) puisque

s’ envoie dans 1 Soit W" un ouvert convexe de S

Il faut véri fîer que si TB E w",

est nul au voisinage de nj dans C. Pour cela considérons un recouvrement

fini de par des parties oc 
dont l’enveloppe convexe ne ren-

contre pas 71. On a :

De même si : :

est contenu dans W a un bord de classe C1, il resuite de la formule de

Stokes que

et un raisonnement analogue au précédent montre que l’ image de f dans

C est nulle au voisinage de T)? Le morphisme £ est donc bien

défini.
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Théorème 6 : Le morphisme Z : K - C

1 un isomorphisme 
’

Corollaire : Soit 1 une partie convexe fermée propre de S , d’in-

térieur non vide. Soit (i) n 0~0). Il existe Õ’ voisinage de £1,

ESQUISSE DE DBIONSTRATION DU 

Soit j3 Inapplication

0n vérifie que si u est analytique sur un ouvert n’ de e, B(u) est nul

sur Ci 1 x Sn-1. .

Désignons par le quotient par a (IRn) de l’espace des hyper-

fonctions sur e analytiques en dehors d’un compact et par 

(resp. l’espace des sections à support compact de K

(resp. C) sur e x S . L’application j3 se prolonge en une application

de dans x S~~~) et le diagramme

est commutatif.

Il suffit alors de vérifier ue o b diminue les supports dans mn x y

afin de le prolonger en un morphisme de C dans K, inverse de E.
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§ 8. SOLUTION ELEMENTAIRE.

Soit P (x, D.) un opérateur différentiel d’ordre m à coef-
ficients analytiques sur ion ouvert (4 Soit w un ouvert de Sn-1
te] que

Soit Q un voisinage complexe de 0 sur lequel les coefficients de P sont

holomorphes et P (z~D ) le complexifie de P sur Q. L’opérateur P dé- 
li-1

naturellement un morphisme de C dans C ou K dans K sur Q , x S ~;
puisqu’il opère sur les fonctions holomorphes. Nous allons construire

un inverse de P au dessus den x W.

Soit la "solution unitaire du problème rie Cauchy".

u est holomorphe au voisinages de  z,’ p ( e t ce voisinage est "uni-

forme" en 1 et dépend analytiquement 

a;, lm ex = Im ,- &#x3E; Re oc  Re  &#x3E; c "proche" ce Î&#x3E;

Posons :

Pour a fixe v a est ho l omorplie dans l’ouvert  Im z, &#x3E; -p  o au voi-

sinage de  = p.

Si a’ est choisi comme a on a :

et cette fonction est holomorphe au voisinage de  r,’~ ~ = p.

Enfin
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Ceci parce que s’ annule à l’ ordre m sur z,~&#x3E;= p.

Posons

Soit

L’image de E par l’application peut être considérée comme un élément
x Q x (en identifiant u~ x w a , son image dans S2n-1).

Soit E cet élément, qui ne dépend pas de oc.

M. Sato interprète alors les éléments de ~’ a (0 x 0 x w x comme les

opérateurs pseudo-différentiels sur F(Q x et E est alors un in-

verse à droite de P puisque

en désignant encore par 8 l’image de la masse de Dirac dans 
3f *

On construit de même E inverse à droite de I’adjoint P de P, ce qui

par transposition nous donne un inverse à gauche de P. En conclusion :

Théorème 7 : L9]

ISi P ~ x,’~ ~ ~ o sur 0 x w, il existe E et E’ appartenant à

tels que
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«
1 
-

1 
Alors P est un isomorpinsme d c, C au dessus de e 

P

Corollaire 2 : Supposons P elliptique sur C. Alors P est un isomor-

i phme de Ble au dessus de O.
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