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& 0, INTRODUGTION.

Le faisceau C a ét¢ introduit par Mikio Sato en 1969 pour 1'étude
des équations aux dérivées particlles. Son originalité tient & ce qu'il est
défini sur le fibré en spheres cotangentes a une varic¢ié analytique réelle,

el permet d'interpréter dans ce fibré les singularités d'une hyperfonction.

Sato utilise pour cela la représentation dex hyperfonctions comme
valeurs au bord de fonctions holomorphes,mais Hbrmander [171 & vécemment

Adveloppé une thiéorie analogue a 1'aide de la rransformée de Fourier,

[Lba construction de Sato du faiscean C est difficile : elle utilise
des méthodes de la géométrie algébrique (éclatements, image directe de fais-
ceaux). Nous avons préféré donmer une construction "a la main" de ce faisceau,

. n . ,
mais nous nous plag¢ons pour cela sur B . Nous donnons aussi une représenta-
tion de ce faisceau, obtenue a l'aide de l'intégrale de Cauchy-Fantappié,
représentation qui semble utile pour 1'étude des opérateurs pseud -diffd-

rentiels [2].
Faute de documen‘s (la plupart des articles sont écrits en japonais),

ou faute de temps, le texte qui suit doit étre considéré comme provisoire,

et les théoremes sont annoncés avec réserve.

§ 1. HYPERFONCTIONS.

Nous désignerons par Q le faisceau des fonctions analytiques (»
n . .
valeurs complexes) sur R" et par & le faisceau des fonctions holomorphes
n - . n .
sur €. Le faisceau B des hyperfonctions sur R  est caractérisé par les

deux propriétés :
1) 1le faisceau B est flasque

2) pour tout compact K de Bp, HKVRH,B) = G'(K) , ce dernier espace
désignant 1l'espace des fonctionnelles analytiques portables par K (pour

plug de détails cf. [8], [47, [10]).
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Si Q est un ouvert de R et ( un voisinage de () dans @ on a un isomorphis-

me
B(Q) =~ Hg(ﬁ, o)

(c'est en fait ainsi que Sato définit les hyperfoncbions).
Si U est un recouvrement ouvert (-acyclique (i.e. : par des ouverits d'holo-
morphie) de Q-{1, le théoreme de Leray nous donne un isomorphisme

H“‘l‘(u,@) =‘H“"1(5- Q, 0)

d'oll si n est plus grand que 1 et si ) est un ouvert d'holomorphie, des

isomorphismes ¢

.l’).-l- n-1'~ n, ~ -
H' (4. 0) 2B (Q-q.0) 7 B 0) 5 B(Q) .

§ 2. VALEURS AU BORD DES FONCTIONS HOLOMORPHES.

Soit I un cdne ouvert convexe épointé de R™, f une fonction holo-
morphe dans un tube (Q xi ') N{. Nous allons définir b(f) €B(Q), valeur aun
bord de f.

En faisant un changement linéaire de coordonnées on peut supposer
que [ contient le cone y1>0 ye oy yn>0. Soit alors Ul le recouvrement de

- 0Q par les ouverts {yl.;éo}ﬂa (i=1,...,n). Posons

fra=- N (@niy, Ao} .
=1

i
On définit 'f'EHO(a#Q, 0®) en posant
sur Qﬂ{y1>0,s..,yn>0}

f
=0 sur les autres composantes connexes de Q# Q .

~

On considere alors f comme une n-1 cochaine fermée du recouvrement U a valeur

dans & et on pose fl= u(f),

. o 1N )
b(£f) = (5) po 8,2, u(f) .
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On vérifie ([5], [107]) que si f se prolonge countinuement a Q, b(f) coincide
avec la restriction de f a (), et méme que si f(x+-iy) a une limite T EJT(Q)
quand y tend vers 0 en restani dans des cones [' dont les traces sur la
boule unité de R"™ sont relativement comparies dans T, b{f) €d'(Q) et

bit)=1.

< 3. REPRESENTATION DES HYPERFONCTIONS.

So1t Sn”1 la «phere uuitdé de RY . A toute pariie 1 de Sn_l on
ass30¢Ci0
: ; 5 + _

L) = {(An]»emr”, nerl}
0 . A )

all) = N {z €t |<Imz, 1>>0}.
el
|

On di1t que 1 est convexe (resp. propre) si (1) est convexe (resp. ne con-

tient aucune droite).

n-1 L n-1
= U lw un recouvrement fini de S par des parties

o
convexes fermées propres,

1) 34 ®TeBn), 4 en’(@@na(r),o)

Théoreme 1 : Soit S

T = % b(fﬂ)
o )

2) ¥ 0O 30 tels que si f(xe’[lo(fiﬂd(la),e) et si

£ b(f ) =0

e, g cH (T na(r, n IB),G) (R £ a) avec

fn = Z
[

A, B

La deuxieme partie de ce théoreme n'est autre que le théoreme du Edge of

the Wedge de Martineau [6 ..
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Exemple [5] : Considérons le recouvrement de st par trois fermées délimi-

tées par les intersections deux a deux de trois demi-espaces (cf. la figure).

Les d(Ia) sont représentés, a une rotation de % pres par les angles pleins.

Le théoreme 1 ne fait que traduire dans ce cas particulier le fait que l'ap-
plication de Hl(u,O) dans B(Q) est un isomorphisme, si U est le recouvrement

de 0~-0 par les trois demi-espaces notés 1-, 2-, 3-, sur la figure.

iR

§ 4. LE FAISCEAU C.

Soit CP la famille des parties convexes fermées propres de Sn—l.

Si I €CP on pose

C = lig H®(ZNa(1), o).
axl ” 223

Si II’ 12, Illjlz €CP on a
a(r, n 12) = d(Il) ua(12)
et si 6 est un ouvert d'holomorphie, Hl(af\d(l),0)==0 i >0. On en conclut

que dans ces conditions la suite

0 @

-C -C
Qx(11012) QI

C ~C_ -0
QxI, Qx(IIUIz)

est exacte.
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Cela nous permet de poser, si I1 €CP, IQ €CP

C
CQxI & )

f =
Qx(I, L,Clz) C

1 )y

On définira de méme C/.))‘I s1 I est réunion finie a'éléme st de CP.

.n-~1 . .
gt est elémentarre s'il est de

. . . n
Nous dirons qu'uu ouveri de R'%
la forme O x wou wWECP et Aw ext réunion finie d'déléments de CP. De tels
. ; . n .n-1 ‘p:
eouverts forment une base de la topologie de Myd et 1'on definit un
préfarsceau de cette base en posant
C -
N Oxw
Clax @) = === .
C.
ulxaw

Définition : Le faisceau C est le faisceau associ¢ au préfaisceau
i

l

O» w *"C(wa)

defini sur les ouvertns élémentalres.

Théoreme 2 (Sato [97], Morimoto {7}, Kashiwabava)

1) Le faisceau C est flasque.

2) Si Oxw esh élémentaire
Mo xwC) = C(0xw .

3) Si I est convexe propre fermé

0) = 1ig EAOOA(D).0)

=g 1%(0,0)

1

o n.—
Poalaxs
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§ 5. VALEURS AU BORD DES SECTIONS DE C.

. n-1 Lo n-1 .
Soit S =LlIa un recouvrement fini de S par des parties con-
&
vexes fermées propres.

: o, - : - n-1 .
Soient fa €H (QFTG(Ia),O) et fGZEIQ;Ia(Q xS ,C) son image dans

le fairceau C. Supposons que

£i, =0 (dans raxs™ 1, o))

o
Posons
T = b(fa)
= E Ta'

Pour tout T|€Sn—1 il existe des parties (Ia B)a g convexes fermées en nombre
) 9!

fini, des fonction g_, €H°(Q' Na(I_ .),0) telles que
o, B a,B 4

nEI, s ¥, B

fa= %ga’ﬁ

ceci d'apres la construction du faisceau C.

Donc pour tout T]ESn—l, T peut €tre obtenue comme valeur au bord
de fonctions holomorphes dans des tubes Qx i [T contenus dans le demi-espace
<Imz,T><0. Cela entraine que T est analytique sur Q (c'est une conséquen-
ce du théoréme du Edge of the Wedge).

1

Soit maintenant % EI(()xSn— ,C). Comme le faisceau C est flasque
q

il existe une décomposition

1

. - . . n-
t=Zi,  f, €T, (axS ,C)

On pose

b(f) = £ b(z) [ala)]
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Théoreme 3 : L'application b

i

rloys®tey - B/a(Q)
esi un isomorphisme.

Ce théoreme résulte 1mmédiatement du théoreme 1.

FORMULE DE CAUCHY-FANTAPPIE,

L

R .
Soit T,€8° 7. La fonc*tion

est holomorphe dans 1’'ouvert {» EE‘ <Imz,T,>>01}.

Théoreme 4 : Soit S

" . . . -1
So1t w la forme differentielle sur S 2

- (n-i): 1B j . N\
W) = 2(_1)3annM..,,,\dTlJA...,AaT%.

~o1m)? J=1

n-1 . L. n-1
= UIa‘ un recouvrement fini de S
x

at 3.

So1t

Alors g EHO(d(I(x) ,0) ci

E b(ga) =8

. ) R - n
(5 : masse de Dirac a l'origine dans R) .

par des parties

convexes fermées propres telles que IgﬁlB soit de mesure nulle pour



XI.8

Démonstration : Soient A et & deux nombres positifs.

Soient

€
]

{(x,y) €2® | |x| <4, |y|<e}

™
[}

((x,y,2) €t | |x| =4, |y]| <e, z='ﬁ§T}

22 = {(x,y,2) cePus™! | |x] <A, |y|=-¢, z:-‘-}ﬁ-]

r = sty .
£ £ £

La variété Za est isomorphe a Bwe— ddw_ .

Soit n(z)=(1zlA..
Fantappié [3] que si f est holomorphe au voisinage de G% on a :
flz :
£(0) = | L)y man(a) -

n
EE <z ,MN>

Aoz . Il résulte de la formule de Cauchy-
n

Faisons tendre & vers 0 dans cette formule

£(0) = lim | £(x) w(1)
e=0 ¥ |x|=A ‘Ln'l (<x,N>+ie)"”
Soit .
ga(x’e) = J‘ (.b&ﬂ)

I, (<x,N>+ie)"”

I1 est facile de voir que ga(x,s) a une limite Ta dans.ﬁ'(mp) quand € tend

vers 0. On en déduit

5 =3ST_ .
o o4

Soit ga(z) = I -—ﬁijn—; et soit I  un cdne convexe ouvert qui coupe sP-1
I <z,M>
«

suivant une partie relativement compacte de d(Ia)' I1 est clair que si

9 € H(R")
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}jgfmﬂ(x)ga(x’” T [ n?00) gy(2) ax
Ter,

Cela entraine donc

n-1_ n-1

Corollaire : Soit u.ECF(]Rn). Soit S U Ia un recouvrement de S
a

vérifiant les hypotheses du théoreme 4.
Posons
- w1 )
ulz) = [ (u =) (7
Ia <z,T>

Alors uaéHo(d(Ia),G) et Eb(ua)’:u-
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§ 7. REPRESENTATION DU FAISCEAU C.

On désigne par D* 1'ouvert de C" x g1 défini par

D" = {2z,M] < Im z,M >>o0]

On désigne encore par O le faisceau sur " x Sn"1 des fonctions holo-
morphes des variables de En, constantes des variables de Sn-l.

n-1

On désigne par 02 le faisceau sur € x S des formes différentielles

1. n-1

de degré p sur """ &4 coefficients analytiques sur " xS , holomorphes

des variables complexes.

. . n n-1
On a alors la suite exacte de faisceaux sur € x S .
-4 -
6-0-0 ... 01,
a d a

s . . . . n-1 ;
ou d désigne la différentiation extérieure sur S . Si w est un ouvert

convexe de Sn—1 tel que ®w soit propre on pose :

”(l(i; < N .D+. (9‘?‘1 )

1im a
5

K(QX w) =~ o + n-2
Q20 dH' (G0 « wnd . 6 T)

o

P e PRI VR

et on désigne par K le faisceau sur B® x sh-1 associé au préfaisceau
Oxw-K(@Qxuw)

ainsi défini sur la base des ouverts de la forme O X w, w convexe,

w propre.

Théoreéme 5 : (& démontrer)

- Le faisceau K est flasque

—

~ Si @ est convexe, w propre :
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T (G x w.K) =K (Q x w)

On définit alors un morphisme ¥ de K dans C de la maniére suivante

Soit fEK (O x w), fE€H(Q x w DY, 0:‘1) un représentant de f.

. n-1
Soit w' un ouvert convexe de S avec w'<cc w. On pose

(1)) o =(f,, 1(z0)) | o

Le deuxieme membre a bien un sens dans I' (4 x o',C) puisque

[yr t0sm) €m°(a(e’) NQ, 0)

s'envoie dans T _ (a x Sn'1 , C). Soit @" un ouvert convexe de Sn-1
Qx o'
tel que w'Cw'. I1 faut vérifier que si M€ ",
i f (2,m) €8’(d(w') NQ, 0)
w'-w"

est nul au voisinage de T dans C. Pour cela considérons un recouvrement
fini de w'-w" par des parties (Ia)a dont 1'enveloppe convexe ne ren-

contre pas T. On a :

f fee = D f e - et N¢ <upp,. [ r(z.m)
4 " B " Cwv - . "
w W a “1a0(w -w") o e -w
De méme s1 £ (#.1) = do( /A ou o (.)€ H(d (w)mn.gg'a), et s1 @

1 . ’
est contenu dans w a un bord de classe C. il resulte de la formule de

Stokes que

J' ?f (an) =J‘

g (Z,T\)
W dw'

et un raisonnement analogue aun précédent montre quec 1l'image de f dans
C est nulle au voisinage de T, si M€ w'. Le morphisme ¥ est donc bien

défint.
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Théoréme 6 : Le morphisme ¥ K-~ C

¢>1 un isomorphisme

Corollaire : Soit I une partie convexe fermée propre d= Sn_l, d'in-
térieur non vide. Soit fEHO(d (1) NQ,0). I1 existe Q' voisinage de {,
fis (z,n) EHO(Q' X IﬂD+, 62_1) tels que

£ (2) =] e(zm)

1

ESQUISSE DE DEMONSTRATION DU THEOREME 6.

n-1

Soit B 1'application a'(m") - T ®" x s, K)

w - (u*en) e (1)

On vérifie que si u est analytique sur un ouvert Q' de ]Rn, B(u) est nul

sur ' x Sn-l.

Désignons par (B/Q)*(]Rn) le quotient par @ (]Rn) de l'espace des hyper-
fonctions sur R analytiques en dehors d'un compact et par K*(IRnxSn—l)

(resp. C*(IRnx Sn—l)) l'espace des sections a support compact de K

(resp. C) sur R" x Sn—l. L'application B se prolonge en une application

de (B/a),(R") dans K,(R" x s""1) et le diagramme

Ky x s"71)— 0, @ x s

N

(B/a),(®")

est commutatif.
I1 suffit alors de vérifier que B o b diminue les supports dans R x S

afin de le prolonger en un morphisme de C dans K, inverse de Z.

n-1

’
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§_8. SOLUTION ELEMENTAIRE.

Soit P (x,DY) un opérateur différentiel d'ordre m a coef-
ficients analytiques sur un ouvert de R". Soit w un ouvert de Sn—1

tel que

Pm (Xyn) 7": 0 (X,T]) €0 x w

~
Soit 0 un voisinage complexe de Q sur lequel les coefficients de P sont
holomorphes et P (Z,DZ) le complexifié de P sur (i. L'opérateur P dé-
finit naturellement un morphisme de C dans C ou de¢ K dans K sur (O x Sn~1,
puisqu'il opeére sur les fonctions holomorphes. Nous allons construire

un inverse de P au dessus de Q < y.

Soit u (z,N,p) la "solution unitaire du probléme de Cauchy".

P (z,0,) u(zm0p) =1 u (z,M,p) =0 (| <zn>-5p")

u est holomorphe au voisinage de < z,T > = p ( et ce voisinage est "uni-

forme" en T) et dépend analytiquement de (z,T,p).
Soit a€ €, Ima = Im «~ 2,7 > Re oo < Re < z,7M > o "proche" de <z,T >

Posons

<z.M>u(z,7n,1t)
Va(7~ﬂ~P) = Ia —_—_—dt

n+1
(t-p)

Pour o tixé Vo est hoiomorphe dans 1'ouvert < Im z,T| > -p < 0 au voi-
sinage de < z,T > = p.

Si o' est choisi comme o on a

o u(z,ﬂ.t)

Va7 Var T Ia‘ 1 4t
(t-p)
et cetle fonction est holomorphe au voisinage de < z.T > = p.
Enfin
< z,N ™ u(z,'ﬂ,t) 1 1
P (Z,DZ) va(z,ﬂ,p) = Ia P (Z.DZ) el dt = - o

n
(t-p) (<z,1>-p)
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Ceci parce que u (z,M,t) s'annule & 1l'ordre m sur <z,T>= p.

Posons

Ea(z,Z‘,Tl) = - n Va(z,ﬂ,< Z','ﬂ>) U)(T\)

Soit

2n-1l

Aa = {sz'sﬂsﬂ‘ 61R2n><S x',M = - T\'}

[}

L'image de Ea par 1l'application ¢ peut étre considérée comme un élément

de T a(Q x @ x wx wC) (en identifiant w x w & son image dans S2n-1)'

A
Soit E cet élément, qui ne dépend pas de a.

M. Sato interpréte alors les éléments de [ a(Q x 0 X w X wy,C) comme les
opérateurs pseudo-différentiels sur T'(Q x %,c), et E est alors un in-
verse a droite de P puisque

w(m)

P(Z’DZ) Ea(mZ',T]) = .
< z-2z2',T>

d'ou

P(x,DX) E =26 (x-x")

1

en désignant encore par & 1'image de la masse de Dirac dans r(mﬁxs“" ,C).

td

3 3
On construit de méme E inverse a droite de 1l'adjoint P de P, ce qui

par transposition nous donne un inverse a gauche de P. En conclusion

Théoreme 7 : [9]
Si Pm (x,M) # o sur Q x w, il existe E et E' appartenant a

' (Qxaxwx wC)
Aa

tels que

E' P=1Id sur Q x w

o]
=
[}
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1 »

‘ Corollaive 1 : Soit @]) = {x.NEQ x g"-

|

P (\'ﬂ\ = 0 }.
m

L

P

: -
Alors P e=t un isomorphisme de C au dessus de (G x S

’Cnrollaire 2 : Supposons P elliptique =ur (4. Alers P est un isemor-

’ /
iphl%mc de B/p au dessus de (3.
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