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UNE THEORIE ALGEBRIQUE DES BASES ET FAMILLES BASIQUES
DES ALGEBRES DE LIE LIBRES

par Gérard VIENNOT

I. Bases des algdbres de Lie libres

Introduction.

Le but de ce chapitre est de construire et étudier une famille de bases des algdé-
bres de Lie libres, comprenant des bases classiques de LYNDON-SIRSOV [ 3], [16] et
de HALL [5]. Ces bases correspondent & la généralisation maximum possible du "col-
lecting process" des commutateurs basiques de P. HALL [6]. Nous donnons de multi-

ples procédés de définition de ces bases. Toute cette étude repose, en fait, sur la
notion de factorisation compléte du monofde libre.

Certains résultats ont été annoncés, dans des notes aux Comptes Rendus [20], et
il est envisagé que le présent texte soit 1'un des articles qui constitueront la

thése de l'auteur [19]. Ces bases étaient connues de SIRS0OV [17], et viennent
d'étre retrouvées par J. MICHEL [ 9].

Dans tout cet exposé, X est supposé fini. Il n'est pas difficile de généraliser

tous les théorémes pour X quelconque.

1. Rappels et notations.

S0oit X wun ensemble non vide. Nous désignons par M(X) (resp. X+ s Yesp. X*)

le magma libre (resp. demi~-groupe libre, resp. monoide libre) engendré par X .

En fait, X* = x* u {e} , o e est le mot unité de longueur nulle., Le magma

M(X) est aussi 1l'ensemble des mots "parenthésés", et &% : M(X) —> X* désigne

1'application canonique de "déparenthésage".

Exemple : Pour u=(x, (x, y)e Mz ,y) , &

é1ément u de X* (resp. M(X)) sera notée ]u‘ . L'ensemble des mots de X¥* de
longueur n (resp. de longueur < n) est noté x* (resp. Xn) .

u = x2 Y « La longueur d'un

Soit K un anneau commutatif unitaire. L'algdbre associative libre engendrée par

X , & coefficients dans X (ou algdbre des polynBmes en variables non commutati-

ves), sera notée KX) « Soit A 1'application M(X) —> K{X) consistant & "rem-

Placer" les parenthdses par le crochet de Lie [u , v] =uv - vu .

Exemple : Ax(x , y)) =[x, [z, y]]
libre L(X) , engendrée par X
sous-module de K(X)

= x° Yy - 2xyx + yx2 e L'algdbre de lLie

sur K , peut &tre identifiée en tant que module au

formé des polyn8mes de Lie, c'est-&-dire des combinaisons 1li-
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néaires d'éléments (ou alternants) de A(M(X)) . La multiplication de L(X) est

alors le crochet de Lie, [u , v] = uv = vu (qui est un polyndme de Lie lorsque u

et v 1le sont). L'algdbre enveloppante de K(X) est L(X) . Si
algéhre de Lie libre de L(X) y une famille basique de £
ments de L(X)

£ est une sous-

est une famille 4'é1é-
engendrant librement £ (en tant qu'algebre de Lie).

En tant que module, L(X) est un module libre. Nous rappelons les deux procédés

classiques de construction de bases de L(X) .

Bases de Hall [5], [6] (voir aussi [1] et [11]). - Soit H une partie totalement
ordonnée de M(X) vérifiant les trois conditions :

(Hal) XcH

H

U.EH, VEH,
(Ha2) ¥ h=(uv) eux) - - x, (hea)@:§u<v,

veX ou v=(v'yv") avec vi<u

(HO) YueH, YveH, (lu\ < lvl) = (u<v).
Aors AH est une base de L(X) appelée base de Hall de L(X) .

Bases de Lyndon-Sirgov [8], [3], [16]. - Supposons X totalement ordomnné, et X

ordonné par l'ordre lexicographique correspondant. Soit F 1'ensemble des mots
lexicographiques standards :

P=fuext, vrext, vgex", (u=rfg) => (u<egf)}.

Tout u € F admet des facteurs gauches dans F (car X c F) « Pour u€ ¥ -~ X,
notons alors u = u' u" , avec u'

by

a F et distinct de u . Alors

le plus long facteur gauche de u appartenant

u" € ¥ , et on peut ainsi définir une application
bt F > L(x) par récurrence sur la longueur des mots @

SV X€ X, pPXx =X
2V mw = u! u" S F ~ X ’ p,u = [p.u' ’ “,u"] .
Alors uF est une base de L(X) appelée base de Lyndon-éiréov.(éiréov 1tavait

définie différemment, mais elle se raméne & celle de Lyndon par des symétries sur
les ordres).

Exemple : Soit X = {x , y} ordonné par x <y . Alors

u = x2 yxy € P et pu = [z, [z, yll, [z, Y]] .

2. FPactorisationsde Lazard.

Nous introduisons la notion de factorisation de Lazard afin de pouvoir démontrer,
grice au théordme d'élimination de M. LAZARD [7], que les familles d'alternants dé-
finies dans les paragraphes suivants sont effectivement des bases de L(K) . De
plus, ces factorisations donnent un moyen simple de construire tous les alternants

de ces bases, de degré inférieur & un degré donné,

Nous rappelons d'abord le théoréme de M. LAZARD (73, [1].
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THEOREME d'élimination. - Soient X de cardinal >2, x € X , et Y =X~ {x}
l'ensemble X privé de la lettre =x ., L'algébre de Lie libre L(X)

est somme di-
recte du sous—-module libre K.x et de la sous—algtbre de Lie admettant comme fa-

mille basique la famille des (ad x)n.y pour n>0 et yeY.

(Rappelons que ad x est 1l'application u r—=> [z ,ul.)

DﬁFINITION 1. = Une factorisation de Lazard est un ensemble T totalement ordon-

né de mots de X' tel que, pour tout entier n , l'ensemble (fini)

FaXl={u s .oy vl

des mots de F de longueur < n , ordonné par l'ordre induit u1 < u2 <eoo< uk+1 s
puisse &tre obtenu par la suite "d'éliminations" suivantes @

fu € X, Y, = u?(X . {ul}) = Ui}O ui(X N {ul})

; 1

4

5 %

!“2 €Yy I,= u2(Y1 + {w,)

%“ke Ty v Yo = (T~ ()

Mg € Yy o

Remarque. — En effectuant a priori une telle suite ul,Yl,ustgt°"'uk’Yk’uk+1 !

les éléments u1 9 see uk+1 seront tous distincts,

Exemple : L'ensemble F des mots lexicographiques standards, ordonné par 1l'ordre

lexicographique, est une factorisation de Lazard (voir §4). Vérifions-le pour les
mots de longueur < 4 ,

v 8 3 2 2 .2 2
FonX = {X 9 X VT 29X Y 39X ¥ 9 XY 9 XY XYB ’ Y}

(les é1éments étant rangds dans 1'ordre). Il vient :
2
wo=%, Y ={y,xy,x y,x3y,---}

o
I

3 2
2 Xy’Y2={y’Xy’Xy,Qoo}

2
vy, Y3={y.xy.x2y2,---}

2 _2
XYQY4={Y'Xy’¢oo}

i

o
1

5 XYy » Y5={yaxy2,...}

2
u6 = Xy ’ Y6 = {y 9 Xy3 9 '.c}

U7=xy3, Y7={y,...}
u8=y.
Dans chaque Yi » on a négligé les mots de longueur > 5 « Soit F une factori-

sation de Lazard. Supposons n fixé dans la définition 1. Nous définissons une ap-

plication m ¢ F 0 X% —> M(X) par la récurrence @
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;pour x € X , nn(x) =X ,
| i-1

ipour u=u y,avec ye€ X - {ul} sy 121, m ou= (ul s T, Wy ¥)

iono

i i A i_1
{pour u u; y avec Yy € Yk-lx’ {uk} y i21, mous= (nn W s T W y) .

Le lecteur vérifiera qu'il existe une, et une seule, application m 3 F -—> M(X)
coincidant avec m, sur Fnx? pour tout n .

DEFINITION 2, — Soit F une factorisation de Lazard. L'application T précédem~
ment définie est appelée parenthésage de F .,

En appliquant le théordme d'élimination dans chacune des éliminations (ui ’ Yi)
de la définition 1, il est immédiat de prouver le résultat suivant.

PROPOSITION 1. — Soient F une factorisation de Lazard de X* » et m son pa-
renthésage, La famille {k.ﬂ(u) s ue€F}

L(x) .

est une base de 1l'algdbre de Lie libre

3. Ensembles de Hall.

Soit H une partie du magma libre M(X) vérifiant les conditions (Hal) et (Ha2) -

du "collecting process" de Hall (voir §1). Si l'on supprime la condition (HO) sur

les longueurs, alors la famille {\h 3 h € H} n'est plus forcément une base de

L(X) . Divers auteurs ont donné des conditions suffisantes pour avoir une base [12],
[15], [17]. Nous montrons que la condition (HaB) de SIRSOV [17] est une condition

nécessaire et suffisante pour avoir une base ; de plus, les ensembles H ainsi dé-

finis correspondent exactement aux factorisations de Lazard. La condition (Ha3)
vient également d'&tre retrouvée par J. MICHEL [9].

PROPOSITION 2. - Soit H une partie totalement ordonnée du magma libre M(X)
vérifiant les deux conditions (Ha

;) et (Ha,) du §1. Alors la famille {ih; h €H]
est une base de 1l'algdbre de Lie libre L(X)

si, et seulement si, on a @

(Ha3) vueH, VyveH, ((u,v)el) = (u<(u,v)).

Démonstration de la condition nécessaire. — Nous prouvons les lemmes suivants

LEWME 3.1. - Soit H< N(X) vérifiant (Ha,) et (Ha,). Alors tout f e X' peut
s'écrire sous la forme ¢

= _ oK
f = fl coe fp ’ fi = § hi ’ hi €H, h1 > eee ?'hp .
De plus, pour tout g e X* , fg peut s'écrire :
= f° t 1 - ¥ ] 1 t 1,
fg fl LA R f! ? fi 6 hi ] hi € H ? hl > sece 2 hq E‘_b_ lfl‘ S lfl‘

Soit f € Xn vérifiant la premidre condition du lemme, Pour tout x € X , le

lecteur vérifiera aisément, avec les conditions (Hal) et (Haz), que fx vérifie
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encore cette premiére condition, et que 1l'on a la deuxiéme condition avec g =x .,

Une récurrence sur ‘fl , puis une récurrence sur !gl prouvent alors le lemme,

IEMME 3.2. = Soit H S M(X) vérifiant (Hal), (Haz) et telle que {Ah

he H}
soit une base de

;
L(X) . On a alors la propriété d'unique factorisabilité :

(UF) Pour tout fe X' , il existe un unique p-uple (h1 s ose hp) tel que

f=f oo.f ,f.=6*hi’h

LN ) >
1 D i i € Hy, h, > > h

1 p°
D'aprés les formules de Witt, le nombre d'éléments de H de longueur n est en
fait @
1 (n) = 3,1 w(@) ¢¥2
q a|n #ld) q
(avec

p la fonction de Moebius habituelle, et g 1le cardinal de X ).

Par un argument combinatoire sur les nombres zq(n) s on peut alors prouver que
. * PP N . . s .
si F=¢§ H vérifie la premiére condition du lemme 3.1, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes

A

(cara(F n X7) < zq(n)) <==> (Card(F n x*) = zq(n)) <==> {UF)

(voir aussi [14]). Ainsi, d'aprés le lemme 3.1, la restriction de
bijective, et F vérifie (UF),

5* 4 H est

IEMME 3.3, = Soit H vérifiant (Hal), (Haz) et tel que F =g H vérifie (UF).
AMors H vérifie (HaB).

(@) ¢ Soient x et y &léments de X avec X < ¥ .

Supposons (x , y) <x . Alors h=((x,y) , x) €H .

(al) Si h>y , f =xy xy se factorise sous les deux formes

. - _ .
L"flfz, fl—-Xy. f2-—xy, f1,f2

*
= = = > .
T f3 f4 ’ f3 XYX f4 Y f3 ’ f4 €gs” H, f3 > f4
(az) Si h<y, alors (h, y) EH, et f = xyxy admet encore deux factorisa-
tions distinctes sous la forme de (UF).

€ 6* H

Ainsi dans les deux cas il y a contradiction avec (UF).

(B) : Supposons que H vérifie la condition :

(HaB,n) VoueH , VvV vel , |ul+|vi<m , ((u,v)ed) => (u<(u,v)) .
Soit alors h=(u, v) €eH, Jhl =n + 1. Supposons h < u . Nous notons
uO =u = (u1 ’ vl) 9 ece ui = (ui+1 ’ vi+1) Jusqu'a up__1 = (up ’ vp) avec
upeX.

Si pour tout i, 1<i<p, h< uy alors (h ’ up) € H , Sinon, il existe

m , plus petit entier de [1 , p] tel que w <h.Alors h<u ., et dtaprds

(Ha2) s On a (h N um_l) € H., Ennotant f =6%nh , nous venons de prouver llexis—
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tence de deux factorisations distinctes de ff selon la forme de (UF). Ceci est

contradictoire, et donc u<h

Par récurrence sur n , on prouve alors le lemme. Les lemmes 3.1 et 3.2 prouvent
la condition nécessaire de la proposition 2,

C. Qo Fo Do

Dénonstration de la condition suffisante., - La condition suffisante de la propo-

sition 2 n'est qu'une conséquence de la proposition 1 et de la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 3. - Soit H wune partie totalement ordonnée de
conditions (Hal), (Ha2) 32.(Ha3) « La restriction de 6*

F =§"H , ordonné par 1'ordre correspondant de

M(X) vérifiant les

‘é H est bijective, et

H , est une factorisation de
Lazard. De plus, son parenthésage associé m ¢ F —=> M(X)

est la bijection réci-

proque de la restriction de §* a H.

Démonstration. — Soient H une partie totalement ordonnée de M(X) vérifiant

* . .
(Hal), (Ha2) et (Ha3), F=38"H, et nelN . Soit {hl seaey hk+1} 1l'ensemble
des é1éments de H de degré

< n ordonné par l'ordre induit de H :

hl <h2 < LI ) <I1k+1 L ]
D'apres (Ha2) et (HaB), ona h, € X, Notons :

1
= = * ~ o
u, =h, et Y ul(X {ul})
Soit m ol {ul} U Yl -~> M(X) défini par récurrence :
SV x €X , mox = X 3
i . i=-1
zpour u = u1 y aveec y € X . {ul} s 1>1, nl u = (u1 ’ ﬂl u1 y) .

Une récurrence sur les degrés prouve alors, avec (Hal), (Ha2) et (Ha3), les deux
conditions ¢

(rt) m(¥)<cH,
(Rg) (v h = (hl,h") eM(X) , heH) => (6¥he Y, et h= ﬂl(é* h)) .

Soit p entier, 1 <p<k
vantes (R R') et (R") :
(R), (R1) et (D)
:6*}1

(Rb) uy EIRELEE up = % hp sont tous des éléments distincts tels que
1'on puisse dcrire 3

» et supposons vérifiées les trois conditions sui-

€ = ¥ . .o o = * .
up €Yy uy €Yy = w (T (0 ]) e up e Yy = (5 s (g )
Notons Yp = ';(Yp_1 N {up}) o Comme pour la définition 2 du parenthésage associé
a4 une factorisation de Lazard, on peut alors définir par récurrence une application
moe

b {ul} U ses U {up} U Yp ~=> M(X) , qui cofncide avec Tt sur
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{ul} U ees U {up-l} U Yp-l

i
t telle qu =u avec ey u i>
et te que, pour u o 7 v =1 {p}’ > 1
ji=1
T U=\ u T _u °
P (ry vy oy w7 )

les deux autres conditions (RI')) et (Rg) sont alors :
' = e = <
(Rp) np(ul) h, o, ’ ﬂp(up) B s ﬂp(Yp) H
(Rt) (v, el1p) s ¥ b= (h,n") €n(®), heH ==
* _ ¥*
(6*h e fu ,}u.u fwlut et hs= np(a h)) .

Si hp;—l € X , alors (Rp) prouve que hp+1 € Yp o Sinon on peut écrire

= 1 " 1 " e .
hp+1 (h* , h") avec h' et h H

D! aprés (HaB), h! =h;, avec i€ [1, p]. Alors (RI')) et (R;) impliquent

) hp+1 = uP+1 € Yp et hp_'_1 = ﬁp(up+1) .
Soient
= * ~
Yp+1 up-!-l(Yp {upl-l})
et

—> M(X)
défini de 1 A ) . i = . iti
a m8me fagon que np On a bien np+1(up+1) hp+1 Les conditions

(Rp) et (Haz) prouvent, grice & une récurrence sur les longueurs, que

(

)e<H.

o1 o

0 d !
n a donc (Rp-i-l) .

D'autre part, soit ie€[1 ,p+ 1] et h = (hi » h") € H,

Si i< alors d'aprés (R"), h vérifie (R! .
P apres ( p). véri ( p+1)

Si i =p+ 1, une récurrence sur lh"‘l prouve, avec les conditions (Ha,),

(Ha2), (HaB), (RI'D) et (R;), que 8* h e {up+1} ] Yp_*_1 et h = np—1—1(5* h) o
Ainsi les 3 conditionms (Rp+1) ’ (R::H-l) et (RI';_H_) sont vérifides, Une récurrence
sur p finit la preuve.

C. Q. Fo Do

Par commodité, nous posons maintenant la définition suivante.

DEFINITION 3. — Une partie totalement ordonnée H du magma libre M(X) , véri-

fiant les trois conditions (Hal), (Ha2) 311 (HaB), est appelée un ensemble de Hall,

Remarque, = Si H est un ensemble de Hall, on peut démontrer qu'il existe une

seule relation d'ordre total telle que H vérifie (Hal), (Haz) et (HaB).
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Nous terminons ce paragraphe en énoncant 1l'équivalence des factorisations de
Lazard et des ensembles de Hall

PROPOSITION 4. - Il existe une bijection & entre les ensembles de Hall de M(X)

et les factorisations de Lazard de X* .

Si H est un ensemble de Hall, alors

pondant de H (la restriction de &*

Q(H) = 5* H ordonné par l'ordre corres—

est bijective).

5i F est une factorisation de lazard, Q_I(F) =7PF , oU m est le parenthésage
de

F et ou mF est ordonné par l'ordre correspondant de F ,

Gréce & la proposition 3, il suffit de prouver que pour toute factorisation de
Lazard F , l'ensemble 7iF est un ensemble de Hall.

4, Autres caractérisations.
SRV TES R SR R

Les bases de L(X) que nous venons de construire peuvent étre définies & partir

des ensembles de Hgll ou des factorisations de Lazard. Nous donnons ici de multi--
ples autres constructions équivalentes, et en particulier nous retrouvons la facto-

. . b4 3 . 0 3 .
risation de Lyndon-SirSov. Pour ceci, nous rappelons la notion de factorisation

compldte d'un monofide libre de [14] qui joue un r8le central dans tout cet exposé.

DEFINITION 4., = Une factorisation compldte de X*

+

est une partie totalement or-
donnée F de X

telle que :

(UF) Tout f € X+ s'écrit d'une maniére unique sous la forme :

1 — 2 2 LN ] . p L]
Exemple 1. = Il est aisé de vérifier directement, & partir de la définition,

qu'une factorisation de Lazard est une factorisation coumpléte,

Exemple 2, -~ Soit F 1'ensemble des mots lexicographiques standards de X+ .

T est une factorisation compldte de
X* , appelée factorisation de Lyndon-SirSov [8], [16].

ordonné par l'ordre lexicographigue. Alors

Remarque. — Pour les factorisations complétes F , étudides dans cet exposé, on

peut en fait affirmer qu'il existe au plus une relation d'ordre total sur F telle
que l'on ait (UF),

Nous énongons maintenant sans démonstration les propositions suivantes, qui con-

tiennent en partie des résultats du paragraphe précédent,

Notations. ~ Si F est une factorisation compldte de X* , et f € xt s NOUS no-
terons F(f) 1'unique p-uple (f1 9 e o fp) tel que

f = f1 ces fp s P>1, fi €EF , £, > eee>F°F

PROPOSITION 5. - Soit P une factorisation compldte du monofde libre X* ., Les 9

conditions suivantes sont équivalentes @
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(i) F est une factorisation de Lazard j

(ii) I1 existe une partie H de M(X) vérifiant (Hal), (Haz) et telle que
F=23¢%H;

ii') Il existe un ensemble de Hall H de M(X) tel que F = &% H j
( de tel que

9

(iii) (resp. iii')) Pour toute décomposition en somme ordinale F = F! + P
l'ensemble des mots f € X* +tels que :

?

f=e ou F(f) = (fl 9 see fp) avec fi e,

est un sous-monofde de X" (resp. sous-monoide libre) H

(iv) v fex’, vgex*, ona

I

F(£)

(iv') (v » VegeF, f<g) == (F(feg) =@} ,..., fé) avec lf|<|fil;
(V) Vf€X+s VgGX* » ON &

(£

9

12 °°° fp) ’ F(fg) = (f'l 9 eee f:l) avec ‘fll < lfi‘ H

]
=

<fly

F(f) = (fl 900y fp) ) F(fg) = (fi gecey f('l) avec T 1

(v') (Wfer, Yg€F, fgeF) = (f<fg) .

1

le paragraphe précédent prouve que (i) <z==> (ii) <==> (ii') = (iv). I1 est aisé

de prouver les implications suivantes ¢

(1) ==> (iii') =—> (ii;)

Y
TSy

(i/\i')‘ == (iv) ==> (iv') => (v')
“ ‘::\\‘Q,\ . f//'//

La démonstration de la proposition se fait en prouvant (v') ==> (i).
Remarquons que J. MICHEL [9] a retreuvé aussi la condition (v').

Nous connaissons deux moyens équivalents de construire des bases de L(X) avec

une factorisation compldte vérifiant 1l'une des conditions de la proposition 5. On
peut revenir & la définition du parenthésage associé & F comme factorisation de
Lazard, ou aussi revenir & l'ensemble de Hall associé & T , Nous donnons trois
autres procédés équivalents.

PROPOSITION 6, — Soit F une factorisation vérifiant 1'unc des conditions de la
proposition 5, et notons M ¢ F —=> M(X)

et notons

son parenthésage associé. Soit feF - X,

f=f'f" agvec nf =(h' , h") , ¥ ht =fteF, s WM =f"e P,

On a alors les trois conditions suivantes :

(i) (resp. (ii)) f' est le plus long (resp. plus grand) facteur gauche de f
qui soit dans F et digtinct de f .
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(iii) On peut écrire f =gx 4, g€ X+ , x€X gi F(g) = (f' N gz gecey gq) .

Exemple. — La factorisation de Lyndon-Sirdov [87, [3], [16] vérifie la condition
(v'). La condition (i) permet de retrouver la base de Lyndon, la condition (iii)

retrouve celle de Sirfov ui sont ainsi les mémes bases,
s Q

On pourrait définir toutes les conditions duales de la proposition 5, ce qui in-
troduit la classe remarquable des factorisations complédtes régulidres vérifiant les
conditions de la proposition 5, ainsi que leur duales,

DEFINITION 5. = Une factorisation compléte F du monoifde libre X* est dite ré-

gulidre lorsqu'elle vérifie l'une des deux conditions équivalentes suivantes @

.

(1) (v£eF, vgeP, f<g) == (fge¥).

(ii) (W feF, VgeF, fgeP) = (f<fg<g) .

En effet la condition (i) (resp. (ii)) est la conjonction de la condition (iv')
(resP. (v')) de la proposition 5 et de sa duale,

Exemple, ~ La factorisation de Lyndon-SirSov est régulidre.

Les bases (& droite ou & gauche) associées aux factorisations régulidres jouis-
sent de propriétés remarquables et sont particuliérement commodes, comme celle de
Lyndon-3irSov pour les calculs sur ordinateur (voir [9] et 1'exposé de J. MICHEL &

ce méme séminaire [10]).

On pourrait donner une construction générale des factorisations complétes régu~

lidres, Elle repose sur la proposition suivante @

PROPOSITION 7. - Une partie totalement ordonnée F du demi-groupe libre X' est

une factorisation compléte régulidre de X* si, et seulement si, elle vérifie les

trois conditions

(i) Xc7F;

(ii) vf&P - X, 3u€F, IVEF tels que u<v et f=uv;

’

(iii) (WueFP, VveF, u<v)=(uweF et u<u<v).

Enfin, les factorisations complétes réguliéres jouent un réle important dans des
problémes combinatoires de réarrangement de suites : ce sont des factorisations
spéciales au sens de De. FOATA [4] (voir aussi [2]).

IT. Familles basiques dans les algébres de Lie libres

Introduction,

Ce chapitre est une généralisation du chapitre précédent. Nous construisons des

familles basiques de sous—algdbres de Lie libres de L(X) dont la somme directe
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est L(X) . Dans le cas ou chacune de ces familles basiques n'a qu'un seul élément,

nous retrouvons une base de L(X) .

L'outil essentiel de cette étude est la notion de factorisation du monoiIde libre
X* . Nous énongons sans démonstration une succession de propositions, qui devien-—
nent toutes celles du chapitre précédent dans le cas ou les factorisations sont

complétes. C'est par souci de clarté pour l'exposition que nous avons été amenés a
commettre ce crime de lése-Bourbaki.

Certaines démonstrations se transposent sans difficultés. Par contre, le théordme
d'élimination de LAZARD est remplacé par les notions de bissection et de bascule.

La démonstration de la proposition 3 devient nettement plus compliquée.

Enfin, nous montrons que nos méthodes permettent de construire aisément des fa-

milles basiques de quelques sous—algébres de Lie remarquables de L(X) .

Nous reprenons les notations du chapitre précédent, et ne supposons plus que X
est fini,

Les démonstrations se trouveront dans l'ensemble de la these de 1l'auteur [19].

le Factorisations des monoides libres.

Nous reprenons la définition de M, P. SCHUTZENBERGER [14] =

DEFINITION 1. — Une factorisation du monoide libre x* est une famille

%-—(Yj, jeJ)

de parties non vides de Xt indexée par un ensemble totalement ordonné J et

telle que tout f € X" admet une écriture unique sous la forme @

f=f1.~nfp, P>1’ fleYJi, 31?...>’Jp.

Exemple 1. = Si chaque Yj n'a qu'un ssul élément, nous retrouvons les factori-

sations compldtes du chapitre I.

Exemple 2, - Soient X de cardinal > 2, x €X et Y =X ~ {x} . Posons
J=[1, 2], T, = {x} et Y, = x* Y . Alors il est évident que {Yj y 3 €T}

est une factorisation de X¥ o

Exemple 3, - Soit o un morphisme de X* dans le monoTde des réels additifs (ce

qui revient 4 se donner les valeurs de < sur les lettres de X ). Pour r €R,
soit

. +
Yr ={f e X" ’ -%%T =r et Vu,veX , f=uv ==>-$E% <r}.

Soit J={reR, Y # g} , ordonné par l'ordre induit de R . Alors

est une factorisation de X¥ (voir [18], [14], [4]) appelée factorisation de
Spitzer,
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Le lecteur s'en convaincra aisément par une interprétation graphique évidente. A

tout mot f = Xy eee X € x* , on associe une ligne brisée dans le plan R x R en

joignant les points (i , O(Xl oee xi)) s 1i€[0, n]. L'unique factorisation de
f sous la forme f = fl cee fp de la définition 1 est donnée par les intersec-—
tions de la brisée associde au mot f avec l'enveloppe convexe de la partie située
sous la ligne brisée.

’

Notations. = Soit & = (Yj s j €J) une factorisation de X* . Chaque Y, est
un code de x* s c'est-a~dire une partie de Xt engendrant librement le sous-
monofde Y qu'il engendre (voir [13]). Ces codes Y. forment une partition de
LG Y. = Cont(9%) , appelé contenu de & , Le support de & est J , et noté
Supp(%) « L'unique factorisation de f € X" selon la définition 1 est notée

s(f) = (fl seves fp) « Enfin f ~—>T désigne 1'application Cont & —> Supp &
définie par f € ¥§ .

2. Bissections des monoides libres.

DEFINITION 2e = Une bissection du monofde libre X* est une factorisation

5=(Yj; jel1, 2] .

En notant Yl =B, Y2 = A , cela revient aussi a écrire = A* B*  avec uni-

cité de la décomposition. Nous noterons aussi %= (A, B) .
Nous donnons une construction générale des bissections de x* s simplifiant celle

donnée en [14]

PROPOSITION 1. - Soient (A;) et (B;) deux suites de parties de X' telles
gue :

(Al ’ Bl) est une partition de X en parties non vides,

- Vnx2l, A Sh s BS By

- Vin>1, (An+1\ An ’ Bn+l N Bn) est une partition de Bn An N (An (6] Bn) .

Alors, en notant A = Un>1 A, B= Un>1 B (o , B) est une bissection de

X* . De plus, toute bissection de X* est obtenue par cette construction.

Exemple, ~ Nous donnons les cing premiers termes A et B
possible avee X = {a , b}

d'une construction

A
'__Bl ; b | a A]_
N : ,
l. B2§ ba A2
B! ° bea | A
i BB; i as L3
%B4! bbaa ? babaa ;
i ""bbaabaa : bbaaa : i
BSE bbabaa | bbasbabaa | A |
! | bababaa . | ;
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La notion de parenthésage associé & une bissection est fondamentale pour la suite,

Pour ceci, nous avons besoin du lemme suivant.

IEMME 2,1, = Soit (A , B) une bissection de X* , Tout mot f de (AuUB) X

se factorise de maniére unique f =ba avec be B, ae€ A . De plus, BA S AUB .

Nous pouvons donc définir une application m : A U B —> M(X) par la récur-
rence 3

gv x€X, T =X ,

RVaEA, ybeB, mba) =(b, ma) .

DEFINITION 3, - L'application 7 ainsi définie est appelée le parenthésage de la
bissection (A ’ B) .

Son intérét provient de la proposition suivante.

PROPOSITION 2. - Soient (A , B) une bissection de
associée Notons [A] =Ar o m(a) et [B]=2nr o n(B) .

x*, et m son parenthésage

L'application A o m est injective,

Les sous—algdbres de Lie (libres) de L(X) , engendrées par [A] et [B] , ad-
mettent respectivement comme familles basiques [A] et [B] . Le module L(X)

stidentifie A la somme directe des modules L([4]) ® L([B]) .

Dans 1'algdbre K{X) , les sous-algdbres associatives engendrées par [A] et

[B] sont libres et admettent comme familles basiques respectives [A] et [B] .

Le module K(X) s'identifie au produit tensoriel des modules K({A) @ K(B) .

La démonstration de cette proposition nécessite 1l'introduction de la notion de
bascule, généralisant celle de bissection (voir un exposé précédent i ce méme sémi-

naire [21] ou plus précisément [19]).
Dans le cas ou (A , B) est la bissection de 1l'exemple 2, §1, nous retrouvons le

théordme d'élimination de LAZARD [7].

3. Factorisations régulitres gauches des mono%ides libres.,

e

PROPOSITION 3. = Soient H une partie de M(X) s J un ensemble totalement or-

donné, et o ¢ H==>J vérifiant les deux conditions :

(Hal) XcH,

u,ve=H
(Haz) ¥ h= (u,v) € M(X) s h€H <= {ou <ov

veX ou v =(vty") avec ov! <ou.

Alors S(H) = (5%~ ! (j)) 3 3 €J) est une factorisation de X* si, et seu-
lement si, on a
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(HaB) (WueH, VveHd, (u,v)edH = (cugolu,v)) .

DEFINITION 4. - Une factorisation § de X'

est dite réguliére gauche si, et
seulement si, il existe H < M(X) vérifiant (Hal), (Ha2) et (HaB), et telle que
5= 3(H) .

Remarque. = Une telle partie H est alors unique. L'ensemble

tion o ¢ H —>J sont aussi uniquement déterminés.

J et 1l'applica-

DEFINITION 5. — Soit % = $(H) wune factorisation régulidre gauche. la restric-

by

tion de 5* a

H est bijective. L'application réciproque m ¢ Cont(8) ——> H est
appelée le parenthésage de & ,

Exemple, - Les factorisations de Lazard du chapitre I sont exactement les facto-
risations régulidres gauches compleétes., Les bissections et les factorisations de
Spitzer du §1 sont des factorisations régulidres gauches (et dualement & droite

aussi). Pour une bissection, les définitions 3 et 5 sont équivalentes,

La proposition 2 se généralise comme suit.

THEOREME 1. = Soit & = (Yj s je€J) une factorisation régulidre gauche de pa—

renthésage m et, pour j € J , soit [Yj] =\ o ﬂ(Yj) .

(i) L'application A o m ¢ Cont(%) —> L(X) est injective ;

’

(ii) Pour tout j € J , la sous-algdbre de Lie fﬁ de L(X)

engendrée par
[Yj] est librement engendrée par [Yj] s

(iii) L(X) est la somme directe (en tant que module)

> =~ 2 .
(iv) La sous~algdbre associative Oﬁ de K({X) , engendrée par [Yj] s est libre
et librement engendrée par [Yj] :

(v) L'algdbre associative X(X)

est isomorphe (en tant que module) au produit

tensoriel

@/je,]' G.j :@_,EJ .K.([YJ]) .

Remarque, — Lorsque $ est compldte, (iii) redonne les bases de I, (v) est alors
le théoreéme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour L(X) o

La preuve du théordme 1 se fait en définissant 1'analogue des factorisations de
Lazard comme & la définition 1 de I, avec des bissection, puis en généralisant la
notion de parenthésage (aéfinition 2 de 1) pour ces factorisations ainsi que la
proposition 2. La preuve se termine en prouvant 1l'équivalence de ces définitions

avec les définitions 4 et 5, ce qui est l'analogue des propositions 3 et 4 du cha-
pitre I (voir [19]).

Nous donnons des moyens plus commodes de caractériser les factorisations régu-—
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1lidres gauches et leurs parenthésages, par exemple dans la proposition suivante.

PROPOSITION 4. - Une factorisation & de X* est régulidre gauche si, et seule-

ment si, elle vérifie 1l'une des d4eux conditions équivalentes :

(i) 7fext, vgex*,ona: S(f) = (£, 5 oee s fp) , 3(fg)=(f'1 yeous f('l)
avec lfll < ‘fil .

(ii) (v £ € cont(8) , ¥V g€ Cont(5) , fg € Cont(8)) => (F < Tg) .

PROPOSITION 5. = Soit & une factorisation régulidre gauche de X¥ de parenthé-
sage T , et soit f € Cont(%) ~ X . Notons nf = (h' , h")
£ =§*n', £" =" 0", Alors f!
tenant & Cont($) et distinet de f .

avec f = f' f" ,

est le plus long facteur gauche de f appar-

En particulier, une factorisation est dite régulitre si elle est régulidre droite

et régulidre gauche, c'est-a-dire si, et seulement si, elle vérifie 1l'une des deux
conditions équivalentes :

(Re1) vf, ge Cont(8) , T<g=>7fge Cont(%) .
(Re2) Vf,geCont(§) , fge Cont() =>F <Fes <z .

I1 est ainsi clair que les factorisations de Spitzer sont régulitres. Nous termi-
nons cet exposé en explicitant le théordme 1 dans le cas d'une factorisation de

Spitzer sur un alphabet & deux lettres.

4. Exemple : familles basiques et factorisation de Spitzer.

Soit X = {x , y} . I1 est aisé de voir que toutes les factorisations de Spitzer
telles que X <§ sont les mémes. Nous notons Sp

sation canonique de X* . Blle peut se définir par

il

(Yj s Je J) cette factori-

- J est 1l'ensemble des couples

menté de O , et ordonné par :

(p » q) de nombres premiers entre eux, aug-

((p»qa) <, q")) <= (%S%:-) et 0<(p » @) »

bl YO =X
+ lfiy q . ‘u‘y
- Y(p,q)"-—"{f e X ’ T_]_fx=p ’ v u ’VEX ’ f =uv => ux<%} 0

en notant ‘fly (resp. lflx) le nombre d'occurences de y (resp. x) dans T .

. T . . + .
On peut traduire ceci géométrigquement en associant & tout mot de X  un "chemin

minimal™ de N x N : chaque occurence de x (resp. y) correspond & un "pas" ho-

rizontal (resp. vertical) (voir figure ci—aprés). Le chemin minimal correspondant

a T = xyxxyxyyy est le suivant,
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Les mots de Cont(Sp) sont les mots dont le chemin minimal est situé stricte-—

ment (sauf aux extrémités) en dessous de la droite joignant leur extrémités.

3 s
s T € Y(4,5) « Les conditions (Rel) et (Re2) du

§3 correspondent & la construction des suites de Farey sur Q « Pour p et gq

Par exemple avec f = xyx2 VXY

premiers entre eux, soit L(P q) la sous—élgébre de Lie de L(X) formnée par les
H

combinaisons linéaires d'alternants dont le degré en x (resp. en y) est mp

(resp. mq) avec m > 1 , Soit ™ 1le parenthésage de Sp (en tant que factorisa-

tion régulidre gauche). Le théoréme 1 prouve alors le corollaire suivant.

COROLLAIRE, = A o ﬂ(Y(p q)) est une famille basique de L(p Q)
H ?

Par exemple, pour f = xyxz yxy3 » la proposition 5 permet de calculer aisément

Ao n(f) qui se 1lit sur la figure :

X-“(f)=[[x oY]o[[[[x ’[X sY]],[X ’ .V]] vY] 93’]]'

On pourrait aussi appliquer le théoréme 1 pour associer des bases 4 la factorisa—
tion spéciale de Spitzer introduite par FOATA en [4], ou aussi pour expliciter des

familles basiques des sous-algébres de Lie de la série centrale descendante et de
la série dérivée de L(X) .
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