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1. Rayon de convergence de la série de Campbell-Hausdorff, l'opération locale
(x ’ y)t-ma X Ry o

Pour la théorie algébrique de la fonction exponentielle, exposée dans le chapitre

I, les algétbres de Banach fortement ultramétriques rendaient le cadre approprié.

On pourrait appeler ce chapitre II, la "théorie analytique locale de la fonction

exponentielle" ; 1l'accent, ici, est mis sur les algébres de Banach classiques ou,

plus précisément, sur leur analogue dans la catégorie des algébres de Lie. Cet ana~

logue est introduit dans la définition suivante.

II.1. DEFINITION. — Une algdbre de Dynkin L (sur K ) est une algtbre de Lie
topologique compléete sur le corps topologique K

et qui peut &tre munie d‘'une
norme ||| ¢ L -> &' , définissant la topologie, telle que les conditions (i),
(ii), (iv) de I.1 et la condition

(iiit) W= » v < =l |l

soient satisfaites quels que soient x , y€L, r €K,

Remarquons que toute algdbre de Lie topologique compldte est une algdbre de Myrkin
s'il existe une norme l.

qui en fait un espace de Banach tel qu'il existe un
nombre réel C > 0 avec

(114n) I[x , vl <clxllyl

pour tous x , y € L . La norme définie par ||x|| = C|x| 1ui est équivalente, et

satisfait (1i1'). Nous dirons qu'une norme vérifiant (iii!) est une norme unité.

Si A est une algdbre de Banach (associative), alors

Dynkin. Nous posons la question : Quels éléments

AL est une algdbre de
X , ¥y €L peuvent &tre substi-
tuds dans la formule de C.-H. (Campbell-Hausdorff) telle qu'elle a été présentée

dans I. 14, en rendant la série infinie convergente dans L ? En fait, cela revient
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3 trouver le rayon de convergence de la série de C.-H., ce que nous définirons

maintenant.

II.2. DﬁFINITION. - Nous appelons rayon de convergence p de la série de C.-H.

(1.14 (13)) (par rapport au corps valué K ) la borne supérieure dans _§+ U {»} de

l'ensemble des nombres réels r > O tels que la série I.14 (13) converge absolu-

ment dans toute algdbre de Dynkin par rapport & une norme unité, si on substitue &
E , 1N les éléments x , y€ L avec |z , |yl <.

Notons au demeurant que p dépend du développement particulier de § * T en
some inflinie donnée dans I.14 (13) ; il est concevable qu'un réarrangement de la
série change le rayon de convergence. De toute fagon, d'aprés le chapitre I, le
rayon de convergence par rapport & un corps K discrétement valué est 1 , et,
pour le cas classique, sur lequel nous allons noms concentrer pour le reste de ces

exposés, nous démontrerons la proposition suivante @

II.3. THEOREME., - Soit K =R, ou K =C , Alors

—_—

(a) o =~% log 2 .

(b) Sur le disque complexe ouvert de rayon -% log 2 , une fonction f est bien

définie par f£(0) =0 et, autrement, par f(z) = - 27! 1og(2 = ¢2%) y et f est

holomorphe dans ce disque, ol il y a donc une fonction primitive

F qui est uni-
quement définie par les conditions F'(z) = f(z) 33_ F(O) =0, et qui a les pro-
pridtés suivantes @

(i) si Mz) = §;= a, z" , alors

1
‘C(P L PERRENYY ’qn)l
1771 n n . .
aﬁ=Z{ = :zk=1(pk+qk)=m H pk+qE21 pour k=l,.ese,n} (voir I.14),
et
. om 2
lim f/am = Tog 2 *
En particulier, a, = 2, a, =-% .

(ii) Si L est une algébre de Dynkin arbitraire munie d'une norme unité, et si

X, y€ L sont tels que |lx|| , vl < = <'% log 2 , alors

= * ¥ < P(x) < - Log(2 - &%) .

Démonstration. — Dans QL[Q]] s calculons

- R
(exp 2¢) -1 = z:p+q21 P! ot ©

et, par conséquent,

- log(2 = exp 2¢) = - L(1 = exp 2¢) = 2 ((exp if) - )°

n>1
(1) Z) (p+a) > (p, +a, )
=Z‘5'__"_'—z !C(Plvqls---ppnsqn l C 1k ’
n ﬂ? pkiqkl
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sommé sur n > 1 , P+ q 21, k=1, eeo y n , avec les coefficients c de
I.14.

Soit I 1'opérateur continu sur l'espace de Banach fortement ultramétrique
g[[g]] donné par I(gn) = gn+1/(n +1) =0, 1, 2, «.. (opérateur "intégration");
on a évidemment DI =1 avec le D de I.7. La série trouvée dans (1) a le facteur
¢ 3 appelons g-l log(2 - exp 2g) la série obtenue par division par C . Alors

nous trouvons

(2) - 1(ct le(p g seeerpyay) ] Z’ll(pk+qk)

log(2 = exp 2¢)) =2 ,

2oy + a)
sommée corme dans (1).

Regardons maintenant la formule de C.-H. dans I.14. Par récurrence, a partir de
II.1 (iii'), on observe

- DI )
(3) (a2 07! (a2 3) eun(aa )™ (aa )™ gl < P G il llsll < = -

~

Par conséquent, la série infinie, obtenue en substituant & { 1le nombre réel r

dans (2), est une série majorante terme & terme pour la série infinie qui se pré-

S

sente si on substitue = & g et y a T dans I.14 (13), et si on prend la
norme dans chaque terme. Nous en déduisons que p majore le rayon de convergence
au sens classique de la série infinie & une variable (2 « 31 on pose

1 (Pray)

) o) = T le(py s ay sever vy s gl 2

2oy + )
sommée comme dans (17 et (2), on définit une fonction F qui est holomorphe dans

un disque ouvert maximum dont le rayon est le rayon de convergence de la série

n=1 a, z" obtenue en réordonnant la série de (4). Si on pose

so , si z =0

(5) f(z) =

2— 2t log(2 - e2z) , si 0< |z| <-% log 2 ,

on a F'(z) = 1(z) . D'apreés des résultats classiques, f et F sont holomorphes
dans le méme disque maximum de centre O j; en tenant compte de (5), on voit que le

rayon de ce disque est -% lmg 2 « La formule classique pour le rayon de convergence
donne 1lim a;/m = 2/log 2 . Si U=l » |y} < <-% log 2 , la série pour F(r) dans
(4) majore la série pour X %y absolument (comme nous venons de voir), donc

Hx * yu < F(r) « Lorsque tous les coefficients des développements de F(z) et de

f(z) = P'(z) sont positifs, nous avons P(r) < rf(x) pour O0Lr .

I1 reste & démontrer que op S'% log 2 . Nous achevons cette démonstration en
choisissant une algdbre de Dynkin L spéciale, et en trouvant une série minorante
pour la série obtenue en prenant les normes de tous les termes de la série de C.-H.
Pour L , nous prenons _33 (ou .E3 ) par rapport & la norme euclidienne et une

bagse orthonormée € 1859 €5, Cn posant

[e

j,ej+1]=ej+2, J=1)2’3(m0d3)'
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Si nous choisissons x =e, , Y = e, , nous observons

1Y .4 % =1 _
(ad %) ! (aa L i (ad D P (d P Fex {o, e 1 €5 s e3} .
donc la norme de cet élément est 0O ou 1 ; en fait elle est nulle si, et seulemat
si, g1l . gP: g% =0 (I.14).

Posons x=rx, y=7ry avec r >-% log 2 . La série qui se présente, si on dé-

veloppe X %y selon I.14 (13) et si on prend la norme dans chaque terme, comporte

au moins les termes suivants :

| d+2
le(pysayseeespy jray jo1:1) |7

-1
d+ 2 » 4= Z? (pe + q) »

(6)

n = 1,2,... H pk+qk?1 pour k = lyeeayn=1 &
Ces termes sont égaux aux expressions

d
(7) 'C(Pl ’ ql soeey pn~1 ’ qn_l)lr d(n - 1)r2 .
K} *(d+ 2)n ’

pour n > 1, on a toujours (d(n - 1)r2)/((d + 2)n) > r2/4 .

Mais la série sm
o )| L (Pray)
5 Pl ’ q1 geeey Pm: qm

I + qp)
sommée SUTr M = 1 ,.e0, P + 9 21, k=1 4¢60s, m diverge parce que la série
dans (4) a le rayon de convergence 1/2 log 2 . Donec la série des normes des termes

de la série de x % y diverge, Donc p £ r . Puisque r était arbitraire, satis—

faisant r >-% log 2 , on a démontré p 5-% log 2 .

PROBLEME. - Si on utilise, pour la définition du rayon de convergence de la série
Ce=H., la formule I.14 (14) ou I.14 (13), est-ce qu'on trouve le méme rayon ou un

rayon plus grand ?

Définissons un nombre positif ¢ par

(8) Fle) = - fg +71 10g(2 - ezt) at =-% log 2 ,
Lorsque T(r) < - log(2 - le) pour O < r d'aprés II.3, on en déduit
(9) %log(Z—:}-é)<c<%log2;

et on a le lemme suivant.
I ; , | <L
IT.4. LEMME, - Si ||| , ||vl] < ¢ , alors |[x % y]] < 5 log 2 .

Donc si ||x|| , vl » llzll < ¢, la série que nous obtenons & partir de la série
formelle (£ x M) *¢ced[&, M, ¢l], en substituant x ,y , 2 & €, T, C,
respectivement est absolument convergente ; le méme raisonnement stapplique a
E % (n = g) . Mais on a (€ «% ﬂ) * [ =¢ % (n * g) d'aprés I.(14) 1°, Puisque les
séries absolument convergentes dans un espace de Banach peuvent étre réordonnées

sans modification de leur somme, nous obtenons la proposition suivante.
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II.5. PROPOSITION. — Soit ¢ le nombre positif donné par (8), et soit B la

boule ouverte de centre O et de rayon ¢ dans une algébre de Dynkin arbitraire
munie d'une norme unité. Alors, pour (x s Y z) € 33

, les produits x % (y * z)

et (x * y) *x z sont bien définis et coincident.

Par un raisonnement similaire, on déduit de la proposition I. 41 que

axx % (=a) =e 2y

quels que soient x , a€ B,

Nous venons de voir gue chaque algiktre de Dynkin (classique) possdde des ensembles

convexes ouverts équilibrés B qui vérifient les conditions suivantes :

.

(10) Ltopération % ¢ B x B —-2> L est bien définie par la formule de C.-H., et

est continue,.

(11) x , vy, 2z €B entratne que (x *xy) ¥z et x * (y % 2)

égaux. De plus, X *0 =0%x =x , (- x) * X =X % (- x) =0,

existent et sont

(12) Quels que soient x , a € B, on trouve a % X % (- a) = ead 8 x . 11 est

facile d'ajouter
(13) Si x € L et si n est un nombre naturel tel que nx € B , alors la n-iéme
puissance de x par rapport & x est bien définie et coincide avec nx .

Un tel ensemble B , muni de la multiplication « prenant ses valeurs dans L

sera appelé un groupe local associé & L .

I1 est évident que la classe des algébres de Dynkin (classiques) devient une caté-
goriec Dyn si on la munit des morphismes continus d'algdbre de Lie. Si f :

: Ll——aL2
est un morphisme et si B1 c L1 ’ B? c L sont des groupes locaux associés tels

que DynQ;l)Q B, , alors on a visiblement f(x % y) = £(x) * £(y) d'aprds la défi-
nition de 1l'opération locale +* . Les £-morphismes induisent ainsi des morphismes

de groupes locaux.

2. Groupes et sous-groupes locaux.
R T P N Y v

La question centrale qui se pose sur des groupes locaux associés & une algdbre de
Dynkin est dans quelle mesure la structure d'un groupe local (B , %)

détermine la structure de

associé a L
L (1'inverse étant évident). Si 1'on rappelle que

1

X*y=X+y+-§[x,y]+f;=3pn(x,y) pour x ,y € 3B,

LV pn(x , ¥) est un polyndme (de Lie) homogéne de degré n , on trouve facilement
la réponse affirmative exprimée dans la proposition suivante.

II.6. PROPOSITION. — Soit L une algdbre de Dynkin sur R . Si une suite

(Xn,yn,mn)ELxLxE

satisfait aux conditions :
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(1) (0, 0) = umlx, , ¥,) »
(i1) (x ,y) =im(m = , o v)
alors on a
(14) X+ y = lim mn(xn * yn) ,
(15) [x , y] = 1lim mi(xn * Yy, * ( - xn) % ( - yn)) .

Pour x , y€ L on peut choisir x, = (1/n)x y Y, = (1/n)y R mn =n . En parti-

culier, la structure d'algdbre de Lie est uniquement déterminée par la donnée d'un

groupe local associé & L .

Notons que les éléments X kY, et X %Y, K (- xn) * (- yn) sont toujours
bien définis pour n assez grand, en tenant compte de (i). Si x +y est méme
contenu dans un groupe local B , les termes mn(xn * yn) sont entidrement expri-
més par le produit local d'aprés (13), si n est assez grand, Remarquons aussi que
(14) fixe la multiplication scalaire par des nombres entiers, donc par des nombres
rationnels, donc, finalement, par des nombres réels (tenant compte de la continuité
de la multiplication scalaire dans L ). Une multiplication scalaire complexe ne

pourrait pas &tre retrouvée de cette manidre, d'oh 1l'hypothése sur le corps de base.

Considérons maintenant les sous~groupes locauxe.

II.7. DEFINITION. — Soit B un groupe local associé & une algdbre de Dynkin. Uns

partie G de B est nommée un sous-groupe local de B si

(i) =G6G=¢a¢.
(ii) (¢« @) nB<c G .

On dit que G est fermé si G est fermé dans B , autrement dit si

(iii) T nB=20C .

Par récurrence, en utilisant (13), on constate :

(16) Si G est un sous-groupe local de B tel que nx € B, avec X € G et un

entier n , alors nx € G .

I1 est facile de découvrir des exemples : si S est une sous-algébre de Lie fer-
mée de L , alors B NS est un sous-groupe local fermé de B , On discute dans
les numéros suivants dans quel sens inversement, un sous-groupe local fournit une

sous—-algeébre fermée de L .

II.8. THEOREME. — Soit G un sous-groupe local d'un groupe local B associé a

une algébre de Dynkin L . Pour un élément x € L , les propositions suivantes sont

équivalentes @

(1) [resp. (i")] Rx N B = Rx NG n3B [resp. Ef X NB =_§+ x NG NBJ.

(ii) -% X € G pour n assez grand.
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(iii) I1 y a une suite x, €C¢ telle que x=1limnx .

(iv) [resp. (v)] . I1 y a une suite X €6 [resp. X € G] telle que 1lim x,=0,

et une suite m_ € N telle que x =1limm x
n o~ ——=que n'n

Démonstration.

i) et (i') sont visiblement équivalents d'apreés II.7 (i).
q
(1) = (ii) est trivial.
1

(ii) = (iii). Choisissons x, € G tel que “Xﬁ --% x|| <';§ (par rapport & une

norme compatible de L ), donc W—n&”<%.
(iii) = (iv). Prenons m =n, et notons onnH <|lz]| + 1 pour n assez grand.
(iv) = (v) est trivial,

Reste & voir (v) = (i'). Soit donc t € Rt tel que tx € B 3 il faut montrer que
tx € G + Soit, comme d'habitude, [r] le plus grand nombre entier majoré par le

nombre réel r . Alors
0<[tm]gtm <[tm]+1,
puis
0Kt - [tmn]/mn < 1/mn .

Evidemment on peut supposer que x # O , done X # 0 3 par conséquent, la suite

m n'est pas bornée, donc t = 1im[tmn]/mn « Puisque
tx - [tmn]xn = t(x - m Xn) + (t - [tmn]/mn)(mn xn) ,
on conclut :

(a) tx = lim[tmn] X quel que soit t >0 avec tx € B, Puisque B est ou-
vert, [tmn]xn € B pour tout n suffisamment grand, on déduit du (16) ci-dessus
que ¢

(v) [tmn]xn € G pour t comme dans (a) et tous n grands. Mais (a) et (b) en-

tratnent tx e G «

I1.9. THEOREME. - Soit G un sous—-groupe local d'un groupe local B associé &

une algébre de Dynkin L , réeclle.. Alors 1'ensemble LG de tous les x € L qui sa-

tisfont les conditions équivalentes du théerdme II.8 est une sous-algdbre de Lie
fermée de L . On a

LGnB={geEnB: (<1,U0, 2<G}.

8i, de plus, G est fermé et équilibré (iee. (=1 ’ 1Je=6=CGnB ), alors

o a LG NB=G.

Démonstration.

(a) LG est fermde : c'est une conséquenee assez directe de I.8 (i).
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(v) LG est stable pour la multiplication par des scalaires réels : Facile a dé-
duire de II.8 (i).

(e) LG est stable pour 1l'addition et la multiplication de L : Soient x,yE€ LG’
donc x = lim nx , y =1lin ny =~ avee x , Yy € G d'aprés II.8 (iii). On a
X * Yy € G pour n grand, suivant II.7 (ii). Donc la formule (14) de II.6
x +y = 1lim n(xn * yn) montre que X + y € LG y d'aprés II.8 (1ii). On traite
[x , ¥] d'une facoh tout & fait analogue.

(d) les dernidres affirmations résultent de 1.8 (i).

II.10, DEFINITION. - Appelons LG (de I1.9) 1'algdbre de lie associde au sous—

groupe local G de B . L'ensemble G, =1Lyn G= fgzeG; (-1, g € G} est

appelé la composante équilibrée de G j soient Ga la composante connexe par arcs

de O dams G , et Gy 1a composante commexe de O dans G . Nous appelons G

un sous-groupe local de Lie si G est fermé et G, est ouvert dans G . Nous
disons que G est astellaire si Gy = {0} (Donc G est un sous-groupe local de
Lie connecxe si, et seulement si G =1L,n B ).

Si G est fermé, alors G, = L, n B (II. 9), donc est un sous-groupe local
fermé de B . Il est facile de voir que Ga et GO sont toujours des sous-groupes
locaux de B . Evidemment, on a G, < Ga c GO S G & B . I1 peut arriver que toutes
les inclusions dans cette suite soient strictes. Indiquons un exemple qui illustre

bien le cas de la premidre inclusion.

IT.11. EXEMPIE, - Soit L = LZ([O , 1) , \) 1l'espace de Hilbert des (classes de)
fonctions réelles de carré intégrable sur (0 , 1) par rapport a la mesure de
Lebesgue N ; alors L est une algébre de Dynkin abélienne relative au produit
[f, g] =0 . Soient r un nombre positif, et A 1le sous—-groupe additif de L de
toutes les (classes de) fonctions f telles que f((O ’ 1]) € rZ . Evidemment A
est fermé, et le seul sous-espace vectoriel de A est {O} « Pour +t € (O . 1] R
soit Tt 1topérateur continu donné par (Tt f)(s) =f(g) si se (0, t) et =0
si s € )t ’ 1) o« La fonction 1t === Tt est continue pour la topologie forte (to-

pologie de la convergence simple) sur l'espace des opérateurs continus de L , car

t
o, £ -1 f% <[ |£]2 &, pour O <s <t <1

-~ ~ [ ]

Tous les opérateurs Tt laissent stable A et chaque boule B de centre O .
Mais ¢ h—é~Tt £ (0 , 1] ~= L est un arc. Donc A est un sous-groupe comnexe
par arcs de L sans sous-—espace vectoriel non dégénéré, et si on pose G =AnNn B,
alors G est un sous-groupe local du groupe local B associé & L tel que

G* = {0} , Ga = GO = G (donc est astellaire, mais connexe par arcs).

On connait des sous-groupes denses connexes de R2 qui sont totalement discon-

nexes par arcs ; donc on peut aussi avoir Ga =0 3 GO . On note que, d'apres II. 5,

II. = = - = . ;. .
10, on a LG LﬁﬁB s et LG LG LGa LG si G est fermé. De plus, si

(o]
U est un voisinage convexe équilibré arbitraire de O , on sait que LG = Lcdu H

done LG est bien un concept "de caractére local'.
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8i A est une sous-algébre d'une algébre de Lie L , alors il existe une sous-
algdbre maximum contenant A dans laquelle A est un idéal, appelée idéalisateur

1(op, L) de A dans L ; en fait

(17) (A, L) ={xelL: (adx)(a)ca}.

Si L est une algdbre de Dynkin et A une sous-algdébre fermée, alors 1l'idéali-
sateur de A est aussi fermé. Pour la caractérisation de 1'idéalisateur, il est

bon de faire appel au lemme suivant.

IT.12. LEMME, - S1 L est une algdbre de Dynkin et V un sous-~espace vectoriel

ferné, alors (ad x)(V) € V entratne o2 % (V) eV, et si ||z|| < log 2 est re-

latif & une norme unité, les deux relations sont équivalentes.

Démonstration. — Si T est un opérateur continu de l'espace vectoriel topologi-
que sous=jacent de L , alors eT(V) € V est visiblement une conséquence de
(V) SV . Si on consid®re une norme compatible sur L telle que ||T|| < log 2
pour la norme d'opérateur, on note que

T

e = 1| < Tl - 1 < o108 2

done T = L(eT - 1) (tenant compte de I.8 (a) et de la convergence absolue des

séries qui interviennent). Puis la relation
eT(V) € V entratne (eT -1)v)ev,

donc T(V) €V . Si on prend, finalement, une norme unité de L , alors ||x||<log 2
entratne |lad x|

< log 2 , ce qui permet d'appliquer le raisonnement précédent avec
T=ad x,

II.13. PROPOSITION. = Soient L une algtbre de Dynkin et B un groupe local as-

gsocié & L tel que, relativement 4 une norme unité, le rayon de B soit < log 2 .

Si x €L et si A est une sous-algdbre fermée, alors les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) xe1(a, L) .

(i1) Il existe un t # 0 tel que tx € B et exp(t ad x)(A) < A .

(1ii) I1 existe un t # O tel que tx € B et (tx) * (A nB) * (- tx)

n
>

(iv) Quel que soit t tel que tx € B, on a exp(t ad x)(a) < A .

(v) Quel que soit t tel que tx € B, ona (%x) % (A nB) % (- tx) €

i
[ ]

Démonstration. — D'aprés (12), on sait que (ii) &= (iii) et (iv) = (v) ; le

lemme II. 12 montre que (i) = (iv) et (ii)<= (i) (en tenant compte de (17)),
(iv.) = (ii) est trivial.

IZ,14. COROLLAIRE, = Soit B un groupe local associé 4 une algébre de Dynkin L .

tel que rayon B < log 2 par rapport & une norme unité, et soit G un_ sous—groupe
local de B . Alors G < I(L

Q L) ; notamment, si A est la sous-algébre de Lie
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fermée associde & G

, alors LG est un idéal de A .

Démonstration, — Soient g € G et x € LG e« I1 existe un € > 0 tel que O<s<e
entraine g % sx * (-g)eGnB » parce que sX e GnB pour s assez petit,

d'aprés II. 8 (i'), et G N B est un sous-groupe local. Donc
s(e2 8 x) = s €(sx) =g % (5x) * (= g) € T quel que soit 0 < 8 < ¢ ,

tenant compte de (12). Puis ead €xe LG dtaprés IL.8 (ii). Cela montre que

ead g(LG) c LG , donc g € I(LG , L) dlaprds II.13.
Si maintenant G est fermé, donec L

o " B G, alors IT.14 et IT.13 montrent que

le sous=groupe local LG N B est ™ormal" dans G j; le résultat suivant indique

comment on peut former un "quotient de sous-grouves locaux',

IT.15. THEOREME. - Soient L wune algdbre de Dynkin, B et C deux sous-groupes
locaux associés tels que

CxC<s B . Soit G un sous-groupe local fermé de B
alors on a les conclusions suivantes :

14

(1) (g + LG) nC=(g* (LG n B)) n C [EG] quel que soit geC [resp. geGnC] .

(ii) Soit I = I(LG , L) 1'idéalisateur de L, dans L, alors G I.

Si ps: I -3 I/L est le morphisme canonique d'algébres de Dynkin, et si on pose
H = p(G n@¢) sy D = p(C) s a H = p(G) ND, et H est un sous-groupe local
fermé de D gqui est astellaire (i. e. qui satisfait a Iy = {03 ).

REMARQUE. - Evidemment, H joue le r8le d'un quotient de G par rapport au

sous~groupe local distingué LG N B . Puisque H

algébres de Lie ne rendent que des informations structurelles pour le sous-groupe
local L

est astellaire, on note que les

a N B ; aprés la factorisation de ce sous-groupe local, ce qui reste ne

peut plus se ramener a une analyse en termes d'algdbres.

Démonstration. — On a déja vu que G & I (1I.14), donc p ¢ I == I/L est bien
défini, et, pour des éléments x , y € I assez petits, on a dx * y) = p(x) * p(y)
donc p(g * (L, n B)) =plg) , d'od

D
Q

(g (LG n B)) c (g + LG) ne s

si c=g+a€C, ac€ LG y On pose X

p(x) = p(- g) * p(c)

(— g) * ¢ € B et on trouve

Il

p(-g) *plg) =0,

donc x € LG , d'ob 1'inclusion inverse. Cela démontre (i) . Evidemment HQp(G)nD H

?
inversement, soit g + LG € p(G) nD, ge G ; alors il existe y € C tel que

§+Ly=yel,,donc yE€ (g + LG) NnCeaGnC dtaprés (i). Donc

g+ L€ p(l¢nc) =H.
Pour vérifier que H est un sous—groupe local de D , on note d'abord que -H=H;

= 3

puis soient u , v € H tels que u % v € D ; il faut montrer que u % v € H

alors on trouve x , Yy € G NnC tels que u = p(x) y V = p(y) 3 donc
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xxye (6nc)x(egnc)es(exG) nBS G,
parce que G est un sous-groupe local. On trouve ainsi que
uxv=Ffzxxy)epl@)ndD=H.

Pour voir que H est fermé, soit q € Hn D ; donc il y aun x € C tel que

q=Xx+ LG e« Soit U un voisinage ouvert de x arbitraire tel que U & C ; puis-

b
que p est ouvert, ona -(U) nH # g , donc

(U + LG) n(ecnc)£p.

Puis on trouve we U, a€ LG tel que g=w+ a€ GnC , donec

w=g-ac€ (g+ LG) ncece¢ (d'apres (i)).

Donc Un G # # quel que soit le voisinage U de x suffisamment petit ; puis-

que G est fermé dans B cela entraifne x€ G . Donc x€ Gn C , d'oh q=>(x)eH .
Finalement, démontrons que H est astellaire. Soit ¢ € LH « Alors q =x + LG
pour un X convenablement choisi. D'aprés II.8, on a %-u € H et ~% x € C pour

tous n suffisamment grands, donc

(% X + LG) n(egnc)#£4d.

. . _ 1
Puis on trouve dcs éléments v, € LG tels que &y ST X+ Y, € GNC , donc
1
— = - (3 ony .
= X gn Y, (g + LG) NneC G

Par conséquent, 1 x € G pour n suffisamment grand, donc x € L, d'aprés II.8
q n p G

Ainsi q =p(x) =0 .

On voit sans peine qu'un sous-groupe local H est discret si, et seulement si,
0 est isolé dans H . Il n'est pas com~.iqué de déduire de cette observation, et
du théortme précédent, une caractérisa’ion utile des sous-groupes locaux, qu'on

peut compléter par une remarque suivante du théoréme de Baire.

IT.16. COROLLAIRE. = Sous les conditions du théordme II.15, les propositions sui-

vantes sont équivalentes @

(i) G est un sous-groupe local de Lie.

(ii) 0 est isolé dans H .

(iii) H est discret.

(iv) H est un sous—groupe local de Lie.

Si H est dénombrable, ces conditions sont satisfaites.

3. Sous-groupes locaux localement compacts.

Nous avons vu dans l'exemple II.11 qu'il existe des sous-groupes locaux astel-
laires connexes. Si on se restreint aux sous—-groupes locaux qui sont localement

compacts, cette pathologie s'évanouit.
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II.17. PROPOSITION. — Soient L une algébre de Dynkin, B un groupe local as-

socié, et G un sous—groupe local astellaire de B . Alors G est localement com-—
pact si, et seulement si, G

est discret. En particulier si dim L <« , alors G

est discret.

Démonstration. — Cette condition est évidemment suffisante. Montrons qu'elle est
nécessaire. Il suffit de démontrer que O

€
ments &, G , &y £ 0 ,

est isolé. Sinon, on a une suite d'élé-

lim &, = 0 + Soit V un voisinage compact de O dans
G . Soit m(n) 1e plus grand entier tel que g 2gn 9 eee m(n) €n € V . Puis~

que V est compact, on peut supposer (aprés avoir choisi une suus-suite conver-

gente convenable) que g = lim m(n) g, existe dans V ., D'aprés II.8, on sait que

cela entratne g € LG , donc g = 0 parce que G est astellaire. Mais

(n(n) + 1)g £V,
donc

0 = lim m(n) g, = lim(m(n) + 1)gn ¢ intérieur de V ,

ce qul est une contradiction.

Si dim L < » , alors G NnB est localement compact et astellaire, donc discret ;

alors G est discret.

On démontre d'une manidre directe qu'un sous-groupe local localement compact d‘un

groupe local est fermé dans ce groupe local. En conjonction avec II.16 et II.17,
cela permet la conclusion suivante.

II.18. THEOREME. - Soient L wune algétbre de Dynkin, B un groupe local associé,

et G un sous-groupe local localement compact de B . Alors

local de Lie, et dim LG <® ,

G est un sous-—-groupe

Naturellement, il y a des groupes locaux qui ne sont pas localement compacts :

chaque espace de Banach de dimension infinie en donne un exemple, D'autre part, si

G est un sous—groupe local de Lie tel que dim LG <» , alors G est localement

compact. Si on combine les résultats de II.16-18, on trouve,

II.19. COROLLAIRE. - Soient une algdbre de Lie réelle de dimension finie (donc
une algdbre de Dynkin),

B un groupe local associé, et G un sous-groupe local de
B . Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(i) G est un sous-—groupe local de Lie.

(i1) G est fermé dans B .

(iii) G est localement compact.

(iv) Gy =Gy
(v) Ge =0, «

(vi) Ly nBS G .
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Cette proposition donne, pour le cas de dimensions finies, une caractérisation
des sous-groupes locaux de Lie par des concepts purement topologiques. On a une ca-
ractérisation alternative, sans l'hypothdse que G soit fermé ; son esprit est
analogue mais son exécution est plus difficile dans les détails, bien que le niveam
des raisonnements soit celui de la topologie générale (avec 1l'exception du théordme
de Brouwer sur les points fixes et le théoréme des fonctions implicites). Indiquons

sans donner les démonstrations les résultats principaux dans le paragraphe suivant.

4, Sous—groupes locaux connexes par arcs,

II.20, THEOREME. - Soient L wune algdbre de Dynkin munie d'une norme unité, B

un groupe local associé d'un rayon r <-% log 2 , et soit G un sous—groupe local

de B . Pour un sous-ensemble X de L contenant O , appelons X

la composante
connexe par arcs de O dans X . Soit B(r) 1la boule ouverte de rayon r et de
centre O ., Alors, pour un élément

x € L , les propositions suivantes sont équi-

valentes

(1) I1 y a une suite x € (¢ n B(2Hx”/n))a telle que x = limnx .

(ii) I1 y a une suite de nombres naturels mh , de nombres positifs tn et d!'é1é-

ments X € (G N B(tn))a telles que lim tn =0 et x=1lim m X

(iii) Quel que soit s >0 tel que ||xl| < r/2s , on a cx = lim m X pour des
suites d'entiers positifs m

et des xn € (G n B(tn))a avec une suite convenable

n
tn > 0 telle que 1im tn =0 .

(iv) Quel que soit s > 0 tel que xil < r/2s et quel que soit ¢ >0 , il
q q S ot

existe un arc h : (0, 1) =2 ¢ tel que |h(t) - tsx|| < e pour tous t € (0,1) .

8i, de plus, G est un sous-groupe local fermé de B , ces conditions sont équi-
valentes & celles du théoréme II.S8.

Dans les énoncés des trois résultats suivants ncus continuons de supposer que L

est muni d'une norme unité.

II.21. THEOREHE. - Soit G un sous-groupe local d'un groupe local B de rayon

r<c (voir (8)) associé & une algébre de Dynkin, réelle. Alors l'ensemble Lz de

tous les x € L qui satisfont les conditions équivalentes du théordme II.20 est un
idéal fermé de LG s plus précisément, on a G ¢ I(Lg , L) « 51 G est fermé, on a:
a

LG = LG .

si L=R, B=(-r,r), G=QnB

_~

a
» alors on a L, = {0} , L, =1L.
La puissance de ces résultats se révéle dans la caractérisation suivante de 1la

composante Ga connexe par arcs de O dans un sous-groupe local G . Cette carac-—

térisation est valable si G n'est pas trop grand 3 l'exemple II.11 montre que

1'on a besoin de quelque restriction sur G .
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II.22. THEOREME. —= Soit G wun sous—groupe loocal d'un groupe local B de rayon

r < c associé a une algdbre de Dynkin L réelle. Si G est localement compact,

alors Ga = LZ nB, et Ga est homéomorphe & B? s, n =dim Lz « En particulier,

si G est connexe par arcs, alors G est un sous—groupe local de Lie, donc est
fermé,

II.23. COROLLAIRE. = Soit G wun sous—groupe local d'un groupe local B de rayon
r < ¢ associé & une algébre de Lie

L réelle de dimension finié. Alors, on a

a
G, =LyNnBSG,< (G n B)O =G, = (LG nB)=(@GnB),=@n B)a .

Comme on 1l'a remarqué, GO peut &tre proprement interpolé entre Ga et G,
méme si dim L = 2 ,

5. Constructions algébriques.

Si on se donne une algébre de Dynkin L avec un groupe local B associé et un

sougs-groupe local G de B , on déduit de la sous-algdbre A = LG caneniquement

des algébres assocides, comme par exemple le centralisateur 2z(4a ’ L) de A dans

L donné par

(18) z(A, L) ={xel: (adx)(a) =[x, a]=a quel que soit a € A} ,

1'idéalisateur I(A , L) (voir (7)) (qui évidemment contient Z(A , L) ) ou 1'algd-
bre de commutateurs [A , A] définie par

(19) [A,A] = sous-espace vectoriel engendré par les [%,y], X ,y€A.

Pour les groupes, on connait les concepts analogues ; donc la question se pose
d'examiner s'il est possible d'introduire les constructions correspondantes pour

les sous—groupes locaux et de trouver leurs relations avec les sous-algdbres intro-

duites ci-dessus.

Si on prend pour centralisateur de G dans B 1'ensemble

(20) z(¢ ,B) ={xeB: g*xx =%x%g quel que soit g € G} ,

on démontre avec les méthodes de la démonstration du lemme II.12 et de la proposi-

tion II.13 le résultat suivant.

IT.24, PROPOSITION, - Soit G un sous-groupe local d'un groupe local B associé

a une algdbre de Dynkin L ., Alors Z(G , B) est un sous—groupe local de Lie con-
nexe de B (donc Z est égal a LZ(G,B) N B ) tel que

(21)

LZ(G’B) = z(LG s L)

En particulier, le centre de B est précisément
L.

2 NB, o Z est le centre de
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le normalisateur de G dans B est l'ensemble

(22) NG ,B)={x€B: z%x&*{-x) nBCSG}.
Son étude a déja été faite, par anticipation, dans II. 12, II.13. On trouve faci-

lement le résultat suivant,

II.25. PROPOSITION. - Soit G wun sous—groupe local de Lie connexe d'un groupe
local B associé & une algdbre de Dynkin L ., Alors N(G , B)
local de Lie connexe de B tel que

(23) LN(G,B) = I(LG » L) .

La question des commutateurs est toujours un peu compliquée, Soient encore L
une algdbre de Dynkin,

est un sous-groupe

B un groupe local associé, D'abord convenons de choisir B

suffisamment petit pour que, par exemple, B %« B * B * B soit bien défini ; donc

tous les commutateurs des éléments de B sont aussi bien définis.

Pour des sous-ensembles X , Y & L , posons

(24) [X,Y] = espace vectoriel engendré dans L par les [x,y] , xeX , yeY .

Pour deux sous-groupes locaux G , H de B définissons

(25) (¢ , H) = sous-groupe local de B minimum qui contient tous les commutateurs

(gyh)=gwhx(~ g)*(-h) avec g€ G, heH, qui sont contenus dans B .

A 1'aide de II.6 (15), on constate le résultat suivant.
I1I.26. IEMME. - [LG , LH] c L<G’H> .

C'est 1l'inclusion inverse qui pose des problémes, Supposons maintenant que G et
H sont des sous-—groupes locaux de Lie connexes. D'aprés II.25, on a G € N(H , B)

et Hc N(G, B) si, et seulement si, Ly € I(LH , L) et Ly S I(LG y L) , et 1la
dernidre condition évidemment équivaut & [LG , LH] < LG n LH o Disons que G et
H se normalisent si ces conditions sont satisfaites. La formule de Campbell-

Hausdorff (I. 14) permet alors de déduire une inversion partielle,

II.27. IEMME. - Si G et H se normalisent, alors (G , H) < [LG , LH]‘ .

Dans ce cas, on a maintenant déterminé 1'algébre de Lie associde & (G , H) ; en
fait on a

(26) Leg,my = LLg » Igl o«

Mais cela n'explique pas encore si (G , H) est un sous-groupe local de Lie au

non. I1 est facile de vérifier la condition II.20 (ii) pour x ={a , bd] ,

aELGr
b e LH s donc

(27) L,y = Lee,m) *

Si maintenant dim{L, , Ly] <= , on peut utiliser le résultat II.23 (plus aif-
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ficile, on s'en souvient) pour en déduire que
(G ’H>a=[LG ’ LH] nB = (G 9H>*
(pour B suffisamment petit). Pone (G , H) est un sous-groupe local de Lie

dtaprés I1.19. En somme, on a démontré le théoréme ci-aprds,.

IL.28. THEOREME. - Soit B un groupe local associé 4 une algdbre de Dynkin L
tel quee. B * B %* B * B est bien défini. Soient G

et H deux sous—groupes locaux
de Lie connexes qui se normalisent. Soit C = (G , H) le sous=—groupe local des

commutateurs (défini dans (25)). Alors on a Ly = Lg = [LG , LH]— , et la condition
dim[LG R LH] < o suffit pour que C soit un sous~groupe local de Lie.

Le théordme s'applique aux cas particuliers
(i) G =H (notamment G =H =B ),

(ii) G arbitraire, H=38 ,

I1 est peut-8tre un peu surprenant que C soit automatiquement fermé dans B

sous les conditions énoncées. En fait, l'exemple suivant élucide 1'importance de la
restriction sur la dimension.

II.29, EXEMPLE., = Pour le nombre naturel n , soit Ln 1'algtbre de Lie définie
3

sur R” par
vw
vz

Soit L 1'algdbre de Dynkin de tous les (xn) el L, tels que supHxn“ <
(par rapport & la norme |/(a , b, c)|

soit w,veLl,oma [u,v]= ((an

[(u’V,W),(x,y,z)]=(%

»y 0, 0)

max{Ial , Iv] , ‘bl} sur '53 )e Quel que
s O, 0)) tel que sup nlah| < ®» o Puisque
(L, [v, 1]] =0, la mltiplication * est définie globalement par

W kv=u+1v +-% [u ’ V] )

et onnote (u, v) =[u, v] « Si B est un groupe local arbitraire associé & L
alors [B , B] n'est pas fermé dans
Lie,

B , donc n'est pas un sous-groupe local de

On peut démontrer des résultats plus £énéraux que II.28 sans l'hypothése que G

et H se normalisent, mais 1l'énoncé et les concepts qui interviennent sont néces-

sairement plus compliqués. Pour les applications, la version II.28 suffit.
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