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Séminaire DUBREIL 1001

(Algebre)
26e année, 1972/73, n° 10, 19 p. 26 mars 1973
MODULES INJECTIFS INDECOMPOSABLES SUR LES ANNEAUX ARTINIENS
ET DUALITE DE MORITA
par Bernard ROUX
RéMé'

A chaque anneau artinien & gauche A , on peut associer une famille finie de cou~
ples (Ei , Di) » 1$1€8s, 01 E; estun anneau simple et D, un sous-corps
(non nécessairement commutatif) unitaire de E; , et o s est la longueur bila-
tdre du radical de Jacobson de 1l'anneau A .

Dans cet article, on montre comment le probléme de la connaissance des A-mocd-:les
4 gauche, injectifs indécomposables, se ram®ne au problime de la connaissance des

dimensions de: E, comme espace vectoriel sur Di s 1 <igs,

~ ~

i
Plus précisément, la commaissance des dimensions [E : i] permet d'associer &
chaque A-module & gauche simple S , une suite finie de cardinaux ¢ (S) , I<i<s
Par ailleurs, & toute extension essentielle E de S , on assoe¢ie de fagon na...-
relle une suite de cardinaux di(E) y 1<igs, tels que di(E) < .iés) s pOUr

tout i . Si les cardinaux 01(8) sont finis, on montre que le module E est en—
veloppe injective de S si, et seulement si, di(E) = ci(S) o Dans ce cas, pous

N

obtenir un module qui soit enveloppe injective de S » i1 suffit de connattre les
nombres ¢ (S) (calculés & partir des dimensioms (E, : D;] ), et de construire
(par génerateurs et relations) un module E exten31ou essentielle de S , tel que
di(E) = ¢,(S) . On indique des applications de cette technique.

Dans une deuxiéme partie, on caractérise 1'anneau d!'endomorphismes du module in-
Jectif indécomposable sur certains anneaux artiniens locaux A s c'est-a~dire qu'on
caractérise 1'anneau Morita=-dual de A ,

Introduction.

Premidre partie (Sections 1, 2, 3)e - La principale source d'inspiration de cette
partie vient de travaux de DLAB et RINGEL, [4], [5], [6], ou sont déterminds les
modules injectifs indécomposables sur certains anneaux artiniens A ., I1 y est ut.-
ligé la méthode naturelle suivante.

Etant donné un A-module 3 gauche simple S , on construit (par générateurs et
relations) une extension essentielle E de S » ©t on cherche 3 quelle conditin~~
le module E est injectif. Pour cela, on cherche & quelle condition il exict
pour chaque idéal & gauche I de 1'anneau et chaque morphisme @ de I -
a4 » un élément x, de E tel que ¢a) = ax, » pour tout ae I,

En fait, cette méthode est applicable lorsque le treillis des idéaux de -
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A est assez simple, mais devient impraticable pour des anneaux artiniens un peu
plus "gros". De plus, elle nécessite, pour chaque classe d'anneaux A , des calculs
chaque fois différents.

Dans ce travail, on donne une autre méthode, & la fois simple et applicable a
tout anneau artinien. Cette méthode découle d'une technique employée par ROSENBERG
et ZELINSKY [11], modulo quelques compléments que nous y avons apportés en [12] et

ici, en section 2.

Rappelons qu'un anneau artinien commutatif (ainsi qu'une algébre de dimension

finie sur un corps commutatif) possdde la propriété suivante.

La structure des modules injectifs indécomposables est "duale" de celle des mo=-
dules projectifs indécomposables (qui sont des idéaux facteurs directs de 1'anneau)

dans un sens précisé en section 1 ci-aprés,

La méthode en question ici donne en particulier une condition nécessaire et suf-

fisante (théoréme 2.7) pour qu'un anneau artinien posstde la propriété ci-dessus.

Cette partie donne les preuves des sections 1, 2, 3, de [13].

Deuxidme partie (Sections 4, 5, 6, 7). = Pour tout anneau A (toujours supposé

unitaire), on désignera par ,Mod [resp. ModA] la catégorie des A-modules &

A
gauche [resp. 4 droite]. Etant donnéds deux anneaux A et B , une dualité de

Morita entre les catégories ModA et BMod est une équivalence contravariante ad-
ditive entre une sous-catégorie de Mod

A
sous~catégories étant fermées par prise de sous-objets et objets quotients, et con-

et une sous~-catégorie de ModB , Ces

tenant tous les modules de type fini. On dit alors que l'anneau A [resp. B] pos-
séde une dualité & droite [resp. & gauche] .

Tout snneau ayant une dualité (i gauche ou & droite) est semi-parfait (Cf. B.
OSOFSKY [10]), et une caractérisation compldte des anneaux ayant une dualité est
donnée par B. J. MULLER en [9]. Signalons aussi que, pour 1l'étude des dualités de
Morita, il suffit de se limiter au cas ou les anneaux (semi—parfaits) sont basiques
(cf. MORITA [8]).

O.1. DEFINITION, - Soient A et B deux anneaux semi-parfaits basiques tels
qu'il existe une dualité de Morita entre les catégories ModA et BMod o La donnée
de 1'im des deux anneaux et de cette propriété caractérise 1l'autre anneau, & iso-
morphisme prés. Aussi dirons nous que B est "le" dual 4 droite de A , et A
"le" dual & gauche de B . On sait (Cf. [8] et [9]) que, si on désigne par C
[resp. BC'] le cogénérateur minimal de la catégorie Mod
B = End(CA) , et A= End(BC') .

A
[resp. BMbd] , alors

Les conditions suivantes sont équivalentes pour un anneau (semi—parfait basiq:.
A

(1) L*anneau A posséde un dual & droite et lui est isomorphe,
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(ii) L'anneau A posséde un dual & gauche et lui est isomorphe.

téquivalence de ces conditions résulte immédiatemsnt des définitions)
1'eq

0.2. DEFINITION. - Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, nous dirons que

l'anneau A est auto-dual.

Par exemple, les algtbres de dimension finie (sur un corps commutatif) et les
anneaux artiriens comrutatifs sont auto-duaux. Signalons qu'il existe des anneaux
artiniens non auto-duaux (Cf. section 7, ou on donne du mfme coup un contre-exemple

4 une partie du *héordme 3 de [10]).

Cette partie ect e-~s~ntiellemeant consacrée a la recherche des duaux des quotients
d'anneaux de polyndm:s tordus. Ces anneaux seront notés K[XJ? , o K est un
corps non nécessairement commutatif, o un endomorphisme de K , h un entier,

h >2 ., Tls sont artiniens, de longueur h , & gauche (pour toute précision, voir
en section 4). Lorsque K est commutatif, on montre que ces anneaux sont auto-
duaux,., Lorsque K n'est pas commutatif, on n'a pu conclure que dans certains cas

(sections 4, 5, 6).

Rappel et conventions. - Rappelons le résultat fondei»ntal suivant, qui découle
immédiatement de AZUMAY, [1], MORITA [8], et B. OSOFSKY ([10], théordme 3) (on dé-
signe par [AM] la longueur d'un A-module & gauche M , si elle est définie).

0.3, THEOREME. - Soient A un anneau parfait & gauche ou & droite, et AP 1e
cogénérateur minimal de la catégorie A.Mod . Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

N

(1) L'anneav A possdde une dualité & gauche,

(ii) Les longueurs [AA] et [AC] sont finies.

Dans tout cet exposé, les anneaux sont supposés avoir un élément unité non rnu.,
et tous les modules sont unitaires. Les corps ne sont pas supposés commutatifs, si
ce n'est vas spécifié, IL.s anneaux simples [resp. semi-simples] sont toujours sup—

posés artiniens.

1. Suites de composition bilatdres et forte dualité de Morita.

Etant donné un idéal bilatdre J d'un anneau A , on dit qu'une suite d!'idéaux
bilatéres

= (=4 c =
0=J,€J € ecd I =J

est une suite de composition bilatdre de J s'il n'existe pas d'idéaux bilatdres
strictement compris entre Ji_1 et Ji s 1 <1 <8 . Cela revient 3 considérer
les suites de composition (ou suites de JORDAN-H@LDER) du sous-A~bimodule J de

A . Alors le résulcat suivant est classique,
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1.1. LEMME,

1° Soit J un idéal bilatére ayant une suite de composition, Alors, toute suite

de sous-idéaux bilatéres emboités de J , peut 3tre raffinfe en une suite de compo-

sition.

2° 8i un idéal bilatdre J possdde deux suites de composition bilatires

0=Joca'.CJs=J_e_;b’OCKOCaooCKt'-'J,

alorg, = =1 ev il existe vne permutation o de {1, .00, 8} telle que les

A-bimodules J,/J, . et K_ i)/Kc(i)_l soient isomorphes. On appslle alors n 1la

longueur bilatdre de J .

Il est clair que tout idéal bilatdre d'un anneau artinien & gauche ou & droite

posséde une suite de composition bilatdre.

Rappelons qu'un idempotent non nul d'un anneau est dit primitif s'il n'est pas
some de deux idempotents orthogonaux. Et un idéal & gauche [resp. & droite] est

dit primitif s'il est engendré pa> rn idempotent primitif.

Pour un module M , on désignera par E(M) son enveloppe injective, et par T(M)
le module M/Rad(M) , qu'on peut appeler la téte de M . S1 M est un module &
gauche et J un idéal & droite de 1'anneau, on notera {xe€ M, Jx =0} = (M : J),
et (M : J) est un sous-module de M . Enfin, si un module & gauche [resp. & droite]
M , sur un anneau A , posséde une longueur au sens usuel (longueur d'une suite de
composition, ou suite de JORDAN-HOLDER), on désignera cette loneueur, tantdt par
[m 21 (recn. TH & A]r) , bemERs ey [ M] (reem. [MA]) y Tous des raisons Je
commodité technique.

Un anneau A est dit semi-primaire si 1'anneau A/Rad(A) est semi-simple, et su

1'idéal Rad(A) est nilpotent. Tout anneau artinien & gauche ou & droite est semi-
primaire.

Rappelons quelques propriétés essentielles de tout anneau ¢ ni-primaire A :

1° Etant donnés deuxz icempotents primitifs e et f de A , les conditions sui-

vantes (i), (i), (1ii), (iv), sont équivalentes
(1) ae = ar ;
(i) ea =f4 ;
(111) P(ne) =1(af) ;
\=7) \EA) ;~x( A) .

2° Pour tout A-module & gauche simpie S » 11 existe m idempotent primitif e
de A tel que S =1T(ae) .

3° Pour tout A-module & gauere projectif indécomposable P , il existe un idem-

poienc poumitit e de A +el gue P == pe .

40 M~y A-mnoule 1 gouc.e injec*:i” *ndécomvosable est 1'envelopne indggtiva At
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module simple.

On a donc des bijections naturelles entre les classes d'isomorphisme des

(a) Modules & gauche simples,

(b) Modules & gauche proje~ -"f. indécom-osahles,

(e) Idéaux 2 gauche primitiss,

() Modules & gauche injectifs indécomposables,

(e) Enveloppes injectives de modules & gauche simples,

(f) M8mes classes qu'en (a), (b), (c), (d), (e), en remplagant gauche par droite.

Soit f un idempo.a>nt primitif d'un anneau semi-primaire A . Il existe une
"dualité qualitative de structure" (pour toutes précisions, cf. FULLER [7]) entre
le A-module & droite projectif indécomposable fA , et 1'injectif & gouche indé-
composable M = E(T(Af)) , qui se menifeste notamment par la propriété suivante :

Pour tout coupie (J , J') , d'iddaux bilatdres de A tels que JoJ', le A-

module & droite fJ/fJ' est semi-simple si, et seulement si, le A-module & gauche
(M: J')/(M : J) est scmi-simple. Si e est un idempotent primitif de A , T(ea)

. est isomorphe & un facteur direct de fJ/fJ' si, et seulement si, T(Ae) est iso-
worphe & vn facteur direct e (M : J')/(M : J) . ’

Si A est une algdbre de aimension finie sur v corrs commutatil, ou unn ann o .

artinien commutatif, on a de plus la propriété suivanie :

Les longucurs [fJ/£3'] et [(M : 3')/(M : J)] sor® égales.

Clest-a-dire qu'ad la "dualité qualitative" s'ajoute dans ce cas une "dualitd

quantitative,

1.2. DEFINITION. - Soient A un anneau semi-primaire, et f un idempotent primi-
¥if de A . Nous dirons que 1'idéal & droite primitif fA et le module & gauche
injectif indéccmposadle M = E(T(Af)) sont fortement duaux si, pour tout couple
(7, J') d4'idéaux bilatdres tels qu» J o J' , les longueurs [fJ/fJ’] et
[(M:3)/(M:J)] sont égales. Nous dirons que l'anneau A possdde la forte

dualité & gaucle si la nronriétd ci-dessus est vraie pour tout idempotent primitif
f de A,

1.3. LEMME, - Soient A un anreau scmi-primaire ayant une longueur bilatdre

finie, £ un idempotent primiiif de A , et M le module E(T(Af)) . Les condi-

tions suivantes cont équivalentes.

(i) Zes wodules FA et E(T(Af)) sont fortement duaux.

(ii) I1 existe une suite de compogition bilatére de Rad(A) s 80it

O=JOC000CJS=Rad(A) 9
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— M e ¢« T 3
telle que [(fJi/fJi_l)A] = [A(H : Ji—l)/(M : ui)] pour tout i, 1<ign.
(iii) M8me propriété qu'en (ii), pour trute suite de compositicn bilatdre de tout

idéal de l'anneau A .

Preuve,

(i) implique (iii), et (ii’) implique { i), trivialement. (ii) implique (i). Pro-
longeons la suite 82 compogiticr bilatéere de Rad(A) en une suite de composition

bilatdre de 4, 0=J C ... cJ = Rad(A) € ... © Jo =4

Pour i >n , le module & gauche A(J /J.i__1

S'il n'est poc e *yme M€}, alozs [(£7/t3, ), J=0=[(K: J1..1)/(M : 500

) est isotyvique :

S'il est de type T(Af) , alors £J /fJ = fA/f Rad(a) , et (M: )/(M' ')
=1=[(M: 7, _ 1)/(M : 3],

est le sous-module simple de M , donc [fJ /le .

Donc on a le résulta* suivant.
1.3.1. [£3,/25, 1= [(w:a, )/(M : J;,)] pour tovt i, 1gigt.

Maintenant, soit 0 © J' ©J © i une suite bilatdre. D'aprds (1.1), elle peut

8tre raffinée en une snite de composition bilatére de A :

0=KC.00CK =J'C...CI’ =JCOCQCK =A.

0 j q t
Alors, d'aprés (1. 1) et la relation (1.).1) ci-dessus, su 2 également la relation

suivante [fK /in 1] =[(M: i o/ n{)J prur tout i, 1g<igt . Ainsi,

[£3/£3'] ==Zp<isqFfJi/ffi_1] = VP&L<IF IR 1)/(M 2 7)1 ={(m:a)/(M:3)].

le4. REMARQTE. - Si v annean artinien & geunhe et i droite possdéde la forte dua-

1lité & gauche, il pussede une dualité de Morita a gaucae (Cf. 0.3), car le cogéné~

rateur minimal AC de la catégorie AMod est de longuevr finie., En effet,

AC = E(Sl)ca ees C)E(Sr) » 01 5, , ..., S ech un systime couplet de A-modules

a4 gauche simples. Soient e1 v ses gy € des idempotents primitifs de A tels que

Si °-T(Aei) » 1<1igr . L'application de 1l'hypothdse de forte dualité & gauche,
en prenant J = A et J' =0 , donne 1'égalité [E(T(Aei))] =[e; o], de sorte qw
le module E(Si) est de longuevr finie, 1<igr.Donec ,C est de longueur
finie, précisément égale & la longueur du générateur projectif minimal de la caté-

gorie Mod, (cf. [12]).

Signalons qu'il existe des anmasny artiniems & gauch~ et a droite A n'ayant pas
la forte dualité 3 gamchc. © ~ c~me** v legqn V2 1 Te-menr [ 0] est in-
Tinie, mais Ou w¢ oeit pas s'il en existc pour les~rrl: sette 1ongueu; est finie.
Ce problime est d'cilleurs éguivalent & un mvoh'ime de E, APTIN smr les extensions
d'anneaux simples (Cf. [12]).

2. Couples d'anneaux e Rosenberg-Zelinsky eu y.. p-rincipaux résultats.

o - *imodule. Il

”
2ele DEFINITIOY . « faiemt A ot R 9 v annegua, €. a-
K )
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existe un morphisme naturel § de B Cans End(AE) défini par
3(b)(x) = xb , beB, x€H,

Comie Ker § est 1llanmmle® ar a droite de H , nous considdrerons sur H indif-
féremment la structure de A-rddule ou de A/Ker g-m0.ule (3 gauche). Le couple
d'anneaux (End(AH) , 8(B)) esv iei appelé couple (de Rosenberg--Zelinsky) associé
a4 gauche au bimodule AHB . I1 est a noter que @(B) est un sous-anneau unitaire
de End(,H) .

2.2, Soient C et C' deux anneaux, et D [resp. D'] un sous-anneau de C
[resp. de C'] . On dira qu'ti. isomorphisme de € dans C' est un isomorphisme du
couple (C , D) dars le couple (C' , D') si la restriction & D est un isomor-
phisme de D dens D' , Avec cette définition, un isomorpnisme entre deux bimo-
dules induit canoniquement un isomorphisme entre les couples associds & gauche &

ces bimodules.,
2+3. Les résultats suivants sont classiques.

Si le module ,H est semi-simple de longueur finie n , 1'anneau End(AH) est

semi-simple de longueur n , et cet anneau est simple si, et seulement si, AS est

de plus isotypique.

Si le module HB est semi-simple, alors Ker § o Rad(B) s €t si 1'anneau B est

semi-primaire, &(B) est isomorphe & un anneau semi-simple composant direct de

B/Rad(B) « Si de plus HB est isotypique, l'anneau &(B) est simple.,

Considérons maintenant un anneau artinien & gavche A sy et J, J' deux idéaux
bilatdres tels que J' ©J et que le A-module J/J' soit semi-simple & gauche et
& droite et isotypique & gauche, de type T(4F) y ou f est un idempotent primitif
de A . Notons E = End(A(J/J'}) . qui est un anneau simple (1le fait que A soit
artinien & gauche implique que le A-module J/J!' soit de longueur finie) ; notons
U [resp. V] un E-module & gsuche [resp. & droite ] simple ; notons T = 3(a) ,
qui est un anneau semi-simple, et enfin M = B(T(af)) . Alors, U [resp., V] est
de fagon naturelle ur T-module & gauche [resp. a droite] , et il est prouvé en
([12], corollaire 4.4) le résultat suivant.

2e4e Tiwiw, - ivec les hypothéses e: notations ci-dessus, on a les égalités
Lped =T, Mu e 31)/(m: 3))],

vy ] =[(23/£5%),7 .

2o« iuneaux basiques. = A toui armesn comi~nrimaire A correspond son anneau de

base (d4Fn: | oo . me prés), qui est "li pTns me’l'™ anneau Morita~équivalent

— cima s

Ao om A s c'est 1l'arneau d'endomorvhismes dv rlus petit générateur projectif

. "t 0 4 ~ . : :
de la catégorie it [rrem 2an 0 fes [6]). Un snneev semi-primaire A sers
dit h

‘e

na- . L B - ‘e A~ “m- - g L .- 2. Lo o
Snn ) . eaN ~ oer > cw +41T qun



10~C8

1'armeau A/Rad(4) soit un produit de corps. La catégorie des modules sur un
anneav. semi-primeire étont Morita-équivalernte a celle dec modules sur son anneam do
base, nous pouvons nous limiter & ne considdrer ici que d2s anneaux basiques.

Soit A un anneau semi-primairc hasique. Conformément & le remarque faits en
(2.1.1), wvn A-»imodu’s simple I peut Svic Giwiudré comse un  K-K‘-vi-espace
vectoriel, od X = A/(4A : H, et X' =4/(a: HA) sont des corps composants di-
rects de 1l'anneau A/Rad(A) e

2.6. Famille cCe coupies de Rosenberg-Zelingky associés & un anneau artinien,

Soit A un anneau artinien & gauche. 30it B sen anneau de base. Soit

0=JyC ees €T = Rad(B)

une suite de composition bilatére de Rad(B) + Les B-bimodules simples Ji/Ji—l
sont des bi-espaces vectoricls (Cf. 2.5), et la femille de ces bi-espaces (1<igs)
est indépendante (& permutation et isomorprhisme prds) du choix de la suite de com-
position de Rad(B) , dtaprés (1.1). Soit (Ei , Ti) le couple de Rosenberg-
Zelinsky associé & gauche au bi-espace J. /J -1 Comme l1l'anneau A est artinien

& gauche, .J'i/Ji_1 est de dimension & gauche finie, donc E est un anneau sinpie,
et T, est un sous-corps de E, . Avec la définition (2. 2), la famille (B, T)1<1(9
est indépendante (3 permutation et isomorphisme prds) du choix de la suite de com-
position bilatére de Rad(B) . On dit que c'est la famille de couples d'annegux de

by

Rosenberg-Zelinsky associés a gauche & 1l'annesu artinien & gauche 4 .

2.7. THEOREME. - Soi sinien 3 ha,
7 REME Soient A un anneau arvinien & gauches, et (El sy T. )1<1<s la

famille de couples d'anneaux de Rosenhere—Zalina'~r amnan~nids 3 gauche & 1l'anneau A .

Si on désigne pa= zi [resp. “1J la dimension de E comme espace vectoriel a

gauche [resp. & droite] sur T » les conditicas su. ’ﬂntes sont équivalentes :

z

(1) L'anneau & possdde la ferte duaeli®é 2 gauche.

(ii) by =71, 1<igs.

Preuve, - Soit B 1l'annesu de base éde A . La famille (E. ’ T ) est celle

ol

des couples assucics o une suite de composition hilatére de Rad(B) , S0it
0=J,¢ T = Red(B) . (i) impligue (ii). Fixons nous un eatier i , 1<igs .
I1 existe un idempotent prim“tif e de B tel que le module & gauche isotypique
J;/3,_, soit de type T(ar) . Ci on note M= E(T(4e)) , il résulte de 1'hypothdae
1'égalité [ (M : Ji_l),(A 2 J. )]
[Ui : Ti]£ = [zi . Pi]r s o J Fresp. vi] désir~e v~ 7! -aiile o gauche

[resp. & droite | simple . Qoit ag le loremen> de 1'~mesn L, ™ Yui-méme. Alors,

[<“51/QJin1)B] . Alors, d'aprds le lemme 2.3,

FF, :T__T:ﬁ[_U :'IJz-nLJ :Ti:’r=[E‘ ‘.".”":’r.

(1i) implique (i). On suppose que 4, =Ty , donc fUi . m 1 : Ti]
1<igs . S0oiv £ 'm oueleenene idempotent piinitif Ade B . et 4 = E(T(Af)) .

D'a‘p’l'és T Temmo 1 2 wnoug aveng 2 nronver lea doalitde



[(1:3, M(:3)]= [(£3./23, )] . 1sigs.,
Deux ces sa3 préssntent suivant les va'enrs de 1

ler cas, = Lo module i garchz isotypicue J‘/Jiml u'egt pas de tyne T(af) .
Alors, f£J./£3,_,

=0 , keis il ea “ésulte que ‘M. T 1)/(1"! £ J.) =0 d'aprds
[7], cdonc 1'8g21ité cherchéz esv vraic acas ce Gaz.

2¢ cas. - Le modvle & gaucho Ji/Ji_1 es® de tyme 11ar) . Alors, d'aprds le

lemme 2.3 et 1l'hypothése,
(e, Wea)i=(u, enl =[v, 0,1 =[(3,/25_ )5,
ce qui achéve la preuve.

Nous allons maintenant donner un critd®»e plus précis pour nonnaftre les modules
injectifs dans le cas général, c'est-a-dirs méme si 1'anneau ne possdde pas la
forte dualité,

2.8, Soient A un anneeu artinien & gauche (basique), et (Ji)ISiSS une suite de
composition bilatdre de 1'idéal Rad(A) . Soit S ua A-module 3 gauche simple, el
notons M = E(S) et ci(S) = [A((M : Ji'_l)/(M : Ji))] . Comme indiqué dans le
preuve de 2.7, deux cas se présentent :

«

ler cas. = Si le module a gauche isotyvique A(Ji/J‘_;ml) n'est pas de type £
ci(S) =0 .

26 cas. - Si ce module est de type S , alors ci(S) = [Ui : TiJz = ,ci/ni , o
2; =[B e 1,1, et 0, = [A(Ji/;r?.»___l)] .

La famille des cardinaux ci(S) s 1<1i<s . est indépendante (a perrutatioan

prés) du choix de la suite de composition bilatdre do Rad(A) s & partir de legq:Tle

elle est définie,

Comme indiqué en ([13], 2.12), le résultat suivant pormet ce comstruire "par gé-
nérateurs et relations" (c'est-a~dire comme cuotient d'un module 1libre par un sous--
module convenable. On en donne un exemple en secti~n 4 ci-aprés) le module injectif

E(S) , lorsqu'on connaft les nombres ci(S) .

2.9. THEOREME., - Soient A un snneau artinien & gavche basigue, et

0=JyC ey = Rad(A)

une suite de composition bilatdis ce Red(4) . Soient © un A-module & gauche

simple, L une extension essertirlle e S et nctme 4,770 7.0 -~ 1)/(L°T ST

4

Alors,

~

10 di(L)sci(S), 1<ica;
2° Si leiss cj(S) <+, les conli.ious cviventes sent Sguiwaiontes @

(i) Ie module T, est envciopne injective de S 3

(11) 4. (L) =c,io) 5 igi<s
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(iii) [L]) =1 +Zl§iss c.(s) .

Preuve,

1° Ie module L étant un sous-module de M =B(S) , o2 a (L:Ji) =Ln (M:Ji) ,

-~

1<1ig<s . Par suite, le module (L : Ji_ )/(L 1 J,) est isomorvhe & un sous—

1
module de (M : Ji_l)/(ivl : J ) . Donc, di(L) < ci(S) .

20 (i) implique (ii), trivialement, (ii) implique (iii), trivialement car
[L]=1+ leiss d;(r) + (iii) implique (i). Puisque [M] =1 + leig e, (s) ,
1'hypothdse (iii) signifie que [L] =[M] . Si cette longueur est finie, cela ir-
plique que le sous-module L de M est en fait égal a il .

Cette section s'ac.eve par une remarque donnant une condition nécessaire et suf-

fisante pour que les injectifs indécomposables soient de longueur finie,

2010+ Soient A wun anneau artinien 3 gauche basique, et C 1le cogénérateur mi-

nimal de la catégorie AMbd « Ies A-modules & gauche injectifs indécomposables
sont de longueur finie si, et seulement si, le module ¢ 1l'est, ce qui équivaut
encore au fait que le module T(C) soit de longuevr finie., Notons S 1le socle
droit de 1l'anneau A , c'est-a-dire la somme des idéaux & droite minimaux de A ’
qui est aussi 1'annulateur & gauche de Rad(A) , soit S = (4 : ARad(A)) . Ainsi,
T(C) = ¢/Rad(a) ¢ =C/(C : S) . Notons J =S n Rad(4) . Alors le complément de &
dans S est, soit nul, soit un anneau semi-simple composant direct de A . Et,
dans ce dernier cas, les A-modules & gauche injectifs indécomposables, correspon-
dant & ce composant, sont simples. Donc, en fait, le module C est de longueur fi-
nie si, et seulement si, le module C/(C : J) 1'est. Soient (Ji) une suiie

1<i<k
de composition bilatére de 1'idéal J , et (Ei ’ Ti) la famille des couples

1<i<k
de Rosenberg-Zelinsky qui y est associde & gauche, ILa technique précédemment em-

l z 1 £ ° ° = .
ployée, donne 1'égalité ¢/(C : J) zisisk[Ei : Ti:!z/ni .

En résumé, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) les A~modules & gauche injectifs indécomposables sont de longueur finie ;

(i1) [Ei:‘l‘i]z<+m, 1<i<k.

3. Application & une classe d'anneaux artiniens.
L o S AW W B i Y

R e e e

3.1, IEMME, - Soient Q et Q' des cocrps commutatifs, QHQ' un Q-Q'-bi-espace
vectoriel, et (E , T) [resp. (E' , T*')] 1e couple d'amneaux de Rosenberg-Zelinsky
associé 3 gauche (resp. a droite) & QHQ' . Si. [QH] =1 et [HQ,] =n<+o,

alors, [R : T]z =[E: T].=n=[B : 1] =[35": T']r .

Preuve,

Si [QH] =1, cglors & = Enﬁ(QH) >Q, donc T est mn sous-corne du corps cor-
mutatif B , Ainsi, "B e M) =[} : = .
irs : ]z ['L‘ T]r [qu_! .
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Si [Hq,] =n<+oo , alors l'anneau E' = End(HQ,) est simple, de longueur =n .

Soit ¥ 1le morphismsz de Q dans E' défini par la relstion
¥(q)(h) = gn , ¢9€Q, hed,

Soit f wun élément du centre C de E' , Donc foa) = Y(q) f , pour tout
q € Q « Clest-a-dire, f(qgh) = qf(h) , pour tout q € Q , et tout h € H . Prenons
arbitrairement un élément dans H , soit x . Puisque [ E]l=1, pour tout h eH ’
il existe q e Q tel que h =qx . Bt il existe A € Q tel que f(x) = Ax . Ainsi
£(h) = £(qx) = gf(x) = qdx = Asx = Ah , et ce, pour tout h € H . Donc f = ¥(A) .
Ainsi le centre C de E' est contenu dans v(Q) , qui est T' par définition.

Donc
[B* ’1"]2 [P = Cjz =[E' : c]ﬂ =[B' c]r =[E' T']r [Tr ¢ cl. .

Mais B' est de dimension finie sur son centre, et [T' : C]z =[7! C]r » Donc
[B T'Jz = [E' T']r o Enfin, on peut remarquer que, si U? désigne un E'~
module & gauche simple, alors, [U' : T!'] = [OH] =1 . Done, [E':T']2=n[U’:T']=n .

Autre démonstration possible : on se donne une base de H sur Q' , & partir de
laquelle on construit aisément une base de E! sur T! » & gauche et & droite,

ayant le méme nombre d'éléments.

Du théordme 2.7 et du lemme 3,1, il résulte immédiatement ie résultat suivant.

3.2, PROPOSITION., - Soit A wun anneau artinien a gauche et a droite vérifiant

les conditions suivantes :

1° le corps commutant de chaque A-module simple est commutatif ;

20si 0=J)C ... ©J =Rad(a) est une suite de cemposition bilatdre, le A~

module Ji/Ji-l est simple & gamche ou & droitc, pour chague i , 1

<i<s.

~ .

Ve

Alors, l'anneau A posséde une forte dualité & gauche et 3 droite.

En particulier, tout anneau local sériel a gauche, artinien & droite, et dont 1le
corps résiduel est commutatif, possdde donc la forte dualité & gauche et & droite
(rappelons qu'un module est dit sériel s'il posséde une, et une seule, suite de

composition, et un anmeau local A est dit sériel & gauche si le A-module AA

est .ériel).

I1 en découle immédiatement les propositions 2 An 47 et 2”2 3e [6].

4. Dual d'un anneau du type K[X]: .

Soient K un corps, et ¢ wn endormorphisme de K . On désigne par KEXlJ
1'anneau des polyn8mes c-*nrdus, c'est-a-dire 1'aaneau défini sur le groupe ad—
ditif de K[X] par 1a miltiplication Xa =o(a) X, a €K . On désigno par K[X]:
(avec h>2) e nuntient de 1tanraey K[X1  par 1tidéal (Xn) o Cet anneau est

sériel & gutihe, do kavteus h o, ¢ lomgpit. A gauthn h exlenent (Cre [147).
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Pour la commodité des notations, dans la suite, nous désignerons per A 1'anneau
K[X]h+1 (et non pas K[Xlg ), en supposent h1 > 1 (et non pas h > 2 ).
(o]

Nous allons construire un A-module & droite, noté FA ’

hauteur h + 1 , et nous expliciterons son anneau d'endomorphismes B = End(F ) .

qui sera sériel et de

Si 1'anneau A possdéde la fortve duslité a dr01te (ce qui est réalisé en partlcu—
lier si K est commutatif, <.'eprds 3.2), le module P est cogénérateur minimal

de la catégorie ModA , et l'anneau B est alors le dual droite de A .

On montre aisément que si A est un anneau local, sériel & gauche, de hauteur
h+ 1, et si on désigne par d 1la longueur [(Rad(A)/Rad(A)Q)A] , alors la lon~
gueur & droite de 1'smneau est [AA] =1 +a+d%+ ... +4

on a vu (Cf. [13]) que, [(Rad(A)/Rad(A)Z)A] =[K : c(K)]r . Par la suite, nous
supposons toujours que cette dimension, désignée par 4 , est finie, ce qui équi-~

vaut donc & supposer l'anneau A artinien & droite.

Si d =1, 1'anneau A est sériel a droite aussi, donc auto-injectif et auto-

dual, Aussi supposerons nous dorénavant que d > 1,

4,0, Soit e1 y €5 9 ses y ©; UME base & droite de K sur o(K) , telle que

d

e, = g o On vérifie aisément que, pour chaque entier positif n , l'ensembls

= {ei c(ei ) 02(9i ) eee cyn'-l(ei ) 1< ij.s d, 1<Jgn}
1 2 3 n

d'éléments de K est une base i Aroite de K sur on(K) « Bt, pour tout n>1,

o(ei ) B onnl(ei ) = ey n(ei ) ees on—l(ei ) on(el) € B

B <@ , Car e
n+l 1 5 n n+1

n
En particulier e

i
2 n

1 € @ y, pour tout n>1,

Soient V le © (K)-sous—espace vectariel & droite de K engendré par B {e }

et, J = V X @ eee D Vi X s Semme directe de sous—grcupes de A . On verlflc sans
peine que J est un idéal a droite de A ., Désignons par q 1le morphisme cano-

nique de AA sur AA/J , et par FA le A-module a droite AA/J = q(AA) .

4.1, Montrons que le module FA ainsi défini est sériel., Pour cela, il faut et

il suffit que pour tous a , b€ A, il existe c € A, tel que gq(a) = q(b) ¢ ou
qa(b) = q(a) ¢ .

Soient a = 26<n<h @ x* y b= §5<n<h Bn x? y deux éléments de A . Pour simpli-

fier les notations, les éléments de @h seront désignés par fi y 1g1ig a®

-~

(notation cohérente puisque Qn < @n+1 ), avec fl = e1 = lK .

Ainsi, = = 26<n<h( 1<igd® ahi)X' » OU o € cn(K) o Bt par suite,

n
a’ZOgngh“n1X eJ .

crira simplement an au lieu de g 2 1<n<h . Ainsi,

q(a q(ZOQISh 0! Xn) )

N, n ry * .
oh @ €0 (K) . Donc il existe Y, €K, tel que . =(3n(;n; y 61 par sulie

(0N

Cn

n
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o, = x" Y Soit Xk 1le plus petit des entiers n tels que o, #0 , si les

o sont non tous nuls, i. e. si q(a) #0 (si q(a) =0 , la question est résolus,
puisque 'q(a) = q(b) ¢ en prenant 2 =0 ). Alors, si on note 20$m§w4£xpwk+n=a”
il ‘vient q(a) = q(Xk a!') . et a' ect vn é1%ment inversible de A , puisque ykio.
Do mAmz, il exvicie 4 € W et un élément b' inversible dans A , tels que

q(b) = q(Xz ') . On peﬁ; supnoser k < 4 , car le cas ou 4 < k se résout symé-
triquement. D'aprés [14], il existe un élément inversible u dans A tel que

at x4 - ¥y | ninsi, q(a) xE - q(Xk a’Xz—k) = q(Xz u) , et par suite,

bk ul

q(b) = q(a) ¢ en prenant c¢ = b! . Ce qui achdve la prsuve de la séria-

1ité du module FA o

On vérifie aiséuen: que la suite
0cqx®n)c...cq(x®a) cq(xa) cF

est une suite de composition du module P, . Donc, [FA] =h+ 1.

4.2. IEMME, - Soient D un corps, k un sous-corps de D tel que [Dzk]r<*» ,
V un sous-k-espace vectoriel & droite de D , telsque :

1° kxV c V (cette condition est toujours vérifiée si D est commutatif) H

20 les dimensions [D : k]r et [V: k]r somt premidres entre elles.

Mors k={o€K, oaVcV}.

Preuve.

Désignons {o € K 4, oV € V} par Dv . Pour chaque élément ¢ de K , désignonms

par Y~ la multiplication & gauche par « dans K . Ainsi oV = ya(V) . Or, si
a#0, vy est un automorphisme du k-espace vectoriel & droite D . Donc

[oV @ k]r = [ya(V) : k]r =[v: k], .Ce qui, si o€ D, , implique oV =V , et
1 V « Donc, si o € D; s alors a-l € D§ « Ceci vu, on vérifie ai-

sément que Dy est un sous-corps de D , et il contient k , par 1'hypothdse 1°,

par suite V = ¢

Or la structure naturelle de Dvpespace vectoriel de V prolonge sa structure de
k-espace vectoriel. Donc [V : k]r =[V: V]r [DV : k]r o La fin de la preuve ré-
sulte alors immédiatement de 1'hypothése 2° et du fait que 1'entier [Dv : k]r
divise chacun des entiers [D : k]r et [V : k]r .

4.3, Caractérisation de 1'anneau =~ = End(FA) .

On remarque aisément que tout sous~module de FA est isomorphe & un quotient de
FA e On en d¢3uit que l'anneau local End(FA) est sériel 3 gauche de longueur &
gauche égale & la longueur [FA] =h+1,

Le module FA étant monogdne, de générateur q(l) » un endomorphisme f de F
est détermine par la domnse de 1 Slimsl gir) image par £ de q(1) (i. e.
a(z) = £(g1)) ). I1 est clair que ¢(=™ = 2alT) = {05} 5 d'ol 11 rdsulte 1'inclu-

sion =J ¢ J , Réciproquement, pour tout x de A tel que xJ € J , la relation
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fq(a) q(xa y 8 € A, défirit un ondomorphicms £ de FA .
Ceractériscns log éléments o de K © A tels quz oF © J . Fuiscue
h

11 ?

ona of ©J si, et seulemen’ si, aVn c Vn . 1<n<h,

aI= ILO.QQOQ‘I

I

r" : !, L) I s 7
4+3.1. Suppusors -me g ‘K, Vh = "n y 1<k (getve hypothése est vérifide

notarment si X est commutatif).

Comme [Vh : on(K)]r =[K : cn(K)]r - 1, on peut appliquer le lemme 4.2 avec

D=K, —-cn(K) y V= V o 11 en résulte que yV = V si, et seulement si,

Par suite, la relation Q(a)(q(a)) = q@sq(a) a) y x€X, ae A, définit une
application § de K dans B . On vé:ifie sans peine que cette application est
un morphisce d'erneaux, de sorte oue 3§ X) est un sous—-corps de 3 ., On va voir
que Q(K) est en fait un sous-corps de ~:vrésentants du corps residuel. Cela rc--
vient & montrer (Cf. [14]) que B =@ (K)f@ Rad(B) » somme directe de sous—-groupes
additifs,

Soient donc f € B , c'est-a~dire fq(1) = q(x) , o x -25<h<h x X', icoch
et xJcJ .Onavuque si g€ X ef o ©J ,dors g€ oh(K) De la méme fagon,
la relatlon xJ ©J implique X, €0 (K) o Done il existe B e K tel que
x, = 0"(8) , et par suite f£q(1) = a(xy) + alx = x) = 8(a)(a(1)) + alx - x,) .
Mais puisque xJ ©J et x, 7 ©J, on a aussi (x - %,)J ©J . Alors s01t f

1
1'élément de B défini par la relation fl q(1) = q(x - xo) o Ainsi

n = ! Y
£, a(1) = q(ZL:.kﬂ] 7o T € oK) = Rau(r)) .
L'endomorphisme fl n'est pas surjectif, dons f, n'est pas inversible dans B,

donc f, € Rad(B) . Bt f = 3(B) + £+ On a e .si prouvé que B = 3(K) + Rad(B) .

On vérifie aisément sue §(K) n Rad(B) = {0} . Donc B = (k) ® Rad(B) . Donc le
sous-corps 3(K) , que nous désignerons par D , est bien un corps de représentnnta

du corps résiduel 4e B .

Pour finir, soit Y 1'élément de B défini par la relation Yq(1) = q(X) . On
vérifie aisément que BY = Rad(B) , c'est-a-dire rue Y est une "uniformisante

(ce. [14]).
I1 existe donc un autornrprisme + de D » défini par 1s relstion
s =(s) Y, 5€D,
tel que les aricaux B et ULY’h+1 soient isomorphes (Cf. [147]). Or
1) 401) = Talo(e)) = 2(0(e) = 10"} (@) %) , pour tout o ek .

Bt

5\0; ilui> = 5<V\ q(Y) = '(G“(d) X) s DU T L, €

m
V
.
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Done,
w(() Ta(1) = Y8(a) q(1) = o™ (@)x) = 8(c(a)) Ya(1) , pour tout s(a) € D .
Doy (r8(@) - @(a))Y =0 + Or L'anmulateur de ¥ ost Rad(B)" , donc

r8(e) = ®o(a) € D n Rad(B)h = (0} , et 78 = & . Ainci, d'eprds [14], les annecux
D[Y]h+1 et K[X1?+1 sont isomorphes. En résumé, on obtient le résultat suivant.

4.4, Avec les hypothdses el notations ci-dessus, 1'ennceu End(FA) est isomorphe

3 l'arnean A .
En particulier, on a les résultats suivants.
4.5, PROPOSITION. - Soient K un corps commutatif, o un endomorphisme de X

tel que [K : o(K)]<+® ,et h unentier, h>2 . L'anneau K[XJ? est auto~
dual.

Cela résulte immédiatement de 4.4 et cu fait, déja signalé, que si K est com-
mutatif, 1'anneau End(EA) est le dual a droite de ltammeau A = K[Xl: .

4.6, COROLLAIRE, - Tout anneau local artinien & gauche et & droite, sériel &

gauche, de corps résiduel commutatif, et contenant un corps de représentants du

corps régiduel, est auto-dual.

En effet, il est prouvé en [14], que tout anneau vérifiant les hypothéses ci-
dessus, est du type KEX];1 , avec [K : o(X)] <+ o &

Dans la section suivante, nous donnons des classes de couples (k ,0) , 00 K

est un corps non commutatif, o un ~ndcrorphisme de X , tels qu'il y ait des

bases Bn avec lesquelles les hypothdses 4.3.1 sont vérifides, et tels que l'anneaun
K[XJ? posséde la forte dualité. En vertu de ce qu'on vient cde voir, cet annesu est

donc auto-dual.

Toutefois, la méthode décrite ci-dessus ne permet pas de conclure pour tout anr~au
K[Xl: » K étant un quelconque corps non commutatif, La difficulté semble 8tre
d'exhiber un éventuel corps de représentants du corps résiduel de l'anneau dual, ce

que nous n'avons pu faire ici qu'avec 1l'hypothdése 4.3.1.

5. Cas de certains corps résiduels non commutatifs.

Nous allons d'abord décrire une classe de corps nan commutatifs, qui est une gé-

néralisation d'un exemple qui nous a été communiqué par P, M, COHN.

Si f est une application d'un engemble I dans lui-méme, et si n est un en-
tier positif, on désignera par 2 1l'application composée =n fois, et par fi

1'image de tout élément i de I .

5¢le Soit /T 2, f . ) unm quadruple constitué par un ensemble I ; soisnt

un entier positif 4 , et deux appl-.ations f et g de I dans Zui-méme, qui
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seront toujours supposées bijectives & partir de 5.2, et qui ont les propridiés
suivantes ¢

A
'l‘\-&

;#f e"'» gf=f ~ e

Alors, si 1l'ap»nlication f est p*riodiquj de péricie p ; 2% si g cst inje~~

tive, les ncubres p et d soal prowiers enire 2ux.

Bn effet, soit e e plus grend commun divisevr de p et d . Ainsi, p = qe ,

d =me . ilors gf% =8 5 = P8 o o o | B¢ 1'injectivité de g implique f£3=f .

Donec g=p, et e=1,

Exemgles.

5elels, Prenons pou. I 1le corps Q des nombres rationnels, et pour f et g

les applications ainsi définies :
fi=41i+1, pour tony i €I
gi = di , pour tout i€ I, ( d entier positif).
541¢2¢ Soit p un nombre premier avec d . Prenons I = Z/pg e €t pour £ et

g les applications définies par les mémes relations que ci-dessus. Dans ce cas,

1'application f est périodique, de période p .

5.2+ Soient k un quelconque corps cormutatif, et (r, 4 s, £, g) un quelcon-—~
que quadruple défini comme en 5,1, Soit E = k(xi)ieI l'extension transcendante
pure de k avec une base de transcendance indexée par I , Soit £ 1le k—auto-

morphisme de E défini par la relation suivante.
02. ) v. = e ' )X +"L i < a
5 1' S(Al) Xll , pour ot eI
Soit E[Y]S 1'anneau des polyndmes S-tordus en Y , c'est-a-dire que :
5e242, x¥ = ¥3(x) y POUr tout x € R ,

Soit K 1le corps des fractions de 1'anneau EiY]S » Alors, l'automorphisme S

de E peut &tre prolongé & K par la relation suivante.
542430 s(y) =Y.

(Avec d'évidentes et minimes modifications dans la suite, on pourrait aussi prendre
s(Y) == v.)

Le centre de K est égal em comutant de E + C'lest B si f est non périodi-
que, et clest le sous~cnimi E(YP) si f est périodigna de nériode p . Par

ailleurs, les xc~tions
d - V-
Heled. oY) =Y et U(Ai/ = xgi » pour tout i eI,
et leurs prolorgements cermmiomas A ¥  mar les retations
ola + b) = c(d) + o(b) , c(ab) =o(a) o\2) s PPUC Tuus a2 , b €K ,

soat competitle~ svec la relation 5.2.2. En effet,
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o(%; ¥) = o(x;) o(1) =Xy 4=y Xp dyy = ¢ Xy = 0(¥) 0(%y;) = o(18(x,)) .

L'application o ainsi définie est un endomorphisme de K , et il est clair que
o(K) est le corps des fractions du sous—anneau E[Yd] d de K . Pour base a droite
de K sur o(K) , nous prendrons B, = {1,Y, 12, S.. y Yd-l} (ctest dtailkeurs
aussi une base & gauche, de sorte que [K ¢ c(K)]r =[K : o(K)Jz =d ). Clest &
partir de cette base 61 qu'on définit les bases Bn sy n>1 . Donc, tout élément
de Bn » n>1, est une puissance de Y . Or on remarque immédiatement que, pour
tout n>1, o (K) X =X"(K) , et par suite o™(K) X" = X" ¢™(X) , pour tout

entier m , Donc la condition 4.3.1 est vérifide.

Ainsi, pour tout couple (K , o) défini comme ci-dessus, l'anneau A = K[X]?
est isomorphe & 1'anneau End(FA) » qui est son dual & droite car 1'anneau A pos-
séde la forte dualité a droite (cf. [13]).

6. Autre cas avec corps résiduel non commutatif,
WWWWMW

6.1+ PROPOSITION., -~ Soient K wun corps, et o un endomorphisme de K tel que
[x G(K)]r =[K : c(K)JZ =2 , Alors l'anneau K[XJ? est auto-dual.

Bien qu'il s'agisse d'un cas assez singulier, nous avons tenu & le traiter, car
il donne un exemple ou l'on peut calculer le dual méme si 1'hypothése 4.3.1 n'est

pas vérifide.

Preuve de la proposition. Soit e un quelconque élément de K n'appartenant pas

& o(K) « Alors, les éléments 1 » € , constituent une base de K comme o(K)-
espace vectoriel & gauche [resp. & droite] . On sait (Cf. P. M. COHN [2], p. 532)
qufil existe des endomorphismes, Re ’ Se y de c(K) y et des applications D , D',

de o(K) dans lui-méme, tels que :

oe = D(o) + eSe(a) » pour tout o€ o(X) ,

ev = D'(a) + R(o) e s pour tout o€ o(X) .

De plus, si o =5() , ob Be o(K) , alors ey = eS() = - D(B) + pe . Puisque
S est une injection, on peut noter g = S"1(qy) . Alors,

i

ey = = DS-I(a) + S-l(a) e , pour tout oe So(K) ,

D'(a) + R(a) e y pour tout oe So(K) .

tinsi R(a) = S'(a) , pour tout e So(k) . Donc R (k) = 5! So(K) = o(K) .
Ainsi R est une surjection, donc en fin de compte un automorphisme de o(K) . De
méme pour S , et R=s"1,

Ceci vu, nous désignons par A 1'anneau K[le s et nous définissons comme en
section 4, un hodule F, = AA/J » Mais, comme seule différence, on prend cette fois
J =0(K) X (au lieu de eo(K) X ). Les notations 4, B, de la section 4 sont

conservées ici, et on définit de m@me l'application & de K dans B par la re-
lation

3(a) a(a) = qlo(a) a) , e K, aecl.
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Cette définition est cohérente, car o(w) J ©J , pour tout ¢ K . Comme en
section 4, on peut vérifier que & est un morphisme d'anneaux et que le sous-corps
8(K) de B, qu'on notera D , est un corps de représentants du corps résiduel de
B.

Soit Y 1'élément de B défini par la relation
Tq(a) = q(eXa) , a€A.

Il est clair que Y n'est pas inversible dans B , donc Y € Rad(B) y €t
Y ¢ Rad(B)2 = {0} . Donc Y est une uniformisante de B .

Comme en section 4, on va caractériser 1l'automorphisme T de D tel que
I8 = T(B) Y , pour tout g €D,
On sait que
18a(1) = Ya(a) a(1) = a(eXo(a)) = ale®(a) X) ,
et
BYq(1) = a(a) Yq(1) = qlo(a) eX) = q(eso(a) X) .
Donc
@GJ_I S'-1 oz(a)) Yq(1)=q(eSoc—1 Sm1 02(a) X)=q(002(a) X)=Y8(ar) Q(1)=T§(a) YQ(I) .
Done ta(e) = ot s~1 02(a) , et ceci pour tout & € K . Ainsi,
9=l 5 0% = 7! B2 = a0

en notant 0—1 Ro = p , qui est un automorphisme de K .

Donc B == D[X]f o K[X]ECy ~ K[X]j , d'aprdés [14]. Cela achéve la preuve de la pro-

position.

Te Annesu avec dual a gauche et sans dual 3 droite.

o~~~

Il est connu (Cf. COHN [3]), qu'il existe des extensions de corps K o k telles
que [K ¢ k]r =+mo et [K: ka =n € N ., On en déduit aisément des anmmeaux arti~-
niens & gauche ayant une dualité A gauche et non & droite. Sur le groupe additif

A=K xk xK on définit une structure d‘'anneau par la multiplication
(Q;B’x)(@'vﬂtrx') = (QU'rBB',ax'+xﬁ’) » o' €K, B,p' ek, x,x' €K,

Alors on vér;fie que [AA] =3, [AA] =2+ [K: k]r =+ o , et, si on désigne
par ,C le cogénérateur minimal de la catégorie UL [AC]=2+[K:k]£=2+n (ct.
premidre partie). Ainsi, d'aprdés le théordme 0.3 (Cf. introduction), 1'anneau A ,

artinien a gauche mais non & droite, possdde un dual 3 gauche et pas de dual a
droite. Cela contredit 1'assertion du théordme 3 de [10] suivant laquelle tout

anneau parfait & gauche ou & droite, ayant une dualité a gauche est artinien a

gauche et & droite.

8

Probldme ouvert. Existe-~t—il un anneau artinien a gauche et a droite, ayant la
forte dua;ité a gauche et non auto-dual, ?
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