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FORMES ALTERNEES ET PUISSANCES DIVISEES

par Philipoe REVOY

Soit A un anneau commutatif et unitaire ; si R est une matrice alternde
d'ordre pair, le déterminant de R est le carré du pfaffien de R [4]. Nous ncus
proposons de replacer ce résultat dans un cadrz plus général et d'en tirer certsi-

nes conséquences pour les formes alterndes.

Tous les modules ¢ .sid3rés sont unitaires ; si I est un A-module et A(M)
son algeébre extérieure, on notera A'(M) la sous-algdbre commutative de A(M)
somme directe des AZP(M) » P €N . Dans la premiére partie on montre qu'il =xiste
sur A'(M) une structure naturelle d'algebres & puissances divisées ou PD-algdbre.
On utilise cette construction ensvite pour dé’linir des invariants d'une forme al--
ternée, en particulier le pfaffien, sur un module projectif de type fini, et on don-

ne quelques propriétés simples qui s'en déduisent,

1. Puissances divisdes dans A'(M)
NPT NS NI TSI I IS II SN

1.1. - Rappelons [ 6] qu'une algdbre & ~uissances divisdes S est une algébre
pl - el 4 g

commutative prégraduée S G)S+ , o S, est une sous~algdbre unitaire et S+ un

0 0
idéal muni d'applications Yy 5, -3 , définies de la fagon suivante :

(1) YO(S) =1, yl(s) =s et yn(s) €S (n>2,. se S+)

(11) v (st) = s" y (t) (ses, teS , nz0)

(1i1) v () v (s) = (s) (ses,, n30, n3o0)

Catn "n+m
\Pq) /(P (q! )p) Yp (S) (s e S s D, q=0)

li

(iv) vy (s +t)

(V) 'Yp ° 'Yq(s)

Les applications Yy constituent un systdme de puissances divisdes sur S . On a
< n . . .
aisément s = n! yn(s) et done, si S est une ‘g;algébre, il existe un systéme,
et w. seul, de puissances divisdes sur S y défini par yn(s) = sn/n! y S €S ,
n 20 . Les PD-algdbres formeni e cat’gorie, et le royau d'un morphisme de PD-
algebres est un idéal I =T @I, tel que, si s e I, yn(s) € I+ pour tout

0
n > 1 : un tel idéal sera appeld divisé.

l.2. - 21 (X ). ieT est un ensemble d'indétermindes, on note A{X, }1€I le
quotient de l'algebre des polyndmes A]X. ] LeT Par 1'idéal engendré par les é14-
ments Xi » prégradade en prenant pour A+{Xi} 1'idéal d'augmentation de A{Xi}

sur A .

LEiME. ~ La Z-algdbre Z{Xi1 possdde un sysidme uricue de puissances divisdes.
=22 4rElgebre 4 B CL. s

4
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Remarquons que Z{Xi} s'identifie & une sous-algdbre de ‘g{Xi} et que cette
ot . . N ‘ ny .
dernidre posséde un systéme unique de pvissances divisées donné per yn(s) =5 /0 .
i 2 . . ~ " _
En vertu de L6] (§ 3. Prop. 1), il suffit de montrer que AE}Ai} est une sous--PD

L) = Z{X.} pour tout entier n . O

algdbre ce Q{Xi} et, pour cela, que yn(x
;1 si =0

(1) v (7. =-€; X, = {Xi si n=1

Bn conséquence, Z{X.} est une PD-algdbre, ce qui dcémontre le lemme, les puis-
~

sances divisdes y étant données par le systime (1).

o}

PROPOSITION 1. - Sur 1'algdbre prégradude A{Xi} s 11 existe un systéme unique de

puissances divisées,

in effet, A{Xi} est produit tensoriel des algébres prégradudes A et 2 Xi} ’

~

la premidre étant prégraduée trivialement, i. e. AO =A et A =0 . La proposi-

tion est donc conséquence du théordme 3, p. 90, de [6], et du lemme 1.

1.3. = Soit M un A-module, et considérons la A-algdbre A{Xx,y} ’
(x,y)eMxti. Come (xAy)A(xAy)=0 dans (M) , 1'homomorphisme
u e A[Xx,y] -3 A'(M) , défini par u , (Xx,y) =X Ay induit un homomorphisme
¢ A{Xx,y} ~= A'(#) qui est surjectif et compatible avec les prégraduations. Soib

alors J 1'idéal de A{Xx y} engendré par les éléments
?
i b ‘. - X
(l) Tmext,y Xx:y Xl‘:y
(1) %, 0%,

(2) (iii) X - X

v) X X ol x z x! !
( ) 2,7 v,z A ’ y ¥

sont dans i , et A dans A .

PROPOSITION 2. - L'idéal J est le noyau de & 5 clest un idéal divisé.

I1 est clair que J est contenu dens Ker & 5 pour montrer l'inclusion opposée,
nous allons construire l'inverss Vv : A'(M) ——)A{XK y}/J de % homomorpl.isme in-
X,
duit par & .

B33

Désignant par X%, v 1'image de Xx v dans A{Xx }/J s considérons 1'applica~-
?

Y ) - _
r o X -y X eee K .
2p X%, X2p-1x2p
Le syst3me (2) montre que cette application est multilindaire alternde. En consé-
. . . : 2p .
uence, cette lication induit : M) -3 A{X s =R
q e, ce application in Yp AP(M) ~= Af x,y}/J ; posons VY (5%20 Yp

avec YO = 1& » On vérifie aisément que & et ¥ sont des homomorphismes inverses

x
. 2p ™ € o
tion de M° dans A{X_ g » définie par (z, , ..
? -

1'un de 1'autre, d'ol le =remier résultat.



8-03

La szconde assertion signifie que, si uweJ, yn(u) € J . I1 suffit de le véri-
fier sur le systéme de géndrateurs de J donné nar (2). Montrons-le par exemple

pour (i) : soit

z =X - X - X
X',y X,y x'y

On a Yn(z) =0 si n >4 ; il suffit donc de le vérifier pour n =2 et 3.

=3 - (x 3
Yol2) = Xy Xery ™ Tty g,y * B ) -
Or, d'aprés (iv), Xx,y = - Xy,x mod J ; donc yz(z) EJ .
YB(Z) = Xx+x' y.Xx y'Xx' ¥ est dans J car le produit des deux derniers termes
? ’ s

s'y trouve.

COROLLAIRE. -- Dans les hypothéses de la proposition 2, il existe sur A'(M) un

systéme de puissances d.:i.des, et un seul, tel que % soit un homomorphisme de

PD-algebres. Ce systéme est défini par ses valeurs sur les générateurs de 1'idéal

AL(M)

,""1 n=20
(3) yn(x ANYy) = {x AY n =1

}

t_ 0 n>1

(er)GMXM-

C'est une conséquence immédiate de la proposition précédente et de [6], proposi-

tion 5. Les formules (3) proviennent du systéme (1).

Remarquons que la structure ds PD-algdbres, obtenu sur A'(M) , est fonctorielle
= " . R N e e 4 s /o5 ! ar .\
en M eten AL :si us: ¥--:F est lindaire, A'{u) : AY/H) .= A'(N) est un
homomorphisme de PD-algdbres, st on a un résul*at analogue pour liextension des

scalaires.

1.4. -~ Nous allons donner Zci queiques propriétés de ces pvissances divisées.
- v ’, K3 . -
Soient ue A'(M) et u =2  n. une décomposition de u en somme de vecteurs
! iy -
décomposables de degré pair. En vertu do (3), yn(vi) =0 pour n = 2 . Donc

<

volu) = . . a, °
'n() ‘1s1]<...<1psp i, °** %4

1 n
et

yn(u) =0 si n>p.

: N . . .y
Posons alors PT(u):=zn=O yn(u) T" , ou T est une indéterminée (on se trouvc

en fait dens AY(M)[T] ) : la formule (iv) de 1.1, montre que
(4) PT(u + V) = PT(u).PT(v) .
Ici on veit done cque

PT(u) =]7§=1 PT(ui) =17§=1(1 + ui T) .
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On peut faire T = 1 dans la formule (4), et on trouve Pl(u + V) = Pl(u) Pl(v) H
posant Pl(u) = exp u , on voit, comme Pl(O) =1, que P1(u) est inversible dans

A'(M) d'inverse Pl(- u) « On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 3. - L'application u -= exp u est un isomorphisme de Ai(M) sur le

sous—groupe du groupe des éléments inversibles de A'(M) dont la composante homo~

géne de degré 0 est : .

Hous venons de voir que u == exp u est un homomorphisme de grcupes. Montrons
qu'il est injectif : en etfet, si u est homogdne de degré p , Yn(u) est de de-
gré np . La composante de degré p de expu est donc u .Si expu=1, u
est nécessairement r.l, Dans le cas général, u = u, + eee *+ uq , Ou u est homo-
géne de degré P; » avec p, < ... < pq ; la composante homogéne de degré P, de
exp u est yl(ul) =u, .

En conséquence, u -y exp u est injectif.

Pour montrer que c'est un isomorphisme, il suffit d'exhiber 1'application inverse.
Orsi v=1-u, o ue Ai(M) , définissons log v = - Z£21 (n - 1)t yn(u) , for-
mule qui a un sens car yn(u) est nul si n est assez grand. On vérifie alors ai-~

sément que exp 0 log(l -~ u) =1-u, d'od la proposition annoncée.

Remarquons que si Zﬁ uy et Zﬁ vj sont deux décompositions de u € Ai(M) , €n

sorms d'éléments décomposables et de degré pair de A;(M) , alors

] 3 uo LN u- =Zo . vn oo vo
i <eeed i i Jy<eee<dy 3y J

1 n 1 n n

car c'est tout simplement égal a yn(u) .
2. Formes alternées.

2.1s = Soit M un A-module . Une forme alternde sur M est une applicaticn
: MxM->A A-bilinéaire telle que &(x , x) = 0 pour tout x dans M . La
bi-additivité et la condition précédente entratnent que & est antisymétrique
(a(y , x) == 3(x, y)) et, réciproquement, si 2 est rdemli:ir dans A , toute
forme bilinéaire antisymétrique est alternde. Uns forme alternée % sur M cor-

respond donc & une application linédaire u : A2 M - A , définie par
wxAay) =s8lx,y),
et il y a isomorphisme entre le module des formes alteralss sur M et
Hom(A® M , &) = (A2 m)* .

Soient (M, 3) ot (M', §') deux modules munis de formes alterndes. Un mor—
phisme o : (M, &) - (M' , ') est une application linéaire o : I -3 M' ,
telle que &'(o(x) » o(y)) = 3(x » ¥) . Cela gignifie que si u (resp. u') est
1'é1ément de (A2 M)* (resp.. (A2 Mt)¥) associé & & (resp. ') , alors

t(AZ a)(u) = u' .
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On désignera par CA la cat<gorie dont les objets sont ies couples (si , 3) et

les morphismes ceux définis ci-dessus. Un objet de C, sera un moduvle alterné. G
H

a un foncteur evtension des scalaires.

Soit donc (M ’ @) ua objet de GA . 11 1ul est aspocié deux applicationsg Li-

néaires oppnsées 9 et 9y de H dans son dual Hom(M , A) par

a(x ’ Y) ’

0, (D(5)
oy (2)(y) = &y , x) .
On dira que § est non dégénérée si g, (ot @y ) est un isomorphisme.

On voit alors, en s pposant M de présentation finie, que & est non dégénérée
si, et seulement si, pour tout idéal premier p de A , la Torme @p obtenue par
extension des scalaires & l'anneau local Ap est non dégénérée, Ainsi, par exemple.
si M est projectif de type fini, et & wune forme alternée non dégénérée sur M ,
M est de rang pair en tout point de Spec(A) car, sur un anneau lecal [4), les

z

modules libres de rang impair ne possédent pas de formes slternées non dégénérées.

2.2. DEFINITION. - Soiemnt (M , 3) et (M' , &') Aevx rbjets de C, + On ap-

pelle somme orthogonale de (M , §) et de (M' , 3') , le module alternd

(Mo ur , &")

ou 3" est la forme alternde définie par &"(x + x' , y + y') = a(x,y) + a(x',y*) »

On notera ce modulc alterné (M , &) . (M' , 3')

L'é1ément de (Az(M ®M'))" , associé & 8" , n'est autre que
(w,0,u)e Wn)¥e (s @ (4% )",

N oy 2\ A 3 s s
o u et u' scont les éléments de (A° M) ev (A M’)* associds a § et &'

respectivement.

Soit maintenant M un A-module. Sur M @ M , définissons la forme bilinédaire
suivante @M(x +f,y+ g =glx) - f(y) . 11 est clair que ¢M est une forme al-
ternée. L'application Uy : A%(M ® H*) -3 & , associde A 8y » est 1'application
(0,7r,0) : AU (Mai*) @A’ M —>4 ot Tr: 1@ M -4 st définic
par Tr(x® f) = f(x) . L'application linéaire de M @ M* dans son dusl M* ® M¥*
est donnée par la matrice (S —éM) s 00 T: M ~— I est 1'homomorphisme natu—
rel 7(x){(f) = f(x) . Ainsi 3y est non dégénérée si, et seulement si, T est un
isomorphisme, c'est-ad-dire M réflexif. C'est le cas si M est projectif de type
fini. On appellera alors (M @ M¥ , @M) l'espace hyperboligue de M , et on le no-

tera H(M) . Notons que si M et M' sont Geux modules réflexifs, H(M @ M') est

canoniquement isomorphe & la somme orthogonale H(M) . (H(M!')) . On a alors. comae
pour les formes quadratiques ([4], §2)s et (M, 3) est un objet de @A , et P
un facteur direct réflexif de M totalement isotrope, i. e, &(x , y) = 0 pour
tout couple (x , y) d'éléments de P . (. 3) esi ;7¢£9 onthngonale de H(P)

et de son orthogonsal (M' , ') . Me nlme, on pent montrer que si 7 est un A~



£
module projectif de type fini, le module alterné (M , &) est non dégénéré si. et

seulement si,
(1,2 o, -8 ~uEH .

La démonstration est en tou’ poirn’ analogue & celle des formes quadrat’ques ([2],

chap. V).

2.3. Pfaffien d'une forme alternée. - Soient M un A-module projectif de

by

. . , . o 2 L\ 2 f it
type fini et § wune forme alternée sur M . Identifient (A° M)* & A<(M") , con-
. iq 2 AR RPN ez .
sidérons 1'élément u de A“ M associé & & ; on va s'intéresser aux puissances

divisées de u .

DﬁFINITION. - Soit M wun A-module projectif de type fini de rang pair ©2n . 00

Q¢
appelle pfaffien de ¢ , et on note Pf g , 1lé1ément Yn(u) de Azn W

Si M est le rang impair, on pose P7 5 =0 ,

Remarque. - Supposons M 1libre, de rang 21 , et soit R 1la matrice de % dans

},alovs Pf & =Pl Re’ A ...Ae" [4],

une base fe Cea on

1 * Sop

PROPOSITION. — Pour que & soit non dégénérée, il faut et il suffit que Pf &

engendre le module projectif de rang 1 dét M.

D'apr®s la remarque qui suit l= définition de Pf § , la proposition est vraie

localement et donc globalement d'aprés 2.1.

Ainsi on voit que, mour qu'un module projectif de type fini posséde une forme al-
ternée non dégénérée, il sst nécessaire qu'il soit de rang pair et que son déter-
minant soit libre, car dét M = (dét M¥*)¥ . si par exemple A est un anneau noestné-
rien de dimension de Krull 1 , tout module M siderit A" @ aét M , et donec les
seuls modules projectifs susceptibles de norter dec fo:mes alterndes non dégéné-
rées sont les modules libres de rang pair. I est alors facile de voir que néces-
sairement (M , &) ==H(Ar) - La proposition précéderte se géndralise de la facon

suivante

PROPOSITION, -~ Soient IM & A-medule projectil de type fini de rang 2n , es %

une forme alternée non dégénérée sur M . Alors si u désigne 1l'élément de A2 Ul

-

asgocié & & , et si n es: un entier comp=is entre O et v, 1l'application ce
N=p ¢ n+py..ae cpn s _ . . .
A Py dans A p(M ) , définie par v =>%v /\ yp(u) » €8t un Isomorphisme de A-

¢ €

modules,

I1 suffit de vérifier que c'es’ un isomorphisme localement, Alors I °=A2n , ¢t

on prend pour base de M des vecteurs (Ei) » 1<1g 21, tels que

é(zi ’ zi+q) =1



et tous les autres @(zi ’ ﬁj) nuls. On a

R ) S M,

'Yp(u) =lei <...<i§rlei AT AN ei /\ei""n AN see A Gi +n )
1 P 1 Y L P

et un calcul analogue & celui de [ 4] /§ 5, Bx, 13d) achdve la démonstration. Ainsi

on voit le résnltat suivant.

CORCLLAIRE., - Four gu'un module M projectif, de type fini et de rang 2n , pos-

séde une forme alternée non dégénérée, il est nécessaire que pour tout entier p ,

0Lp<sn,

AP e AP

2.4, Autres pro, iétés du pfaffien.

2.4.1. Soit (M, 8) L (M' , 3') 1la somme orthogonale de deux objets de C, , ou

A
#* X , - s

M et M' cont projectifs ; on sait que dét(M @ M'™) est aét M o ast m'¥

L'élément associé & & 4 &' dans AQ(M(D M')* est u +u' , et donc, du fait de

la formule (iv) de 1.1., On &
Pf(3 L &) = Pf 3@ Pf 3’

2.4.2. Soit H(M) 1'espace hyperbolique 4'un module projectif de type fini,
det H(M)* = dét M@ dét M* est canoniquement isomorphe & A ; un calcul local mon-

7. . . s -\ 3% o z
tre que Pf ﬁn est le génératear canonique de dét (M) (on est directement i=—-~4
aucas ou L =4 ).

. ) . rd 03 for - .
2.4.3. Soit v un automorphisme lindaire de (M, 3 . Pour que v soit un au-

tomorphisme de & , il est nécessaire que v conserve Pf ¢ , et donc qus
e T
AT(v)(Pr 8) = PF ¢

c'est-d-dire que dét v = * . pinsi Sp(3) est un sous -groupe de S2(M) . Si 1le

rang de M est 2 , on a egalité, car u = y1(u) =Pf & .

24440 S0it (M, ¢) un module alterné, avec M projectif de rang pair 2n , et

soit @ i M~ M* 1'application lindaire définie sn 2.1.

2 Se 23
Soit A2n ?, A2n M=dét M —ﬁfALn = aét it e C'est un élément du A-roiule

rd z * . 3 s \ r'd réd
Hom(dét M , dét M) qui est canoniquement isomorphe & dét M*tg aét M¥ ,

PROPOSITION, - Pf 8 ® Pf & = A" 9, = G @)

I1 suffit de le démontrer localement 3 pour cela, on utilisera une base @i)1<i<n’

et on est donc ramené & 1'égalité (Pr(R))? = daét R ([4], § 5, Prop. 2). Dams 1o

cas ou ¢ est non dégénérée, on peut prendre une base {e,) . avec
1°.gig2r

O

et tous les autres @(ei R ej) nuls. On a alors

4

- o B3
PL(Q) =€, A oo A €. -



L'application linéaire ®y est facile & décrire :

», (e

) = e}
=1 2k ?
%
”1(92k) =" Copap 0

et donc

9oy q Ao Coi-1 N Sk

et

2n _ L ® %
A ¢1(e1 A eee A ezn) = e, A e A €

d'ou la relation demandée,

2.4s5. Soient M wa A-module libre de rang k muni d'vne forme alternée 3 ,
{el y cee o ek} une base de M , et r wun entier tel que 2r < k . Soient u un
élément de A2 H' associé & @, et §_ la famille des sous-modules libres de
rang 2r de M dont une base est formée de 2r vecteurs pris parmi les e. .

i
Alors si P € ﬁr » 11 existe un homomorphisme ¥p A2r p* -qrAer M (1ié au

choix dela base), et on a

v, (u) = Pes_ wp(PE(2p))

La demonstratlon est facile. Il sufflt de regarder comment s'obtient Yo (uw) dans
la base de A M formée des e ,1) eee A es(2r) y OO s déerit l'ensemble des
applications injectives croissantes de {1 , .eo , 2r} dans {1, e.. , k} « Sup~
posons alors M de rang pair 2n , & et YV deux formes alternées sur M , u
et v les éléments associds dans A2 M y e T une indéterminde. Du fait de la

formule (iv) de 1.1., on a
pf(s + TY) = T Y (v) y,_.(w)

ce qui est exactement le théoréme de Lieb [5]. Remarquons qu'il n'existe pas en
fait de forme alternée canonique sur M , ce qui emp&che d'obtenir une meilleure
formule. Cependant & une base {el y oo eZn} de M , on peut associer ¥ définie
par

= _ q)iti-1 *
= z:1si<jg2n( ) e N ey

de sorte que
- 3 . %*
Yr(V) - ZS es(l) N eee N es(gr) 9

ol s décrit 1l'ensemble des applications injectives croissantes de {1, eo. 21}
dans {1, eee , 2n} . Ainsi

(u)'Y (v) An -1 el A XX /\ 62n ’
ou A.n_r est la somme des pfaffiens (scalaires) des sous=matrices alternées d'or-
dre 2(n - r) de la matrice de $ dans la bhaze {01 2 cee e2n} .

2.5+ K-théorie alternée. - Les obiets dont nous disposons se prétent tout na-
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turellement & la définition d'un groupe Ko [2]. Soit é%E’A la sous-catégorie
pleine de CA dont les objets sont les modules alternds (¥ , &) » 1 M est pro-
jectif de type fini et & non dégénérée. Les objets de Alt A sont appelés es-
paces alternés. La somme orthogonale de deuz espaces alternés est encore un espace
alterné, et cette somme vérifie les axiomes d‘'une catégorie avec produits [27], On
obtient ainsi sur l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets d'é&f}A une struce
ture de monoide abélien avec élément neutre. Le groupe universel de ce monoide sers
noté K, Alt(A) . Deux objets de Alt A, (M, 3) et (M, 3') , ont méme image
dans KO AEEKA) si, et seulement si, il existe (P , ¥) espac~ alterné tel que

(M, 8 (P,y¥)=@m,s).(p ;¥ .

Le foncteur M —b H(M) de la catégorie ‘gﬂA) des A-modules projectifs de type
fini (avec pour fléches, les isomorphismes et pour produit la sonme directe) dans
Alt A est un foncteur de catégorie avec produits. Il induit donc un homomorphisme
de K, P(a) dans Ky Alt A . De plus, le foncteur H est cofina’ au sens de [2],

chapitre I. On a donc la suite exacte & cinqg termes

K p(4) — K Alt A — K H —yK, P(A) -»K, Alt A,

0

qui est fonctorielle en A .

Si A est un corps, tout espace alterné est hyperbolique, et on voit aisément
que Kb P{a) -—pr Alt A est un isomorphisme. De plus, il est bien connu que le
groupe des commutateurs du groupe symplectique est égal au groupe symplectique tout
entier, sauf dars trois cas particuliers (cf. ARTIN [2], th. 5.1). Afasi K1 é&I,A
est nul, et KO.E est aussi réduit a zéro. Tout espace alternd est encore hyperbo-
lique si tout module projectif de type fini et de rang constant est libre, 1z dé-
monstration étant 1s m8me nue celle pour les corps. Si A est noethérien de dimen--
sion de Krull 1, cn a vu que, encore dans ce cus, tout espace alterné est hyperbo-
lique, mais Kb EKA) —q;KO éiz A n'est plus nécessairement injectif. Si a est un

module projectif de rang 1 non libre, H(ﬁ) &fH(A) » bien que a et A ne soiemt

pas égaui dans KO p(a) .

2.6. Cas d'un module de rang 2 . - Les résultats donnés ici proviennent de
[3] § 4.

Si P est projectif de rang 2 , et § une forme alternde sur P sy & est non

dégénérée si, et seulement si, 1'élément wu € A2 p¥ associé & § engendre
A% P¥(u = p£(3)) .

En conséquence, P possdde une forme alternée non dégénéréc si, et seulement si,
A? P est libre de rang 1 . Ce**r n-rAitin- wénl4~%e, si o est un générateur de
A2 P, la forme ¢ définie par x A v=238x, y)e est non dégénérée, et changer
de générateur revient a multiplier & par une cons*ev*s inversible. L'ensemble des
formes alterndes non dé~4nérdes sur P est en bijec** <2 avec l'ensemble U(A) des

€1émonte invewsinle, I T. ~rouc~ orfm) opére sur cet ensemble par



(5) @.8 = (Adt o)d .

Suoit & le sous-groupe de u(a) , image de G{P) ner 1l'homomorvhisme détcrni-

z

nant. On voit qu~ l'ensemble des classes d'isomorphismes de formes altecraces non

2 .

dégénérées sur P est en bhijection avec le groupe v(a)/¢ , groupe d'exposant
crxy G contient U2(A) . Ceci montre qu'il paut exister sur un ~3m: uodule de rang
2 des structures symplectiqres non isomorphes [3]. Cependant, si ¥ possdde une
structure hyperbolique, cela signifie qu'il existe 2 projectif de rang 1 *el
que P azg(ﬁ‘gf 5 mals alors G = U(A) , et cette structure symplectique est donc
unique & isomorphisme prés. Réciproquement, si P est décomposable et posséde ume
structure syzplectique, elle est uniqua & isonorphisme prag, car G = U(A)

plus si P = f:&;f,' ~ONRE A2 P=4a, b= Eﬁ , donc on a montré la proposition

suivante.

PROPOSITION. - Soit P un module projectif de type finl et de rang 2 gui pos-

séds au noins une structure symplectigue. P st _hyperbolique si, et seulenent si,

lors qu'une ssule structure symplectigue &

w

il est décomposable, et il ne possdde a

isomorphisme »res.

BIBLIOCGRAPHIE

[1] ARTIN (Z.). - Geometric algebra. — New York, Interscience Publishers, 1957
(Lauerscience Tracts in pure and appli=d Mathematics, 3).

[2] BASS (H.). - Lectures on topics in algebra’c K-theory. - Bombay, Tata Insti-
tute of fundamental Research, 1957.

[3] BASS (H.). - Modules which support nonsingular f rms, J. of Algebra, t. 13,
1969, p. 246-252,

[4] BOURBAKI (¥.). - 4lgdbre, Chapitre § : Formes sesquilindaires et formes qua—
drathues. - i ..vis, Hermann, 1959 (Act. scient. et ind., 1272 1 Rourbeki,
24).

KAELNL (J. 7 Y. = frassmann a.gebras for proving a theorenm on pfaffians, Li-
near algebra and its appiicactions , t. 4, 1971. p. 2. -125.

[6] ROBY (N.). ~ Les régles & puissancic divisdes., Bull. Se. math., “. 89, 1965.
P- 75—914

(Texte recu le 22 mai 1973)
Philippe IEVOY

Rue de la Poterie
11130 SIGEAN




