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T-OPÉRATEURS SUR UN GROUPOÏDE

Yves MATRAS

Séminaire DUBREIL
(Algèbre)
26e année, 1972/73, n° 6, 6 p. 26 février 1973

r étant un groupoide multiplicatif, nous appellerons transformation de r une

application de r dans lui-même. L’ensemble des transformations de r sera noté

a(r) .

Définition. - Un élément f de vérifiant

sera appelé T-opérateur à gauche sur r , et leur ensemble sera désigné par T .

Exemples.

(a) Toute translation à gauche de r (c’est-à-dire toute transformation f de

r telle que f(xy) = f(x) y pour tout x et tout y de r ) est un élément de T ~

(b) Si a e r , la transformation p. de r (définie par a(x) = a pour tout

x de r ) est dans T si, et seulement si, a = a .
(c) Soient A ç r et u e r tels que xa = u pour tout x de r et tout a

de A . Toute transformation f de r , vérifiant f(u) = u et A , est
un élément de T .

1. Composition des T-opérateurs et T -familles.
En général T n’est qu’un groupoide partiel : le composé de deux éléments de T

peut ne pas être dans T , On a cependant toujours le résultat suivant.

PROPOSITION. - Soient f et g dans T et À une translation à gauche de r.
Alors : 

,

(iii) Si f(r) est contenu dans g(r) , on a

Définition. - Une famille d’ éléments de T sera appelée T -famille
g ~"~"~,~,

sur r si f 
u 
( xf 

v (y~ ~ ; f u (x) f v (y) pour tout x et pour tout y de ~’ , tout
u et tout v de U. Si les f sont deux à deux distincts , on parlera de T -u 

gensemble sur r .

Une condition suffisante pour que EU 
soit une T g-famille sur r est que

f u ~r~ = f v (r) pour tout u et tout v de U .



La propriété d’être une T -famille est conservée par isomorphisme : soit, un

isomorphisme d’un groupoide r sur un groupoide r’ , et Tg-famille
sur r . Alors {03B6 o f 

u 
o 03B6-1} u~U est T g-famille sur 0393’ . s L’étude du grou-

poïde partiel T peut être facilitée par les résultats suivants..

THÉORÈME.

(i) La famille des T -ensembles sur r est 

(ii) Tout élément de T est contenu dans un T -ensemble maximal sur r .
g

Le sous-demi-groupe de 03B1(0393) , engendré par un T -ensemble sur r , est un
T -ensemb le sur r .
g

(iv) Un Tg-ensemble maximal sur r est un sous-demi-groupe du groupoide partiel
T.

2. Comportement des T-opérateurs à gauche vis--à-vis des éléments zéro.

Soit f un élément de T, et soit z un zéro à gauche de r . Alors f(z) est

un idempotent de r, et f(r) est contenu dans ~x Er; x = f~Z~~ , Sup-
posons de plus que z soit un zéro bilatére, et notons-le 0 . Alors,

D’autre part, A = étant une T -famille sur r , on a f u (0~ ~ 0 pour

tout u de U , ou bien f u (0) = 0 pour tout u de U . Dans ce dernier cas,
A u ~~, ~ est une T -famille sur r et, par suite, tout T -ensemble maximal sur0 g g
r , contenant un élément qui laisse fixe 0 , contient ~, 0 ,

3. Cas d’un zéro bilatè adjoint extérieurement.

Soit r un groupoide sans zéro bilatère. Posons r = r u (0) , et considérons un
élément ? de T ( T étant l’ensemble des T-opérateurs à gauche sur F )~ On
peut parler de la restriction f de f à r si, et seulement si, r .
Ceci se produit uniquement dans deux cas.

~ 

Premièrement, si 0 , et dans ce cas La réciproque n’est pas
vraie en général : on ne peut pas toujours prolonger à r un élément f de T de

façon que l’image de 0 ne soit pas 0 . Cependant on peut énoncer :

Si f e T et si e est un élément neutre à droite de r vérifiant

la transformation f de r , définie par

est dans T .

Deuxièmement, une transformation f de r sera dite restrictible si



Alors un élément f de est un T-opérateur [resp. me translation] à
gauche sur r si, et seulement si, il est la restriction à r d’~~ ,. 

[resp. une translation] à gaucho restrictible sur i’ .

4. Une configuration particulière.

Considérons le problème suivant : soit à caractériser les éléments , ensen-

ble des T-opérateurs à gauche sur le quotient i’ = groupolde r par 

idéal premi er 6 de r. Nous allons définir un certain type de transformation de

r qu’il sera nécessaire et suffisant de caractériser pour résoudre le problème.

Notons x la classe modulo A d’un élément x de Si x ~ on a 

Si x E p , (considéré comme l’élément zéro de 0393 , 0394 sera noté 0 y,
On dira qu’un élément f de est réductible par A si x = y implique
f(x) = f(y) , auquel cas on peut définir un élément f de par f(x) = ?(T) .
On appellera f la réduction de f par â . L’ensemble des éléments de ré-

ductibles par 6 est

Notons que deux éléments f et g de R0394(0393) ont même réduction par A si, et

seulement si, A.. == A y avec 0394f == (x e F ; f(x) e A) * T désignera l’ensemble
des éléments f de 6L(r) vérifiant les conditions :

Un élément f de OL(r) qui laisse le zéro fixe est dans T si, et

seulement si, f est la réduction par A élément de T, .

Cas particulier des translations. - Soit ?’ l’ensemble des éléments f de T
vérifiant les conditions : 

,

(Tl) A~ est un idéal à droite de r, et

(T2) f(xy) = f(x) y pour tout x de A~ et tout y ~ A ~

Alors un élément B de CL(’r’) est une translation à gauche de r si, et seule-

ment si, À est la réduction par A d’un élément de T’ .

5. Structure de l’ensemble des T-opérateurs sur un groupe et sur un groupe avec
zéro.

Soit G un groupe multiplicatif d’élément neutre e . Soit ’5 le groupe avec

zéro construit sur G : G = G u (0) . L’ensemble des T-opérateurs à gauche sur G

(resp. G) sera désigné par T (resp. ?) .

Dans [~lj, nous avons caractérisé les éléments de T et T ; rappelons ce résultat.



Un système à gaucho sur G (resp G) est un couple (F , i) , ou
F est un sous-groupe de G e-u 1 un ensemble vide et non redondant (resp.
non vide , non redondant et complet) de représentants des classes a gauche module F . .,

L’associée de (? , l) est la transformation f do &#x26; (repp. Cr) p définie par
f(x) = i-1 x avec i e 1 et iF = xF (reso. f(x) = i" x s’il existe i dans

1 tel que L.? == xF , et f(x) = 0 sinon). Un système à gauche sur G (resp . C.) ~ ,
différent de (F , i) , ne peut avoir f comme associée . F sera le but de f ,

1 sera le coeur de f y et l’élément de 1 qui se trouve dans F sera appelé,

lorsqu’il existe, pointe de f .

THÉORÈME.

(i) Une transformation f de 0 est dans T si, et seulement si, e 3 est

l’associée d’u-n système à gauche sur G c

p~ ~ j.~ r; on-’; 

(iii) Une transformation f de G , différente de 0 et de e , est dans l’

si, et seulement si, elle est l’associée d’un système à gauche sur G .

(~) Structure du groupoîde partiel T .

Nous poserons S = TB{ e , 0} . F étant un sous-groupe de G , 03A3F représen-
tera l’ensemble des éléments de S ayant F pour butr Le théorème suivant fourrât
une première décomposition de T .

THÉORÈME 1.

(i) { e} est un T -ensemble maximal 

(ii) Mis à part ()jL ) , -ensembles maximaux sur G sont, et ne sont que~ * g 2014201420142014’’ ’2014201420142014-2014201420142014 ’ ~2014201420142014201420142014 -2014

les I;- u (p,..) . Les S? sont deux à deux disjoints, et leur union, lorsque F

parcourt la famille des sous-groupes de G , E *

Choisissons un sous-groupe F de G , et étudions S~ .
Puisque est un maximal sur G , c’est un sous-demi-groupe

du groupoïde partiel ï . Il esU clair que 0 est le zéro de ce demi-groupe. Ap-
pelons $- l’ensemble des éléments de 03A3F n’ayant pas de pointe. Posons 
Si c ~ 03A3 , on désignera par 1 

OE 
le coeur de o- . et Z 

J 
représentera 03C3-1(0)B{0}.

Si x ~ GBZ , on dénotera par -: élément de 1 n En particulier
e 
a 

sera la pointe de 03C3 , si elle 

2. - Ep ~ ~ e ~ , ~ e ~ . Alors :

es± idempotent si, et si, e 
03C8 

=-3 .



THÉORÈME 3. - des idempotents de 03A8F est un zéro demi-groupe à
droite , et 7-p un groupe droit isomorphe à n-,  F c

L’isomorphisme intéressant est en fait colui qui transforme 03C8F o 03C8 en F (a’/jc
03C8 ~ Hp ). Il est défini par

Remarque. - Considérons l’équivalence R définie sur par 03C8 R 03C8’ si, et
seulement si, Z03C8 = Z .. Soit 03C0 un idempotent de 03C8F . Alors, diaprés le théo-
rème 2(i), 03C8F o n ne peut être à cheval sur deux classes module R . Chacune de
ces classes est donc un groupe droit dont sous-groupes maximaux sont isomorphes
à F . C’est le cas, ..n particulier, pour la classe formée de tous les éléments

restrictibles (Cf. de 03C8F , classe que nous noterons 

E T si, et seulement si, dans ce cas y o n, =?u, .’ c ......,_ _ ..~...w._....~~,..._.r.. ~... ’Y ~ .~...2014!~ s ’Y I~e *

(vi) o .o’ = 0 si, et seulement si, F03C3, s Z03C3 f.t, dans ce cas. a 

de pointe ( F , représente le but de (7’ ).

(b) §tzT;ctyg.e di; T e

Toutes les notations précédentes sont conservées excepté que, dans ce qui suit,
e désignera la transformation de G qui applique tout élément de 

. 

G sur e .

, , 
.

THEOREME 5 , o-o T G son.t , et ne sont que les ensem-
bles 0396F = 11 « rl i 1(Q ; = Fl ? parcourt la famille des sous-groupes de
G . Ces 0396F sont deux à deux disjants et recouvrent T ,

Rema.rqi,.JDS que = (p,) et qi;e ;> coïncide a..;7,,c l’ensemble des transla-
tions à gauche de G *

Tout élément OE de Eli est la à fl d,’iin él.ément restrictible q de
£ , et l’application 03C3 ~ F es"; ir isomorphisme de groupoïdes partie] 3 de %’ sur

’~ est ~~~~~~~~~~’~’~ ~~’~~~’ ~"~~~~’ ~’ ~~ ~ ° En 
est l’image isomorphe de "p,r : c’est ur groupe rO’- isomorphe à ?, x P , Où flwreprésente l’ensemble des éléments rle Y, qui ont e no;>1- pointe. De la même
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manière que po’j-r G y en que :

(ii) y o E T si, et seulement . y est idempotent et, dans ce cas, on a

’Y o ~,e ~ ~.~,e ~

Les idempotents de T sont caractérisés par une pointe égale à o . Enfin, si g

et g i sont dans 0396F , on a I03B6.03BE i e03BE .

Nous allons maintenant compléter l’étude de la structure de T en énonçant une

condition nécessaire et pour eue le de éléments de T soit

dans T 0

Soient et et dans T , respectivement associés aux systèmes à gauche l)
et J) sur G ~ doit la réunion des classes à gauche modulo F qui

coupent H . Posons

Pour un élément donné x de G , nous noterons jx l’unique élément de J n xH ,

et ix l’unique élément de 1 n (j" x).. Enfin nous noterons n l’équivalence~ 
xv

sur G , définie y si, et seulement si, j i == j i . On peut alors. 

x y
énoncer le théorème suivant.

THÉORÈME 6.- 03B1 . 03B2 ~ T si, seulement les deux conditions suivantes sont
réalisées :

est régulière à gauche,

(2) JI~ == 

Lorsque le système à gauche sur G p dont 03B1 . P est l’ associée. ,.
est (~(e) y ~u e module K .

Cas particuliers.

(l) Si Irr = o P es’; rn élément de T associé à (H n F , JI ) . La ré-
ciproque est d’ailleurs vraie : si cy ? 03B2 e T avec 03B2(G) = H n F , alors on a

~-~. ’

(2) Si F s H  alors p e T p et est associée à (F , Jï) ~.. 

JD.

(3) Si I0H = %! p ce ’. p n’est pas dans T .

(4) Si H c: F et e~ ~ H . ~~rr ~ ~ p -~s dans T .

(5) Si H s F et II .> :~ors ~ . p 3st dans T , et est associée à (H, Je).
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