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Séminaire DUBREIL 6=-01
(Algibre)
26e année, 1972/73, n° 6, 6 Pe 26 février 1973

T-OPERATEURS SUR UN GROUPOIDE

Yves MATRAS

I' étant un groupoide multiplicatif, nous appellerons transformation de T une

application de T° dans lui-méme. L'ensemble des transformations de T sera noté
a(r)

Définition. = Un élément f de () vérifiant
£(x£(;)) = £(x) £(y) pour tout x et tout y de T

sera appelé T-opérateur 3 gauche sur I , et leur ensemble sera désigné par T .

Exemples.
(a) Toute translation & gauche de TI' (c'est-a-dire toute transformation f de
I telle que f(xy) = f(x) y pour tout x et tout y de T ) est un élément de T.

(b) Si a€eTl , la transformation g de T (définie par pa(x) = a pour tout

x de T ) est dans T si, et seulement si, a = a2 .

(c) Soient AST et uer tels que xXa =u pour tout x de T et tout é
de A . Toute transformation f de T , vérifiant f(u) = u et £f(r) e A , est
un élément de T .

l. Composition des T-opérateurs et Tgrfamilles.
MMWW

En général T n'est qu'un groupoide partiel : le composé de deux éléments de T

peut ne pas &tre dans T . On a cependant toujours le résultat suivant.

PROPOSITION. — Soient f et g dans T s et A une translation & gauche de TI'.
Alors :

(i) forerT.

(ii) fog=g o f implique f o g€ T ,

(iii) 8i £(r') est contenu dans g(I) , on a

g(xf(y)) g(x) f(y) pour tout x et tout y de T ;

de plus, f o g€ T.

Définition. = Une famille {fu}ueU d'éléments de T gera appelée Tgrfamille
sur ' si fu(va(y)) = fu(x) fv(y) pour tout x et pour tout y de T , tout
u et tout v de U , Si les fu sont deux & deux distincts, on parlera de Tg—

ensemble sur T .

Une condition suffisante pour que {f }uGU soit une T —famllle sur ' est que
f (F) f (r) pour tout u et tout v de U .
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La propriété d'étre une Tgrfamille est conservée par isomorpliisme : soit  wun
isomorphisme.d'un groupoide [' sur un groupoide T[' , et {fu}ueU

une Tg~famille
sur T . Alors {C , £, e g—l}ueU est tne Tg—famille sur ' , L'étude du grou-

poide partiel T peut &tre facilitée par les résultats suivants.

THEOREME ,

(i) La famille des Tgyensembles sur T est U-inductivo.

(ii) Tout élément de T est contenu dans un Tgrensemble maximal sur I .

(iii) Ie sous—demi-groupe de (T) , engendré par un Tg—ensemble sur [' , est un

Tg—ensemble sur I .

(iv) Un Tgrensemble maximal sur ' est un sous~demi-groupe du groupoide partiel

T .

2. Comportement des T-opérateurs A gauche vis-a-vis des éléments zéro.
MWWWMWWMN

Soit f wun élément de T , et soit 2z wun zéro & gauche de I . Alors f(z) est
un idempotent de TI' , et f(I') est contenu dans {xer; f£(z) x=1(z)} . Sup-
posons de plus que 2z soit un zéro bilatdre, et notons~le O . Alors,

(£(0) #0)= (0 £ £(1)) .

t - Ve - .
D'autre part, A = {fu}ueU étant une Tg famille sur ', on a fu(O) 4 0 pour
tout u de U, ou bien fu(O) = 0 pour tout u de U ., Dans ce dernier cas,
Avu {po} est une Tgyfamille sur [ et, par suite, tout Tgpensemble maximal sur

I' , contenant un élément qui laisse fixe O , contien* By

3. Cas d'un zéro bilatdre adjoint extérieurement.
wmwm\ﬂNWMW

Soit T wun groupoIde sans zéro bilatdre. Posons T =T u {0} , et considérons un
élément T de T ( T étant 1l'ensemble des T-opérateurs & gauche sur T ). On
peut parler de la restriction f de f & T si, et seulement si, T(I) T .

Ceci se produit uniquement dans deux cas.

' Premidrement, si f(0) #0 , et dans ce cas f €T . lLa réciproque n'est pas
vraie en général : on ne peut pas toujours prolonger & T un élément f de T de

fagon que 1l'image de O ne soit pas O . Cependant on peut énoncer :
Si f €T et si e est un élément neutre & droite de I vérifiant
£f(r) e {xer; ex=e},
la transformation T de T , définie par
T(x) = f(x) si el et T(0) =e ,
est dans T ,

Deuxidmement, une transformation T de T sera dite restrictible si

(f(x) =0) &= (x = 0) .
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Alors un élément f de A(I") est un T-opérateur [ vesp. vne trarslation] a
Ex
gauche sur T si, et seulemant si, 11 ect la restriction a T d'v: T-opérataour

o

[resp, une translation ] & gesuche restrictiole sur 1 .

4., Une configuration particulidre.
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Considérons le probldme suivent : scit 3 caractériser les éléments de T , encen-
ble dcs T-opérateurs & gauche sur le quovient |° = F/A d'wa groupoide T par w2
idéal premier A de I . Nous allons définir un certain type de transformation de

I' qu'il sera nécessaire et suffisant de caractériser pour résoudre le probléme.

Notons x la ciasse modulo A d'un é1ément x de I . Si x¢ A, on a x={x}.
Si xeA,ona x= ) (considéré comme 1'61ément zéro de T , A sera noté O )
On dira qu'vn élément f de d(r') est réductible par A si X =y implique
(%) = Ty, , auquel ces on peut définir un élément f de AT) par T(X) =T(x) .
On appellera f 1la réduction de f par A . L'ensemble des éléments de a(r) ré-

ductibles par A est
A1) U Uy 2,(0) = &\(T)
o &(r) ={rea(r); £(a)sa} et A (r)={fed(r); £(a)={a}}.
Notons que deuz éléments f et g de ﬂA(F) ont méme réduction par A si, et

seulement si, Af = Ag s avec Af = {x el s f(x) € A} . TA désignera l'ensemble

des éléments f de aA(F) vérifiant les conditions :
() ap £(M\ag) S B, , et

(M2) f(xf(y)) = £(x) £(y) pour tout x et tout y de I\Ap o

THEOREME, - Un élément f de A(T) qui laisse le zéro fixe est dans T si, et

seulement si, £ est la réduction par A c'un élément de Tﬁ .

Cas particulie>» des translatiorns., -~ Soit TA l'ensembie des éléments f de T

A
vérifiant les conditions :

(T1) As est un idéal & droite de T , et
(12) f£(xy) = f(x) vy pour tout x de by et tout y én .
Alors un élément A de Q(T) est une translation & gauche de T si, et seule-

ment si, A est la réduction par A d'un élément de TA .

5. Structure de l'ensemble des T-opérateurs sur un groupe et sur un groupe avec

%610,

Soit G un groupe multiplicatif d'élément neutre e . Soit G 1le groupe avec
zéro construit sur G : G =G u {0} . L'ensemble des T-opérateurs & gauche sur G

(resp. G) sera désigné par T (resp.T) .

Dans [1], nous avons caractérisé les éléments de T et T ; rappelons ce rémlint.



D&l citicn, - Un systéme & gauche sur ¢ (resp. @) est un couple (7, I), ob

P est un sous-groupe de G et I un enscmble non vide ev ncn redondant (resp.
non vide, non rcaondent et comple't) de z2priésentants des class=2s & gauche mocdulys 7,
L'associde ée (@ , I) est la transformation 7 de G (zesp. G) , définie par
f(x) = i1z avec ie T et iF = xP (resv. £(x) = 7V % ctil existe i deas

I tel que i?=x7, et f(x) =0 sinon). Un systdme & gauche sur G (resp. G)

-

différent de (F , I) , ne peut svoir f comme associde. F sera le bui de f ,
I sera le coeur de f , et 1'élément de I qui se trouve daas F sera appelé,

lorsqu'il cxiste, pointe de I .

THEOREME .

(1) Une transforma..on f de G est dans T si, et seulement si, ¢ > est

l'associée d'un systéme & gauche sur G o

(ii) Fo et e con’ dans 1.

(iii) Une transformation i de o , différente de wo et de pn_, ess dans U

si, et seulement si, elle est 1l'csscciée d'un ,~ystéme A gauche sur G ,

(a) Structure du groupoide partiel [

B

Nous poserons § = ;"\{p.e . ”O} . T Stent un sous-groupe de G , I, représen-
tera l'ensemble des éléments de ¥ ayont F pour but. Le théordme suivant fournit

une premidre décomposition de T ,

THEOREME 1.

(1) {p,e} est un Tg—ensem‘ole maximal sur G .

(4i) Mis a part {p,e} , lea Tg—«ensembles naximauz. sur G sont, et ne sont ~m~

les EF U {p,o} . Les EF sont deux & Geux disjoints, et leur union, lorsque T

parcourt la famille des sous-groupes ‘e G , esv 5 .

Choisissons un sous-groupe F de G , et étudions =, .
£

Puisque EF U {“‘O} est un Tg—-ensemble meximal sur G s clest un sous-demi-groupe
du groupofde partiel T . 1i est clair que est le zéro de ce demi-groupe. Ap-
pelons én 1l'ensemble des éléments de ZF‘ n'ayant pas de pointe, Posons YF=ZF\% s
Si ¢ ey, on désignera par I, le coeur de o , ot 7 représentera 0—1(0)\ {o}.
8i x e G\Zo_ y on dénotera nar % 1'mique élément de Io rn xF . Bn particulier

ec sers la pointe de ¢ , 8i elle existn,

THEOREIE 2. - Solent o € T, , o€ oy, § ¢ ¥, . Alozs

(1) @0 =uy 3 Z\‘a‘oc:zc’ lﬂ;cﬂ;:Ioe\lf'

(ii) ¢ est idempotert si, eo% ceulement si, e, =2 ,

(111) y o gp =255 ¢ o¥p= ¥y,



THEOREME 3. - L'engerble HF des idernotents de YF est un zéro demi-groupz a

droite, et Yo s un groupe deoit lscmorphe & I, x 2.
—_——m OS2 i EH e —STENET S

L'isomorphism2 intéressant cst en fait celui qui transfoime Yoot en F (avoc
¢ € I )o I1 est défini par

y) = (7t

Fo&‘)‘ .\‘J'.EF)O

)
v

(4 o y €

Remarque. .- Considérons 1l'équivalence R définie sur Yp par ¢ Ry’ si, et
seulenent si, Z$ = Zw: o« S0it 1 " idempotent de YP » Alors, d'apms le théon-
réme 2(i), YF o T ne peut &tre a cheval cur deux classes modulo R . Chacune Ce
ces classes est donc wn groupe droit dont les sous-groupes maximsux sont isomorphes

a F , C'est le cas, .n particuliei, pour la classe formée de tous les éléments

. . \ -
restrictibles (¢f. [1]) de Yn » classe quz nous notercns Yo e
- ’

-—

THEOREME 4. - Soit v €T ot o , o' € ¥ . Alors »

(i) o o'\('—‘:g!,o .

(i1) vy opg =ny st vy -

(iv) v ong e T si, et seulement si, ye Iy of, dans ce cas, y o, =p, -
(V) o oo! # !.’.‘ﬂ .

; ' = ; lement si. P . © , o 1
(vi) 0 e o Wy 5i, et _seulement si, F» &% «t. dens ce cas, o n'a pas

de pointe ( F_, représente lo bui de o' ).

[ 4. .
vii) Soient ¢ € Yo et c €%, ., aveec HS P, Alors, si e, ¢ H s ONn &
e LA ry 2 8VEC SRR 2 By —_—
§ o0 dT; si c, & H, ona
=T AL
Y oceT aven 3 =272 et I =1 e
Y Yoo g Yoo o ¢ °

(v) Structure du grcvpcTle asrtiel T ,

Toutes les notations précédentes sont conservées excepté que, dans ce qui suit,

Me désignera la transformation de @ qui applique tout élément de G sur e .

7 “ i
THEOREME 5, - Ies T ~ensembles maximaux sur G sont, et ne sont que les ensen-

<
== . \ :
bles 2~ {geT: () =¥} lursome P parcourt la femille des sous~groupes de
G . Ces E, sont deux & Ceur d*sj-.nis ot reccuvrent T .

Il

Remarquors que fo

r - 4 e .
1= fu_} 2t que tia "oIncide av.2 l'ensemble des transla-
¢
tions a gouche de G

Tout élément o de T est la restrintiom & G C'um élément restrictible g de

IS

L, et 1l'application g == €3 un dsoncrphisme de grovnoides partiels de ¥ onr
T, 00 ¥ est l'ercenbl~ Ang £V 4m--r- Zrsurictibles de ¥ . En particulier, EF
jF,r ¢ clest ur greoupe droit isomorphe & @F x F , ou @p
représente l'ensemble de~ 3lcmerts de = qui ont e pour puinte. De la méme i

est 1l'image iscmorple de



mani&re que povr G , en oot que @

(1) B © Y = Iy, »OUT tout v ¢cc T .

Y

(ii) Yoo u, € T si, et seulement ¢i, v est idempctert e, dens ce cam, on u
% =|'1
‘Y °I"e re °
Les idempotents de T son* caractévisés per une poinie €gale & ¢ . Enfin, si

et ! gont dans & o.. a L. ., =L., e,
: R R g Ty %
Nous allons meintensn® compléter 1!étude de la structure de T en énongant 02
condition nécessaire ef suffisante nour cue le vompocd de dsux élémonts de T ooiy

dans T .

Soient o et § .ms T , respectivement associés aux sysiémes & gauche (r, D
et (H, J) sur G , Soit FF la réunion des classes & gouche modulo F qui
coupent H ., Posons

- - 0
L.,,ﬁJ.ﬁf;F et IE=IOH,

9

Pour un élément dcrné x  de G . nous noteroas ig Ltunique élérmeat de J n 7H,

X . 2= 7 -""1 A . z N
et i” 1l'unique élément de I n (;x x). . Eafin nous noterons i 1l'équivalerce

rd . 3 . . 3 .X . l-"
sur G , définie par =N 7 si, ct seuloment si, igi = gy i’ . on peut aloxrs

¢

énoncer le théorime suivant.

R
THEOREME 6. ~ o o p€ T si, 2’ seulement i, les deux condivions suivantes non

réalisées ¢

(1) T est mégulidze & grucho

Q
T — T
(2) o1y = ”IH
Lorsque c'est le cas, le sysiime & gauche sur € , dont ~ , B est llassocide.
est (n(e) , JIH) s ou ﬂ(e) est la classe Ge e modulo T,

Cas particuliers.

(1) 81 I = Ig , @B et vn dlénent de T associé & (HnF, JI;) . La ré-

ciproque est d'ailleurs vraie : si o o 3 € ? avec « o (@) ::H T, alors on o
Ty = Ty

ﬁ‘ . ) 4 N
(c; 3i PSS H, ealors o o BE€T, et est associée & (7 , JIq) N
4t

(3) s Ig = © »p nles” pes dans T .
(4) si H< f E.avnmr v o nicst 2ogs dans T
(5) si HS F e+ ea €N, :lors -~ -3 ~stdans T , et est associde a (H,J%).
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