ALAIN BIGARD
Théories de torsion et f-modules

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 26 (1972-1973), exp. n°5,
p-1-12

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1972-1973__ 26 A5_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1972-1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1972-1973__26__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL 502
(Algebre) ,
26e année, 1972/73, n° 5, 12 p. 19 février 1973

THéORIES DE TORSICN ET f-MODULES

par Alsin BIGARD

L'anneau maximal des quotients d'un f-unneau R a été étudié par ANDERSON [1].
I1 a donné des conditions nécessaires et ¢ :iffisantes pour que cet anneau soit lui-
méme un f-anneau. Dans [6], STEINBERG a c¢ 1sidéré l'enveloppe injective E(M)
d'un f-module M , et il a trouvé des conditions assez analogues pour que E(n)
soit un f-module. 1'introduction des théories de torsion par LANBEK [5] a permis
de poser le problime dans toute sa généralité. La synthdse que nous allons exposer
ici est due & GEORGOUDIS [4]. Dans beaucoup d~ cas, nous donnons des démonstrations

nouvelles et des énoncés plus généraux.

1 Préliminaires sur les théories de torsion.

Nous allons décrire trés rapidement, et sans démonstration, le cadre danc lequel

nous allons nous placer. On trouvera un exposé complet dans le livre de LAMBEX [5].

Soit R un anneau unitaire, et soit Mod R la classe des R-modules & gauche

unitaires. On appelle radical de torsion une application T : Mod R —y Mod R qui

-satisfait aux conditions suivantes :
1o ™M) s M,
2° 81 f est un homomorphisme de M dans N . f(7/M)) < 7(xw) ,
3° m(M/T(M)) =0,
4°Si McN, NM=TanM.
Un module M est dit de torsion si T(M) =M , e sans torsion si T(M) =0 .

Tout sous-module d'un module sans torsion est sans torsion. Si N est sans torsion,

son enveloppe injective E(M) est sans torsion.
Supposons M & N . On appelle cl8ture de M dans N le sous-module
ci(m) = {xew | x+Men(NM} .

Cl est une fermeture de Moore. M est dit fermé si C1L(M) = M , c'est—a-dire si
N/M est sans torsion. M est dit dense si ci(mM) = N y € "st=2=dive si N/M est

de torsicn.

Soit O 1l'enee~™"- Aa~ ALai A ganmrhe Aswnas Ae T Mewz D possdéde les pro-

piiétda anipon o
1°Si De® et DS J, alors Je® ’
2°8i De® et Je® , alecrs DnJed ’

3°Si DE.." ot -y G - . o M~ ow



4° .. D O et si, vour trut ¥

b2

On appelle filtre idemnctent tcute fruille

pridtes., A tous adical C.» torsion coriespead

® e: un filtre idempotent, on nevt luil
mto={zxew | 3D
Cetie correspondance est b.iective. En uti
(M) , < voit imiédiatemens e 7(R)

montre s.ng difiiculté que

‘xe N |

ClN(M)

Pour un m~dule

lisznt cett

est un idéal dbilatére.

1D ®

N, les dcux couliticns suivantes sont équivalentes

6Ee®M , glers X =0 ,

d'iddaux & gruche possélan® ces prn-

(]

wn filtre idenpotent. Invernemens,

el , L;L-—'q:}m

nouv=1lle expression de

o

Dx & M} .

associer un radica’ de torsion., défini pe-

-~

.

£y

Par ailieurs, o 13-

1°8i De® et faHom(d , N) , il cwiste z e N tel que, mour tout 4 € D ,
£(d) = az .

2° N es: fermé dars E(W) .

Un module N est dit divisiblic s'il vérifie rer dev~ ear?i’i-~ng,

Tout modnle I admet une =wrel.ppe &1 isitle D(H) + clect 13 clbture de ™
daus E(M) .

On appell: module des quotients & gauche de M (povr la théori~ de +arada °
née) le modale QM) = D(M/T(M)) ~ On déror -2 que

n(1:) = lim . Hon(p , M/T(1)) .,

Par aillecurs, Q(E) st v arnaca, ovl est appelé Tanaesl des quotiamis & o
che de R .

Si M est sans torsion, E(N} est =818 torsion. ot on ea GéAuit facilewmen. (e
Hom(R/D , B(M)) =0 pour tout D =@ .

-

Inversement, considérons vnr R-modulz II . et posons

-~ /
@ ={D | touinR/D.E(M) =0} .

Alors 0O est un filtre idermo*~nt. TIa théorie de torsicn cnrrespondante glar -
pelle la théorie engendrde nHar M ., Clest la “"doriz maximsle rour laquelle M ost
sans torzior,

Soit S wuns partie stable de L (comtenant 1 ). Posone

= f ! - o A
O =f>! v F, DUz ns# ).

Alors O est un iiltre Fdemp- ernt. La thdorie de torsion earresporiante nsh A -

engendrée par S .
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None en=nn~--a3 R muni d'un ordze filtrent R et



52
Rappelcas qu'un medule créonnd e=t un modnle M muni A'un ordre M+ arec
R M &1 .
+ + -
Un modnie risiculd M est dit f-mcdule 3'il est produit sous-direct dc woduics

totalemenut ordonids. Comme nous considérons des modulss uniteires, les f-modulies

Pour tout ace B+ . a(x v y) = ax V ay et a(x A y) =ax AN ay .
Pour les propriétés élémentaires des modules réticulés, on pourra se reporter a
[2].

Si M est un R-module ordonné. on noiera cue RM+ = M+ - M, est un sous-modulc
filtrant ce M .
Si M est un R-module quelconque, posons :

™M) ~{x<1| 1De0O, D x=0}.

PROPOSITION 1. - T¥(¥) est un sous-module de M .

En effet. soient x € T*(H) et a€R . Il existevn Db € ¢ avec D+ x=0.
Ona C=D" =¢0 .51 ¢cc C+ . cae€ D+ , donc cox = 0 4 Ainsi C+(ax) =C .

dor~ agx T*(M) . C _ue R est engendré par R_, o2 voit que ax € T*(M) pour

tovt a2 ¢€ R .

PROPOSITION Z. - Si H est un f-module, T*(M) ect un sous-module soli@g.

Jous d~nns démoiitrer que ]yi < |x| ot x € T*(M) impliquert [ € () -
existeun De€® avee D x=0 .81 d~=D ,

lay] = aly] <alx! = lax| =0,

donc D+ y=0.

PROPOSITION 3., - Si R est un anneau a carrés positifs. pour tout Re-module i,

2r(u) < o(m) .

Soit x € T*(M) . On a D+ X

i

(]
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<

«

«
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L]
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e
<
“4
m
()

<
o]
3
ja]

et par conséquent :
X = uvx + vy .
Povr tou2t a , b, c =7, il vient -

c(abx + bew) * “leax + acx)

>
1

cavux + cbax + bhcax + baex

/ . )
= ~r by -« g\cb—~ - :Ca) I hacx

= nghr - W e
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cabx - bcax

It

2(cabx) .

]

On a par conséquent D3(2x) =0, donc 2xe T(M) .

COROLLAIRE. - Si R est un anneau & carrés positifs, et si M est un Z-module

sans torsion, T*(M) = T(M) .

En effet, si xe T™(M) , 2xe T(M) , donc il existe De ® avec 2(Dx) =0 ,

ce qui implique Dx =10 .

Le corollaire précédent s'applique en particulier au cas o R est un f-anneau
et M un R-module ~3ticuld. Alors T(M) est solide, et M/T(M) est réticuld.

PROPOSITION 4. - Pour un filtre idempotent ® , les propriétés suivantes sont

équivalentes @

(i)si Deo, RO ec0,

(i1) Pour tout module M , T*(M) = (M) ,

(i11)*8i M est dense dans W , RM, est dense dans RN, .

(i) implique (ii), et (iii) implique (i), sont &vidents. Montrons que (ii) impli-
que (iii). Si x €N _, il existe un D tel que Dx S H . On a D, xS RM_ . Par

suite,
= mte =
T(RN,/RM ) =T (RN+/RI'4+) = RN, /RM_ .
On dira que ® est positif s'il vérifie les conditions précédentes.

Si R est totalement ordonné, tout filtre idempotent est positif. Il en va de
méme si R est un anneau & carrés positifs dans lequel 2 est inversible (d'aprds

la proposition 3).

PROPOSITION 5. - Soit R un anneau filtrant & carrés positifs, et soit M un

R-module, qui est un Z-module sans torsion. La théorie de torsion engendrée par M

est positive.

Supposons D € O , Soit f € Hom(R/RD+ » E(M)) . Soit @ 1'homomorphisme cano-
nique de R sur R/RD+ « On a

mfwun=fdm)=o,
done
fe(1)) e T¥(M) = 2(M) =0 .
Par suite, f = 0 ., Donec RD+ el .,

En particulier, si R est m . ~rr._.,. un voit que la théorie de torsion en-
gendrée pax R egt posgitive.
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PROPOSITION 6. - Supposons M positif. Soit M un f-module. Alors M est sans

- ——————— - —

torsion si, et seulement si, toute polaire de M est fermée.

Soit A une polaire. Supposons que Dx & A . Snient d € D+ et y € AY lona
dy € At , conc
allx] A lyl) = lax| A lay| = o .
Par conséquent, D+(lxl A :yl) =0 et [XI A lyl =0 . I1 en résulte

X € A%L = A .

Rappelons qu'un sous-module P de M est dit premier si M/P est totalemenc

ordonné.

Nous dirons que ® est de caractére fini si, pour tout T e ® , il existe

D' e ® , de type fii, avec D' €D ,
Si R est noethérien & gauche, tout filtre idempotent est de caractdre fini.
Soit S une partie stable de R , et considérons le filtre ® engendré par S .
Si R vérifie la condition de Ore par rapport a S , clest-i-dire si, pour tout

x€R et s€ 5, il existe y€ R et te€ 3 tels que tx =ys , alors O est

de raractére fini. En effet, tout De ® contient un s€ S et Rs=® .

LEMME. ~ Supposons @ de caractére fini. Si (L;)4={ est une famille filtrante

a4 droite de sous-modules fermés de M , U L, est un sous-module fermé.

En effet, si Dx & UicI L » soit D! = Rd1 + ... +Pd € ® telque D'eD . II

. . - T Si t.ent Lou 3
existe un 1(k) tel que dk X € ui(k> . 01 Li cont .ent gts le

D'x €L, , donc x € L, € U

L./ on a
i(k, °*
T
iel 71 °

PROPOSITION 7. ~ On supposc 0 positif de caractire Tini. Soient M un -modu’e

L un sous-module ceclide Termé, o+ = ¢ M . il existe un sous-meduvle premier fermé

P telque L&P et x ¢ P,

En effet, compte dv lemme, l'axiome de Zorn montre gqu'il existe P maximal parri
les sous-modules solides fermés que contiennen’ I. ¢t non x . Considérons M/P o
Dans M/P , (0) ~st inter-irrdiuctible comme sous-module soiide fermé. I1 on ré-
sulte (proposition 6) que M/P n'a pas de polaires propres, donc il est totalement

ordonné.

On en déduit immédiatement le résultat su’vant.

PROPOSITION 8. - On suvopose ® positif de caractére fini. Soit M wun f-modnule.

T(M) é&st 1'intersection des sous-modules preriers fermss. Par conséquent, M ect

sans torsion si; et seulement si, il est produit souc-dircct de mcdules sans tor--

sion totalenent ordonnés.
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3, Extension de 1l'ordre.

Considérons un module ordonné M . On dira que I est isolé si De ® et
D+ X< M+ impliquent x € M+ o« Si M admet un ordre isolé, il est clair que

7¥(M) =0 .

THEOREME 1. = Supposons M dense dans M' , sans torsion. §E. P est un ordre

igolé sur M ,
Pr=f{xeM | 3De0, D+x9P}

est 1'unique ordre isolé de M' qui prolonge P . On définit ainsi une bijection

entre les ordres iso}és de M et les ordres isolés de M' ,

Montrons d'abord que P' est un ordre. Si D+ x &SP et J+ Yy&P, ona
(>ny) (x+y)cp,
donc x+ y €pP',
Supposons a € R+ ena C=D" aec®@ et C+ ax < D+ xS P, donc ax € P' .

Prenons x€ P' n - P' . Il existe D, J € ® avec D+ xSP et J+ x &P . En
prenant C=DnJ,ona C XSPn~-P=0,donc xe€ T™(M') . Par ailleurs, il
existe un Ke ® avec Kx & M , Comme T¥(M') est un sous-module (proposition 1),

on a
kKx s T*(M') n M =7%M) =0 .
Finalement x =0 , car M' est sans torsion.

Il est clair que PSP'n M ,.Si x€ P'n M, il existe D€ ® avec D+ xX<SP.
Comme P est isolé, xe€ P . On adonc P'n M =P , Soit P" un ordre isolé qui
prolonge P ., Si xe P', on a D+ xS P<s<P", donc x € P" , Inversement, soit
xe P", Il existeun De® avec Dx & M. On a D+ xSP'"nM=P, donc

e P,

Pour conclure, il suffit de remarquer que la trace sur M d'un ordre isolé de

M' est évidemment un ordre isolé de M .

On notera que x € P' si, et seulement si, (M °, x)+ x S P ., En effet, si

xe€P', ona

(M‘.x)+x;P' nNM="P,

PROPOSITION 9, - Un f-module M est isolé“si, et seulement si, T*(M) =0 .

La condition est évidemment ricessaire. Supposons T¥(M) = 0 . Soit x tel que
D+ X &M . Pour tout de D+ ,ona d(xA0)=dx A 0=0 . Donc D+(x AO0) =0

et x A0 =0, ctest=d-dire =x ¢ M# .

Si M est un f-module, et N un module qui contient M , nous dirons que N

est une f-ecxtension s'il existe sur N une structure de f-module telle que M
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s0it un sous-f-module, Si T*(M) = 0 , une telle structure cst unique (d'aprés les
deux résultats préceédents). Wous allons caractériser les f-modules sans torsion

dont le module des quotients est une f-extension.

e

LEMME. - Soit G un groupe réticulé commutatif, et soit x , ye G . i

x A y, = 0 et X, Ny =0,

alors (x + y)+ =x +y, .

On a en effet

XH+T =X -X_ 4y -y = (x+ + y+) - (x_ + y_)

, il vient (x+ + y;) A(x_+7y)=0.Ceci in-

Q
E
(o
el
>
: M
i
>
%
il
o

(x + y)+ =X +7, et (x + y)“ =X +y_.

THEOREME 2. - Soit R un anneaw filtrant muni d'un filtre idempotent ® posi-

1))

tif, Soit M un f-module sans torsion. I~ module des quotiunts & gauche Q(¥)

cst une f-extension de M i, et seulement si, pour tout xe Q(M) ,

= Y K i i + = .
d; »d,€R , d xel ot d, x € M impliquen (d1 x)+ A (d2 x)_=0

La condition est évidemment nécessaire, car ocn doit avoir :
< A = Q,\X 4 3 s = .
0 < (d1 x), Ae, x)_=a,(x,) A a(x) < (d; va)(x, Ax) =0
Ré:iproguument, supposons cette condition vérifide.
Nous allons montrer que chaque Hnm(RD+ , M) est un groupe réticulé. Si
T e Hbm(RD+ , M),

£ s c
posons f =20 si f(D+) M+ o

On vérifie facilement que c'est un ordre (car RD+ est engendré par D+ ). Soit
T e Hom(RD+ ’ M) . Comme RD+ €0 , i} existe un x € Q(M) » et un seul, tel que

£(d) = dx pour tout 4 e RD, .81 4 ,4d,eI, , onadone

f{d A f(dﬁ)" =0 .

\
17+
Pour tout 4 € D, , posons f+(d) = (f(_d))+ - Pour 4, , d, €D, , on a, d'aprés

le lemme :
i = il ) o= ¢t = (
f+(<~1 + dz) (f(dl) + (d2))+ f(d1)+ + f(a2)+ f+(d1) + f+\d2) .

Comme RD+ est engendré par b , f_ se prolenge en un homomorphisme de RD+

dens IM , quc mous nntong de Jo mfmg fagen. Ii est cloir que £, est la borne zv-
péri~vrs de ° zt de O . Par corséovens, Hom(RD. s M) est réticuld.
Comme chaque D e ® contient RD, €D , on a:

Q) = lim o Hom(D , M) = Yo, o H:(RD_, M) .
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Ceci montre que Q(M) est un groupe réticulé. L'ordre ainsi introduit sur Q(M}
est identique & celui défini dans lc théordme i. Il reste & prouver que Q(M) esi
un f-modulsz.

Soient xe Q(M) et ae R, . Il cxisteun DE€W avec DS M . On o

C=D‘,a€@.
Si ce C+ s O a cae D+ , donec
cax, = (cax)+ = c(ax)+ .
Par suite, RC+(ax* - (ax)+) =0 , donc (ax)+ = ax _, et ceci achéve la démonc-

tration,

Supposons maintenant que R est un anneau réticulé. Nous dirons qu'un f-module

M est distributif si, pour x € M+ sy & ,DER, on n
(a VD) r=axVbx et (a I b) Z = ax A bx .

Ces modules ont été étudiés dams [2],

THEOREME 3. - Soit R ur f-anneau muni d'wa filtre idempotent positif © . Soit
M un  f-module distributif sans torsion. Pour que Q(M) soit un f-module distri-
butif, il faut et il suffit cuc :

1° Pour x e Q(M) , d, » &, €R_ tels que d; x,4,xCH,
(d1 x)+ A (dZ x)_ =0

20 Pour 0 xeq(H), a4 .d,eR vels que dyxell, d,x €l et did,0

1 2
;1 X d2 =0,
Ces conditions sont éviderment nécessaires. inversement, il suffit de montrer que,
pour 0 < xe Q(M) et ae R s ON & (ax), e X .

Il existe un D €0 teique Dx S U . Soit

J=(b" a+) n (D" a;) eEn .

Prenons t € J+ . Comme ta+ yta €D .ona ta x, ta x€M . De plus,
. - -
ta+ A ta = +(a+ A a_) =0 .
D'aprés la condition 2°, il vient ta+ xA te x =" . Comme

tax = ta, -~ 2 x,

]

on a nécessairement ta_x = (tax)+ t(ax)+ . Ainsi J+(a+ X - (ax)+) =0 , donc

a+x=(ax)+.

COROLLAIRE. - Soit R un f-anneau muni d'un filtre idempotent positif ® . Pour
que Q(R) soit un f-anncau (f-extension de T = R/T(R) ), 31 faub et il suffit

que
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1° Pour x e Q(R) , a, ,d,€e R telsque d, x, d, xe R,
(d1 X)+ A (d2 X)_ =0
20 Pour O<xeQ(R), d ,d,€R telsque d x,d,xe ¥, a, Ad, =0

d, xANd.x=0 .
1 P

PROPOSITION 10, — Si R est un anneau commutatif, les conditions énoncées par

les théorémes 2 et 3 sont satisfaites par tout f-module.

En effet, supposons que d1 X , d2 x &€ M avec d1 ’ d2 € R . Pour tout

ae (M- x)+ , on a

1]

a((a, =), A (4, %) ) = a(a, x), A d(a, x)_

1

(dd1 x)+ A (dd2 x)_

(d1 dx)+ A (a2 dz)_

a,(ax), A a,(ax)_
=0 .
Comme M°' xe® , on en dédduit (d1 x)+ A (d2 x)_=0.

Supporoms maintenant que M est un  f-module distributif. Si 0L x¢e Q(M) ’

d1 X, d2 XEM et d1 A d2 =0, on a, pour tout d € (M °, x)+ ,

Il

dd1 X A dd2 X

dl dx A d2 dx

(d1 A d2) dx

d(d1 xAd, x)

Il

O .

Par conséquent, d1 xANd,x=0,

2
Il existe d'autres anneaux pour lesquels ces conditions sont automatiquement sa-
tisfaites. Citons notamment les anneaux réguliers [4]. La condition 2° du théordme

3 est toujours satisfaite lorsque R cst totalement ordonné.

4.Progriétés de transfert.

dous dwions griva :-zodule I, sans torsion, est un (q - £)-module si Q()

est une f-sxtension de M .

Fous allons étudier qucloues »rorrid+és de M héritdes par Qi) .

PROPOSITION 11. - Soit N bn f-medule suns torsion, et soit M un sous -T-module

dense de N . T'application Cw—3C n E est une hX3ection de 1'algdébre de Boole

des polaives de N sur 1'algdbre de Boole des pol~ives Ao I ,

I1 suffit de montrer me, pour x € N ,

¥ 0K =0 impiicue o= O 37 .



I1 existe un De® avee DxSEM.Ona DxSx " nli=0 y donc x =0, Cn

voit facilement que l'application inverse est K »=-3 ClN(K) .

PROPOSITION 12, - Soit M un (q - f)-module. Les propriétés suivantes se trans~

férent de M & Qi) :

(i) M totalement ordonné,

(ii) M basique,

(iii) ™ peut &ire plongé dans une somme directe de modules totalement ordonnés.

Plus générelement, toutes les propriétés qui s'expriment en termes d'orthogona-

1lité se transférent.

Rappelons qu'un sous-module solide L de M est dit premier si MN/L est tota-

lement ordonné.

PROPOSITION 13. - On suppose ® positif. Scient N un f-module, et M un

sous-f-module dense.

(1) 81 L est un sous-module solide de M , Cl (L) est solide,

(11) 8i L est premier, ClN(L) est premier,
(i) Supposons lx] & ly] et ye CEN(L) . Il existe D, C€® avee DxE M ot
CysL .Alors J=DnCe®@ .81 de J+ y On a
lax| = alx| < alyl = lay| ,
donc dx €L .
Ainsi RJ_ xS L, ce qui donne x € ClN(L) .

(ii) M/(c1(L) n M) est totalement ordonné (comme image de M/L ) et dense dans
N/Cl(L) y qui est sans torsion. La proposition 12 montre que N/CI(L) est totale-

ment ordonné.

PROPOSITION 14. - On suppose ® positif. Soit M un (q - f)-module. Si M est

produit sous-direct de modules totalement ordonnés sans torsion, il en est de mlme

de QM) .

Soit (Pi)iEI la famille des sous-modules premiers et fermés de M . Par hypo-
theése, nieI Pi = 0 . D'aprés la proposition précédente, ClN(Pi) est premier fermé,
et on a

(N1 cL.(P.)) n M ='ﬂi€I(01(Pi) nM) =N 0.

ie1 Fi =
On en déduit N ClN(Pi) =0 , car N est extension esscntielle de M .

Si M est un f-rmodule, nous dircns qgue L est un z-sous-module (Cf. [2]) gi

x € L implique x*c 1 .
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PROFOSITION 15. - Soit R un f-anneau réduit. Alors

(i) T(R) est un z-iddal,

(ii) R = R/T(R) est réduit,

(iii) Si R est un q - f-anreau, Q(R) est un f-anneau véduit.

(i) Bn effet, on sait que dans un f-anneau réduit,

ab = 0 est équivalent & ia] A Ibl 0 .

Par conséquent, a € T(R) si, et sculement si, ate® .81 ace T(R) et

beat ,oma atcb",donc bPe®, ot be 7R) .

(ii) Prenons a tel que a e T(R) . Il existeun De ® aveec Da = O . Pour
tout de D, on a de" = 0 , donc Id

la] A lal =0, da=0. par conséquent, a e T(R) .

! b .
IAY l&i AN eee N la! = 0 , ctest-a-dire

(iii) Si Q(R) est un f-anneau, ses éléments nilpotents forment un idéal bila-
tére N . Ona NnNnR=0 puisque R est réduit. Comme Q(R) est extension es-
sentielle de R, N =0 ,

PROPOSITION 16. = Soit M un f-module archimédien. Alors T(M) est un gz-sous-~

module.

Pour tout a € R, 1'homothétic =z -2 ax est un orthomorphisme de ¥ . Il en
résulte que l'ensemble des x vérifiant ax = 0 est une polaire [2]. Soient

X e T(M) et ye =t o

I1 existe un De ® tel que Dx =0 ., Ainzi x appartient & 1'annulateur de D,

qui est une polaire, donc y 1lui appartient égaloment, et par suite ye ™M) .

PROPOSITION 17. = On suppose ® positif. Soit M un f-module sans torsion, Si

M est archimédien, alors M est un (q - f)-module, et Q(M) est archimédien. Si

M est en plus distributif, Q(M) 1'est également.

On sait que, dans un groupe réticulé archimédien, les orthomorphismes commutent
[2].8i d,d'eR et xe M, on a donc

dd'x = a'dx .

On peut alors démontrer les c~ditions des théordmes 2 ot 3 exactement comme dans

la proposition 10.

Pour montrer que Q(M) est archimédien, precnons x s ¥ € Q(M) avee nx <y

pour tout n €N .Ileviste D, Ce® avec Dx S M et Cy & M. Alors
J'=DnC€@l
Si d € J+ on = Mv < dy pour tout n . Ceci donne dx £ 0 .

On & donc - J+ a M# » =~ <T€N , clest-d-dire x <0 ,
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