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GROUPES DE PICARD ET SÉRIES FORMELLES

par Jean GUÉRIN DON

Séminaire DUBREIL

(Algèbre) l
~97 ~I ; i 3, :~~ c l., ~ 6 ~~ 5 février 

Introduction.

Les groupes de Picard des nneaux de polynômes et d séries formelles ont été

étudiés notamment oar AREZZO, GRECO , BASS et MURTHY, et par ?. (cf. 
~’ra ~ie). Ces groupes sont faciles à déterminer sur des anneaux qui sont construits
à partir d’anneaux 1 *aux ou localement factoriels~ Dans le d’un anneau R d~

séries restreintes, e’ génér.al il y a peu de résultats connus ; autrement dit, on

ne cannait que peu d’entre eux qui soient factoriels eu factoriels. On

donnera, aan.s cet exposa quelques résu-Ltats le cas d’un anneau de base

régulier et une topologie 1-adique (théorèmes 1 et 2) , puis le cas d’un anneau de
base noethérien normal et un aine u R voisin de l’anneau c’ed polynômes
4). On r...ppelle ’abord brièvement les propriétés connues sur les groupes de 

(cf. § 1), et cr pose plusieurs problèmes dans le 3.

1. Groupes de Picard.

Les notations seront les vivantes  Si A est un an eau commitaili, unitaire eu
mè~re~ on désire par D(A) le de3 fr~.~~~~~~~~T’er’ ~

dulo l’équivalence d’Artin, C(A) = D(A)/S est le par "e monoïde des

classes d’idéaux principaux S y l(A) c.ct le des idéaux

fractionnaires inversibles ; ce dernier ~rou~e J(A) sur r~

sous-groupe de D(A)/S (cf. BOURBAKI [] j. chapitres 2 et ;) qu,i.; écrit 

ment; se notera Pic A . 
°

On identifie canoniquement Pic A au groupe des classes d’isomorphie des A--

modules projectifs de rang- 1 , l’addition en Pic A étant associée au produit
tensoriel de A-modules.

Si E et F sont projectifs de rang 1 jt ? y leurs ..

on a

Si f : A ~ B est un homomorphisme unitaire d’anneaux commutatifs, on définit

un homomorphisme canonique f de groupes additifs au moyen de la formule

E étant A-projectif et E ~ A B étant à droite.

Les résultats suivants son t dus à AREZZO et GRECO (cf. [1] pour les 
tions~ : t



Les homomorphismes canonique? Pic A ~ Pic e. A ~ Pic sonj

injectifs, le etant un rsomorphisme (pas le premien en général).

S.L 1 un idéal de A y est contenu dans le radical de Jacobson do A .

et est A -~A/" canonique, t Pic A est injectif.
~

Si A est le séparé-complété de A puu.r la topologie I-adique, alors

est injectif. Il y a isomorphisme f si A est complet ei sépare

et plus généraient si le couple (A ; ,. I) rérifie la conoition de Hensel ( A e3-.

séparé et complet p ur une d nt une t"ise es’j forcée du Tous-groupes ad-

ditifs, 1 est fermé et topologiquement niipo ent),

Si es’.; le monoide des clauses de diri eurs de intègre on voit qu~
A est la a?.ement factoriel (relatvement aux idéaux maximaux) si t et 

C(A) est isomorphe c noniquemen a P) > A . ff Dans ce ~ Pic A[X] est 

jective.

Si A est noethérien intègre. Pic A = 0 équivaut a dire que tout idéal 
sible est libre, ou encore que ’coût idéal projectif libre. Ou a alors Pic A = C

pour A semi local intègre (en fait "indécomposable" suffit d’après 3INOHARA) (cf
GRECO-SAIMON L?]).

D’un autre la K-théorie fournit un résultat tp it, dû à BASS et 
(cf. ~2], Cor. 5.10, p. 35) ? : si A  ~t un anneau de Krull

est un isomorphisme.

Ce résultat ne subsiste pas ?i A es’: quelconque. P. SALMON (Singolarita e
gruppo di Picarde Symposia [1968. Gubbio ] ) a donne un contre-exemple avec A sodial

local d’un point double non nodal d’une courbe algéblique.

Lorsque la flèche A -~B es-c ( P est un A-module et si A c. "

sont des anneaux de Krull, aloi. C(A; ~ C(B) canenique es" obtenue par passage
au quotient (relativement aux idéaux principaux) de l’application i ~ IB ( 1

idéal divisoriel do A , classe de IB) ;.

~’ 1-adique.
Soient 03C41 et 03C42 deux topologies linéaires (cf. [3] et [9]) sur A telles quj

03C41 soit plus fine que 03C42 (03C41  03C42), et soient 6 la topologie discute,  la

grossière. Pour toute topologie linéaire - , , soit (X=X ,..., X )
le sous-anneau de ... , Xn]] des séries qui convergent (c’est-à-dire les
séries restreintes) pour T . On a -= ~X] (polynômes) et == A[[xjj .



0n a les infections canoniques :

Le pronlème est d’étudier la suitu des (j ~ 0 , 1 , 2 , 3)
J

canoniques des groupes de Picard sores andates

On voit d’abord que si A {X} est noethérien cas si A est noethe-

et T est 1-adique), alors 03BB3 est une flèche plate, car A[[X]] est le

complété (X)-adique de A03C42 {X} , donc il y a platitude. Il n’y a pas fidèle 
tu(’e (l’inverse de - X de A03C42 {X} est 1 + X + X2 + ... qui n’est en A {X}
que si 03BB3 est l’identité).

Si A est et 03C41 1-a tique, alors A03C41 (.’) est noethérien et 03BB1 
j. 

est

plate. En effet A IJ est le complété IX-adique de A[X] .
’1

On voit, diaprés le paragraphe 1, que le cas général la l’iëche composée

e=~~~oA.~oÀ e ~ un 

Supposons A noethérien, T 
i 

1 r i quitte à remplacer I,
et 1~ par des puissances, on peut supposer T est par hypothèse
plus fine que 03C42 .
Si exemple A est un anneau de Dedekied ’d( 0 (plus 

ralement si les fibres formelles de A en chaque idéal maximal sont géométrique-
ment normales, cf. [?], prop, 12.o 12.7 et 15.8). alors t::j , A,. {X} , A et

sont des anneaux ncethérians de les 03BB0 " ?L, i , 03BB2 , j? 
plates. De plus, ~B.~ est un isomorphisme, car A est cm -mncau de Krull (cf. § 1B

Lorsque A est un anneau régulier, I. = 1 ~t i = A , on a les deux théorèmes
suivants :

~ B

THEOREME 1. - Si A est un anneau intègre noethérien normal, tel que les fibres
formelles de A en chaque idéal maximal soient géométriquement normales, alors.
jpou- la topologie 1-a’lique, l’anneau des séries restreintes A{.X] ust noethérien

normal, est facteur direct de CA{K} , et Pic A[X] est facteur direct de
PicA(X) .

En effet, est le complété IX-adique de don. les fibres relatives à

ses idéaux maximaux sont géométriquement normales ( ci’ . [~7], prop , 12.7) et , de plus.
est un anneau de Krull (cf. [7], prop. 15.8). On a les homomorphismes de

groupes

les anneaux étant tous des anneaux de Krull, ~Y, ? étart l’isomorphisme réciproque
de l’isomorphisme C~A~ produit a = y ~! ~~ 0 (cf. CLABORN ~~~.~, 



[ 1 ] prc p . 2 , 1 8 ; ..

Comme 03B30 3t un isomorphisme, et PIOGUi;; .:o 03B33 03B32 03B31 est Il 

sur £ÀiX ] , alors C .i.[ X ’ est direc t en C,§ (],. ’, ,D ’ J pa-’°’t , 

alors 03C00 est un isomorphisme, car .:i est de Kruil, et 03C03 l’isomorphisme

réciproque de Tf == o~ ~. -~ u (cf. § l), et donc Pic A{,XJ facteur direct de
Pic Les hypothèses du théorème 1 sont réalisées si / est un anneau de

Dedekind de caractéristique On a aussi le résultat suivant.

~ ’ 

,

THEOREME 2. - A u- anneau noethérien, semi-local et régulier, et T sa

topologie naturelle, alors fcCteur direct de C. {X} , Pic est

facteur directe le Pic A{X} , A{Xj ét’=’ut 1 ’ anneau des séries restreintes pour la

On sait , d’après SALMON, que A{X} es’ régulier (cf. r7j).

Soient (i ~ ~) 1’3 spectre d.~ .~ , et i~ ~Xj l’anneau des séries

restreintes sir A~. (pour i.a M. Ce denier anneau est
noethérien régulier1pour tout i , et on 3, 

Comme 1 est fini, est anneau de Krull. Fn écrivant les suites

des (’Y.) et des (n.) comme plus haut. on a le résulta’.’ . ..

En général, Pic A ~ Pic A[T] n’est pas surjectif si A n’est pas normal 

MON, ]oco citato), et Pic ~ Pic A[[x]] peut orphisme nul, si

par exemple .Il est local régulier (factoriel). car on a Pic =-= 0 . Per

cont:.’e, dans le cas général où A est un anneau noethéri.GI.L, Pic ~~’~ ’ ~

teur direct de Pic AfX) , car Pic A (cf. § l), et Pic A est fac-

teur direct de Pic A(X} ~

3. Cas d’une topologie linéaire quelconque.

Lorsque la topologie linéaire ï considérée au paragraphe 2 n’est plus 
on a peu de renseignements sur l’anneau des séries restreintes X=(X1 ,..., X )
sur A pour T , > A03C4{X} , en particalier la flèche 03BB3 : A03C4{X} ~A[[X]] n’e-t

pas plate. Toutefois on a des résultats précis lorsque A est noethérien régulier
(cf. [lJ) ou en plus principal (cf. 

Lorsque A est noethérien régulier, on a des isomorphismes canoniques.

Si on prend pour la topologie artinienne (ou naturelle) sur la suite c,q...

nonique



3. tous ses tenues puls sauf peut-être Pic A03C4{X} , car A et A[x] sont locale-

ment factoriels, et 03C03 est un isomorphisme. On ignore ri peut être

non nul dans le cas générale

Soit ci un idéal de A[Xj. il A[X]  ci en général. En effet,

comme A est plat sur A[X], ,; et coiame il n’y a pas fi-

dèle platitude, l’inégalité est vraie. Cela n’est plus vrai pour A{X} comme le

montre le théorème suivant :

THÉORÈME 3. - Soit A un anneau de Dedekind de spectre infinie et soit T sa.

topologie artinienue. Alors, pour tout idéal 3 de ou a

L’hypothèse faite sur A entraîne que T est la restriction de la 

gie artinienne de A~X~ à ~~. ~ C’est la topologie finie~ S s~~~_^ A (cf. [8] et

[9]), et on sa= t que, pour cette dernière, la proposition est v alable ( Corollaire
du 4.1.2 

Lorsque A a un spectre premier fini, A est principal semi-locale et la topo -

logie na.urelle est si R est le de Jacobson de A . Alors 

est plat sur comme complété RX..adique. C il g. pas fidèle platitude,

le résultat du théorème n’est plus vrai~

Soi’; alors A un anneau nothérien de Krull. Appelons quasi-polynôme une 
restreinte en X= (X,. , ..., qui converge sur la finie F , res-

triction de la topologie artinier: le sur ; .. A ; 

THEORÈME 4. - Si A est noethérien de Krull, et si est l’anneau des quasi--

polynômes sur A , Pic A[X] est f acteur direct en Pic 

Soit en effet r le monoïde des diviseurs de A~X~) ~ r‘ celui de A~X~ . On
sait qu’il y a une injection canonique de r en F’ (cf. Comme on a, pour

tout idéal entier 3 de l’égalité n A[X] (cf, corollaire du théo-
rème 4.1.2 de [9]), on a une injection canonique des monoïdes de classes de divi-

seurs CA~X~ .

Soit alors il un idéal entier inversible le A[X] . s Alors est inversible

en A{X} , et donc l’homomorphisme canonique . Pic ~ Pic est 

tif . Or A étant un anneau de Krull, 03C00 : Pic A ~ P:.c A[X] est 

§ 2). La suite (4) montre que n. 03C03 03C02 T esl l’identité sur et donc

Pic A[X] est facteur direct en Pic 

Remarque. - Dans le cas où A est régulier. A est localement factoriel, et on

a Pic 1. = Pic A[X] = Pic = 0 . On ignore si dans ce cas Pic A~X~ est ncz~

nul et si est complètent ~t intégralement c: os (ce dernier point est vrai s:’

A est principal d’après ~é ~8 ~~ .
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