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Séminaire DUBREIL a0l

(Algéetre) , o
26e ennee, 1972/73, 0° 4, 6 . 5 fevrier 1912
QROUPFS DF PICAPD T SERIB3 FORMELL]

w= Jeep WERTE OF
L l:lroducv,i on.

Tes gre.apes de Picard des -nneaux de polyndmes et 4 séries formellcs ont été
étud Lés notamment rar A1EZZ0, GRECO, BAS3 et MURTHY, et par 2. OAIT.LY (nt. Bibl.io-
5ra“die). Ces groupes sont faciles & déterminer sur des anneaux qui sont construits
a pertir d'anneaux 1 ‘aux ou localement factoriels. Dans le ces d'un anneau R de
séries restreintes, e général il y a veu de r:sultats conuvs ; autrement dit, on
ne conmalt que peu d'entre euz qui soient fectcriels cu locelement factoriels. On
donn>ra, aans cet expos?, qielques résuitats co.cern:ns le ces ¢ 'm cnneau de bhase
réguiier et une topolngie I-adigue (théordme:: . et 2, puis le cas diun anneauv de

base noethérien normel et ur a'ne u R voisiu de l'anneau @zs nclyndmes (+héo-2me

N

4). 01 r-opelle ‘'abori bridvemen' les reopridtis connues sur les groures de Pic-=d

\ . NS
(efe § 1), et cx pose plusicurs pr-Llemes dans le pirsgraphe 3,

1. Grouges de Picard.

Les notations seront les suiventes. Si A4 est un an ear comm g i, vnitaire e¢
in.3gre, on désigne par D(A) ie monoide des class:s . 'idfens franskisvr:ires +-
dulo l‘3quivalence d'Artin, C(a) = D(A)/S est le quorisnt r-:» 72 nonoide des
classes d'idéaux principaux S , J(A) 2% Lo gooupe pulsliplic il des idéaux
fractionnaires inversibles ; ce dernier gromye J(4) siervoit csndopicusment sur vz
sous~groupe de D(A)/S (ef. FCURBAKI L. J. cuapitres 2 et ;) qui, ésrit additive -

ment, se notera Pic A .

On identifie canoniquement Pic A au groupe des classes d'isomorphie des A~
modules projectifs de rang 1 , 1l'addi%ion en Pic A étant associde au produis

tensoriel de A-modul~-s.

Si B et T sont projectifs de ran¢ 1 2t §, = leurs classrs d¥iscmorri?
on a

oy
Y

S
4+ F o= ke 7

I A

Si f: A -+ B est un homomorphisme unitaire d'anncaux commvi;atifs, on défini<

-

un homomorphisme canonique f de groupes additifs au moyer. de la formule

%(E)=E% B,
A

E étant A-projectif et E:@A B étant B-projectif a droiie.

Les résultats suivants sont dus & AREZZ0 et GRECO (cf. [ 1] pour les démonsi=u-

tions) H



- - 2 r ' -’ - - 1 > =-r da
Les homomorpiiismes cancniques Pic 4 -= Pic A[X] e Pic A -3 Pic A[[Z]] sonst

injectifs, le seconc étrnt un scmorpnisme (pas e prauie: ea général).

Si: I est un idéal de A, si ¥ est contenv dens le radical de Jacobson de .
et si & est A - A/T canoniquge. alors i Pic A -€:Pic(A/I) est Enjectiﬂ.

Si A est le séparé-complété de A pour la topologie I-adique, alors

est injectif. Il y a un isoworphisne ' =i A est complet ev séparé
f: Pi- ) - Pic A/T ,

et rlus ginéralem-n® ci le .ouple (4 , I' - drifie .a ceneition de Hensel (4 es

séperé et complet prur une topo.ogie d n*% unc Fase esi fornée dv sous-groupes ad--
ditifs, I est ferné et tovologiqueme it nilpo” ant).

Si C(A' ess le monofde des cle-~ses de diri surs de 1'annear intégre on voit que
A est lo-alement factoriel (relat;vemen1 aux idéaux maxinaux) si, et seulemer™ -
C(4) et isomorphe ¢ noniqueren a P°: A . Dans ce ras, Pic / —~>Pic A[X] esb hi-

jective.

Si A est noethérin intégre, Pic A = 0 3Squiveut A dive gque tout idéal inver -
sible est libre, ou racore que vout idéal projectif estv likre. Ou a alors Pic A = (
pour A semi local wntdgre (cn fait "indécomposabie® suffit d'aprés HINOHARA) (.f .
GRECO-SATMON [7]).

D'un sutre ¢3*l, la K-théarie fournit un 1ésvltat impo-teut, dC a BASS et M7

(ef. [2], cor. 5.10, p. 35) * si A . 3% un cnneau de Krull

- A o = i ‘—& -
Fic A --» Pic ALXI y eee fnj

est un isomorphisme.

Ce résultat ne subsiste pas =i A es® quelconque. P. 3ALMON (Singolarita e
gruppo Jdi Picerd, Symposiu [ 1968. Gubbio]) a donné un contre~ex.mple avec A =:oanc

iocal d'un point double non nocdal d'vne cHurte algébrique.

Lorsque la "ldche A =--» B est platr‘( B est u: A-nodrle vlat), ot si A . °
sont des anneaur de Kruli, aloi. C(A; == C{B) cincnique es obtenuve par pasces >
au qurtient (relativement aux iddaux princinaux) de *'application o -5 T 4

a \

idéal diviscriel de A , 1B = ciause ce I ',

2. féries formelles. Cas d'une topologic I-adique.
ONININS PN NP NSNS NPT L e ) L ¥ o) L W ]

Solent 7, et 7, deux tovologies lindaires (cf. [3]et [97) sur A telles qu.

L roit plus finc que T, (Tl < 72), et soient 6 la torologie discrdte, ¢ 1~

topologie grossidre. Pour toute topoiogie linéaire <~ , 30i%t AT{X} (X:Xl gennsy K,)

le sous-anneau de ALLX1 » eee s Knjj des séries qui convergent (c'est-a-dire les

séries restreintes) pour T . On a Aa{K} = A[X] (polyndmes) et Aw{X} = N[x37,
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Cn a les injections canorwiques @
A . '\ )\
0
(1) A -2 4[X] s A {x} S A {{} - AL[X]]

Le pronléme est d'étudier la svite des homomorphismes ij (3 =0,1,2,3)
canoniques des grouves 4~ Picavd ~raresandaata

s ) %,

(2) Pic A ===y Pic A[X] ~-=3 Pic A X} —~'3Pic A {X} -~ Pic A[[X]] .

1 2

im voit d'abord que si A {A; est noethérien (cierv le cas si A est noethe-

ri-n et 72 ast I-adlque) aloro KB est 'me fléche plate, car A[[X]] est le

cozpléré (X)-adique 1e ar,, X} , donc il y platltuce. 21 n'y a pas fiddle plati-

tuae.(-'lnverse de -X (e AT 0} est 1+%X+ Y + ... qui nfest en A {(x2
que si Ay cet 1'id ntité). 2 T2
Si A est noethéricon et Tl I-alique, alois A {{'} est noethérien et A, est
~ plate. En eifet b 1} est le corplécé IX—ailque de [4] .

1
{m voit, d'aprés 1~ paragiaphe 1, que ians le cas geéndral la rldche composée

B9 >~ o~ < . .
0 = hg o Ay o Al o /. est un isomorvhisr:,
2 Bl L ol s

N

Supposons A noethérien, Tl Il—adiqua, T lz—adique ; quitte & remplacer I1
et I2 par des puissances, on peut supposer I1 €I, car T, est par hypotheés:c

plus fine que 7, .

[

S3i par exemple A est un anneau de Dedekir * de cevacuéristijze O (plus géné--

- — e o ——

ralement si les fibres formelles de A en chaque icéal miximal sont géométri~is-

ment normales, cf. [7], prop. 12.5 12.7 et 15.8), alcss [Z5, A {X} , A (X1 et
1 2

A[[X]] sont des annesux ncethériens de Krull, les flé:hes A . A? » 12 ’ AB sont

plates. De plus, io est un isomorphisme, car & est un nnaecan de Krull (ef. § 1)

Lorsque A est un anneau régulier, I1 =1 et I? = A , on a les deux théordnmes
suivants :

THEOREME 1. =51 A est un anneau iavégre noetiérien normal, tel que les fibres

formelles de & en chaque idéal maximal soient géométriquemen’ -ormales, alors.

ou~ la topologie I-alique, l'anneav ces séries restreintps MX?  ¢st noethérien
— ’ - A A———. —— ——— — ————————

normal, CA[X] est factewr diiecs de Ca{X} , et Pic n[X] est facteur direct de
Pic A{X}

En effet, A{X]} est le complété IX-adique de A[X] don. les fibres relatives a
ses idéaux maximaux sont géoméiriquement normales (cf. [72, prop. 12.7) et, de »lus,
A{X} est un anneau de Krull (e<. [7], prop. 15.8). Ca a les homororphismes de

groupes
Y Y Y N Y
¢(s) = c(alx]) —Ls c(afx}) ~25 c(a[[x]]) =% c(a)
les anneaux étant tous des anneaux de Xrull, Y3 étant 1'isomorphisme réciprogue

de l'isomorphisme C(A) -%5 cA[[X]], produit o = v v, (cf. CLABORN [4], e
Yo Y1 Yo



[1] prop. 2.18;.

Comme ~. ¢33t un isomorphisme, et <oume ic proGauis Yo 2o Yl est 1'identii?

1
sur OA[X], alors Ci[X est factcu-~ divect on CA{Z; . Diau’r: part, »m &

Tfo 3 TT.i ) '.1'2 ) T.B »
Pic L ==—esPic A[X] ~==>Pic A7) - S =Pic A[[X]] -==» Pic & ,

alors 7, est un isomorphiswe, car . est amneau de Lru.l, e’ T, 1l'isomorphisme

0 ,
réciproque de T =0,0, Uy (cz. § 1), et donc Pic A[.{] esrt facteur direct de
< 4

Pic A{X} . i.es hypothdses du théordme 1 sont réalisées si / est un anneau de

— ———— . —— ———— - ————— i -

Dedekind de caractériscique rulle. On a aussi le risultat suivant.

..
THTOREME 2. - Soic: L w anneau noe.l€rien, semi-loca. et régulier, et T sa

topologie natur:lle, alows Ci[X] est fecteur diret de C {X} , Pic A[X] est
fact-ur direct te Pic A:X} , A{X} étant 1'cnneesu des séries rsstreintes pour la

—— —— - —"

topoiogle T .

On sait, d'aprds SALMON, que a{} es” régulier (et. [71).

Soient {Mi} (ie ) 12 spectrs mazinel do . , el Ly iX] 1'anneau des séries
. . , o . i .
restreintes st 2 Ay (pour ra tupologie Mi AM —adlqu;)) Ce dert ier anneau est
’r 3 ’ - ! i 3 i
noethérien régulier pour tovt i , et m a

Af{X} =Ny AM.{X} .

Come I est fiani, A{X} est u. anncau de Krull. Fa écrivant les deux suites
des (yi) et des (ni) ccmme plus heut, on = le résultal .

En genéral, Pic A ->Pic A[T] n'est pas surjeciif si A nie3t pas ncrmal (3Ai-
MON, loco citato), et Pic A{Z} -~ Pic A[[X]] peut 8tre 1'her~ >rphisme nul, si

par exemple A est local régulier (factoriel), car en & Pic Al X]1 =0 . Pex
contire, dans le cas général ol L est ua anreau noethérien , Pic A[Z]] est 7
teur direct de Pic A{X} , car Pic A[[X]]~Pic A (cf. 3 1), et Pic A est fac-

teur direct de Pic A{X} .

3. Cas d'une topologie linéaire quelconque.
el e e o N g m W o N Y o] NS NINSNINSNININT. O b NS NPT NSNS AP

Lorsque la topologie lindaire <« coasidérée au paragiaphe 2 n'est plus I-adigue.
on a peu de renseignements sur Ll'anneau des séries restreintes ca X=(X1 gosay Xp)
sur A pour T , AT{X} , en particulier la fldche Ayt AT{X} -~ AL[X]] n'ent
pas plate. Toutefois on a des résultats précis lorsque 4 est noehérien réguliex
(ef. [1]) ou en plus principal (ef. [&]).

Lorsque A est noethérien régulier, on a des isomorphismes canoniques.

(3) c(a) ==calx] =y ca[[x]] (cf. § 2).
Si on prend nour < la topologie artinienne (ou naturelle) sur & s l& suite ca-
nonique
i i kil .

e} - o
Pic 4 -2 Pic KX =13 pic AT{X} —=>Fic A[¥]] - -2~Pic A



bl
2 tove ses termes uls sauf peut-2tre Pic Awix} , car 4 e% A[X] sont locale--
. . . . . ¢
ment factoriels, e® ﬂ3 est un isomorphisme. On ignore ¢1i lic ATix} pzut 8&tre

non nul dens le cas général.

Soit 3 un idéal de A[X) . 0n a SA[X3] A AlX] 3 eu général. En effet,

- . PRt . : .
comme L4 osl noethérien. A[EXJ] c3v plac cur ALX . et come il n'y a pas fi-
ddle platitude, 1'inégalité cst vraie. C2la n'est plus vrai rour 2{X} comme le

montre le théordme suivant

THEOREME 3. = Soit A un anneau_de Dedekind Ce spectre infini, et soit T sa

topologie artinienne. Alors, pour tout iddal & de Alx] y ™ a

HAT{X} nAX]=3 .

Lthypothdse faite sur A entraine que T est cloris la rest-iction de la topolo:--
gie artinienne de A[X] & A . Clest la topologie finie § s~ A (cf. [8] et
rg]), et or sa t que, vour cette dernidre, lie yroposition esi - :.lable (Corollaire
du tidord~: 4.1.2 de [ G]).

Lorsque A a un spectre premier fini, A er% principsl semi-iocai, et la topo-
logie nasurelle est R-adiciuz si Y est le recical de Jecobson de A . Alors A}
est plat sur A[X] comme compléié RX--adique. Cmne ii r'y e nas fidéle platitude,

le résultat du théoreéme n'est plus vrai.

Soi alors A un anneau noethérien de Krull. Appelous guaci-polyndue une séric

restreinie en X = (X1 s eoe Xn) qui converge sur la tcpnlogie finie & , res-

. Py - . . s e -
triction de la topologie artinierie sur AL)(1 D S
.

THI,ORTME 4. - S1 A est noethérien de Krull, et si A{X 2t 1'anneau des quasi-

4

polyndmas sur A , Pic A[X] est facteur direct en Pic A{X} .

Soit en effet I le monoide des diviseurs de A[X], T' celui de A{X} . On
sait qu'il y a une injection canonique de I' en T (ef. [8]). Comme on a, poux
tout idéal entier & de A[X], 1'égalité Ja{X} n A[X] (cf. corsilaire du théo-
réme 4.1.2 de [9]), on a une injection canonique des ronoides de classes de divi-
seurs CA[X] S-s cafx} .

Soit alors & un idéal entier inversidle le A[X] . Alors UA{X} est inversivle
en A{X} , et donc 1'homomorphisme canonique w, . Pic A[Z] == Pic A{X]} est injec-
tif. Or 4 étant un arncau de Krull, M, t Pl ~wPie A[Z7" est bijentif (ef.

§ 2). La suite (4) montre que Ty Tig T, Ty est liidentité sur [X7, et donc

Pic A[X] est facteur direct en Pic A{X; .

Remarque. - Dans le cas ou A es7 régulier, A est localerent factoriel, et oa
a Pic £ = Pic A[X] = Pic 4[[X7] =0 . On ignore si dans ce cas Pic A{X} est nom
nul et si A{%} est completem¢ 1t intégralement cos (ce derrier point est vrai s?

A est principal d'aprés 1'expo 4 [8]).
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