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Séminaire DUBREIL 1=-01
(Algebre) o
26e année, 1972/73, n° 1, 10 p. 8 janvier 1973

MAJORATION DES CARACTéRISTIQUES D'EULER-POINCARE PARTIELLES

par Marie-Paule MALLIAVIN-BRAMERET

Tous les anneaux sont noethériens, commutatifs et unitaires. Tous les modules

sont unitaires de type fini. La plupart des résultats de cet exﬁosé ont été publiés
en [5].
Nous utiliserons certains résultats de cohomologie locale que nous rappelons ici

bridvement ([2] et [7]).
Soient A un annegu, M un A-module, et I un idéal de A ; on note

(0, 1), ={me M, I.m=0}

et on pose

N

H(M) ={nen, IN>0, =0} =U_(0° 1%

c'est un sous-module de M ,

Si A est localet I=m, Hg(M) est le plus grand sous-module de longueur

finie de M .

by

Si f¢ M-» N est un A-homomorphisme, Hg(f) désigne la restriction de f &

H?(M) - H?(N) . Alors Hg est un farcteur additif covariant A-lindaire de la caté-

gorie des A-modules dans elle-m&me : il est appelé foncteur de cohomologié ldcaie

par rapport a 1'idéal I .

Le foncteur Hg est exact a gauche, i. e. si

O = ¥M' —5 Y =5 M" =50
est une suite exacte de A-modules, on a :
0 0 0
0 - 1) - M) = ny
> Hm(M ) - Hm(’d) Hm(M )

Donc, pour chaque i , les dérivés droits R* Hg de H? sont des foncteurs A-

linéaires additifs covariants de la catégorie des A-modules dans elle-méme, et

0 .0 0
R HI H « De plus, pour chaque n , les foncteurs R? HO

et lim Exti(——l-{- . o)

sont naturellement équivalents, et les r® Hg commutent aux limites directés.
On note H]I'(M) - r Hg(M) .

Si M est un A-module de dimension de Krull s, on a Hl(M) =0 pour i>s,
et si, de plus, I =m , idéal maximal de 1l'anneau local A sy On 8 HS(M) #0 si
= K - dim M ; enfin, toujours dans ce cas, les modules Hi(M) sont artiniens, et

la profondeur de M (ou codimension) est le plus petit entler i pour lequel

l(M) £0 .
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PROPOSITION 1. - Soit A un anneau local noetherien d'idéal maximal m . Soit

x1 v ey Ky une A-suite contenue dans m , et soit I 1'idéal de A engendré
1(1 , M) est
de longueur finie., Alors Torﬁ(% ’ M) est, pour tout i , un A-module de longueur

par les X e Soit M un A-module de type fini. On suppose que Tor

finie, et est nul pour i assez grand. Si on pose
oM

%3 W) = 1g B ;& , W,

ou H ( ) désigne le plus grand sous-module de longueur finie de % , On a

)'ZO(A , M) >0 . Enfin, on a 7‘0(—- , M) = 0 dans les deux cas suivants :

(a) lg-%[—<m et dimM<d,

(b) codimM=>2d +1 et x est une M-suite.

S 1,X2,...,Xd

Preuve, - D'aprés [ 3], on sait que Torﬁ(—% , M) est de longueur finie pour i>1,
est nul pour i >> 0 , car dhA (A/I) <> ,

On procéde ensuite par récurrence sur d . Si d =0, il n'y a rien a démontrer.
Supposons d =1 , et la positivité de %5 ((A/I) , M) démontrée par une suite de

longueur < d = 1 . On a la suite spectrale, ou l'on a posé x = X,

lorA/XA(TorA(A ) #Tori_j(M , 4.
I1 en résulte une suite exacte :
coe =3 TorA/X‘A(M ’ A) - M®—-—-) Tor’ (M ’ A) - TorA/XA( =5 I) -3 0,
ou Tor (A/x.A , M) = M={meM, zm=0} .0n en déduit que
XA/ M A
1g[Tor}1\/ (;M_ , =) ] <> .
Donc que
TA A
1l ror AL, 4 <o
dtou lg(xM® %) <o et, par suite,
1g Tor‘i*/ "M, 2) < pour tout 130 .

De plus, on a

AL 1 VWM
. A_M A .
Mais comme M®A-—I- xM®A/xAI’°na'
~A/xA/M A A/xA Ay _ ~A A
(m’ ] _I') - XO (XM ’ T) - XO(M ’ "') .

Soit r un entier tel que x ne soit pas diviseur de zéro dans x M ., Posons
= (xr M)/(Xr-"1 M) . Alors, on a :

- M, M 50
OsKl-be—-;z .

0 -5 K, — -2 -->X3M->o
x" M x” M

L 3 Xr-l

R A i
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et d'autre part :

0= MnxM -5 M-93K, -0
X X 1

0= Mn x°H =3 M xM =3 K. =3 0
X X 2

I1 en résulte que lg(Kitg A/I) <o pour tout i , et que
T A
xé/m( M, =2 _ xg/XA(K. ) .

i?1
D'autre part, on a

o e e AK ® 4 ® ‘é

xM
T 2

A

Soit U = ker(—-@-— = 2 ®-%) . Alors U est de longueur finie comme quo-

tient de K, ® A/I . Donc H (U) =U et H;(U) =0,

I1 résulte alors que

A/XA(K ) + - A/XA( xM A _XA/XA(E_ , .é) =0 .

1lg U - X, 1T 25 T
X

Mais O =5 U = HOC—— A) - HO( xM -A) -» 0 , donc
x M
- XO/XA(K]_ ’ I) + ~A/XA(M é) - QA/XA( ;M ’ A) =0 )
x M
donc
G D - D e L D -
M
~A XA A A/xA A ~h
Mrbq , &) L 5T M, ,—)=xO/XA(Q,%)+xg/XA( n, dy,
donc

ghou, &) _gbeag L 4y
et on conclut a 1'aide de l'hypothése de récurrence.
Supposons que
(a) 1g(M® A/I) <® et dim M<d , alors (cf. [3])
Fom , 2) =xo , ) =0 .

(b) Supposons que codim M 2d + 1 et que Xy » «es X; soient une M-suite,

alors on sait que

TorA( , M) =0 pour i >1,

“car les Tor. ((A/I) M) sont les modules d'homologies du complexe de Koszul as-
socié a 1la sulte xl syeoeas o xd sur M, et ce complexe est acyclique sous les hy-
potheéses présentes. Mais alors, on a [ 1]

. _ . M A
codim M = codim il + dh-T

codim-ga—+d2d+1



1-04
donc codim M/(IM) > 1 . Donc Hg(M/(IM)) = 0 . Par suite, ;gé‘(m , (/1)) =0 .

Lorsque M est extension d'un module de type (a) par un module de type (b),

i, e. lorsque l'on a une suite exacte de la forme :
O3 M' =3 M M" =3 0,

ou 1g(M'/(IM')) <» et dim M* <d , et ou codim M" 3 d + 1 et X,y eee s Xy

est une M" <suite, on a aussi
XO(T ’ M) =0 .
On peut se demander si la réciproque est vraie ; elle l'est si d € 1
. ~ Lo . ~A O
Preuve. - Si d = 0 , c'est évident, puisque alors xO(A ’ M) = Hm(M) =0 en-
tratne soit M =0, soit codim M > 1 .
Si d =1, on a la suite
- N 0
O-s M, =M —aH-—0, ol M, = Hm(M) .
Alors
~Ar A A A ~A A
XO(""" ’ M) =XO(M ’ ‘ﬂ;) +XO(M ) "‘—) =0,
d'ou
XO(MO ’ ;(-A-) = o et XO(M 9 -IZ_A.-) = 0 }

d'ou dim Mo.s 0 (ce qui n'est rien de plus que Mb est de longueur finie), et

)'Zé‘(_ » A/(x4)) = 0 avec codim M > 1 . Donc on est ramené au cas ou codim M >1 ,

Montrons que xM =0 3 s'il n'en était pas ainsi, ccmme xM est de longueur fi-

nie, on aurait (ef. [1])
. A .
codim M = dh'EK + codim xM -1=0,

ce qui n'est pas. Donc xM =0, et {x} est une M-suite. De plus,

. .. M A .M
codim M = COdlm-Eﬁ + dh i = codim ] +1 .,

Mais avec les notations de la proposition 1, on a M/(xM) =Q , avec

~A A ~
XO(M ’ X—A) = Xé/XA(Q ’ 'i'z‘ Hg(Q) =0,

donc codim Q 2 1 . D'ou codim M > 2 ,

COROLLAIRE. = Soit A wun anneau local noethérien d'idéal maximal m . Soit

I= Ax1 + eee + Axd un idéal engendré par une A-suite ; et soit M un A-module

de type fini. Alors l'ensemble des idéaux premiers minimaux associds & Tor?(% , M)

est contenu dans Ass(M/(IM)).

Preuve. = Par localisation, on se ram®ne au cas ol TorA((A/I) ’ M) est de lon-
gueur finie non nulle. Donc {m} = Ass Tor?((A/I) , M) .

Comme Tor?((A/I) y M) 0, on a xf((A/I y M) >0 (cf. [3]).



Done Hg(m/(m» > 0 . Donc

. M M
codlm-Tﬁ =0 et me Ass(.M) .

Remarque. - On a donc les inclusions :
ArA AsA M
=, M = c —_
Ass Torl(J , M) < Supp Torl(I , M) Supp(IM) ,
et les idéaux premiers associés minimaux a Tor?((A/I) , M) sont contenus dans

Ass(M/(m))

PROPOSITION 2. - Soit A un anneau local noetherien, Cohen-Macaulay, et d'idéal

maximal m@m . Soit xl yoeee g Xy une A-suite contenue dans m , et soit I

1'idéal engendré par les X, . Soit M un A-module de type fini tel que

Tor (M , I)

est de longueur finie pour un entier k > 2 . Alors Tor] (M , (4/1)) est de lon~-
gueur finie pour tout i >k , et nul pour i >>0 , et

A
(=

0 AcA
Ko (3, m) = 1g B(tory (3, M) - x5($ , M)

est Bositif.

Preuve. — On se raméne au cas ou k = 2 a l'aide d'un module de syzygie con-

venable. Considérons une suite exacte
0= M' =5 L - M-y0,
ou L est libre, On a Tor?(M' ’ (A/I)) Tor (M (A/I)) de loﬁgueur finie. Donec
o, 1) =1 B - xpM, D) 2
d'apr2s la proposition 1.
D'autre part, on a la éuite exacte :
O-)Tor(M, I)-ém,-au-am-)o.
Comme A est Macaulay, ou bien Hm(L/(IL)) =0, ou bien I est m-premier.
Dans le premier cas, Hg(Tor?(M , (/1)) =‘H3(M'/(IM')) , donc
$oG, ) =g, 3
est positif.
Dans le second cas, lg L/(IL) <o , Donc 1g M/(IM) <o , et
xl(M , I) —xf(M , I)

est positif.

COROLLAIRE. - Avec les m&mes hypothéses sur A et I que dans la proposition 2,

on a que les idéaux premiers associés minimaux de Tor ((A/I) ’ M) sont associés &

ors_ ((a/1) , M),
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Remarque. — On peut se poser la question de savoir & quelle condition, sous les

hypothéses de la proposition 2, on a xl((A/I) , M) = 0 . Ici encore nous n'avons

qu'une condition suffisante, & savoir, si codim M 2> d , alors Xl((A/I) ’ M) =0 .

Preuve. = Si X, 4 eee X3 est une M-suite, alors Torﬁ((A/I) ’ M) = 0 pour

i3> 1 . Donc g‘l“((A/I) ,M) =0 .

]

Supposons que x1 y eee s Xy ne soit pas une M-suite, mais que codim M 24 .
Alors, Tor‘f((A/I) , M) #0 si codim[TorAl((A/I) , M)1=>1, et

~AA AA
est nul, puisque -xf((A/I) ’ M) est positif. Montrons que 1l'on ne peut avoir

codim[Torﬁ((A/I) , M)] =0 ; sinon on aurait (cf. [1])

codim M = dh'%-- q

ou q est le plus grand entier tel que Toré(@%-, M)#0, etona q=>1, donc

codim M £ d = 1 contre 1l'hypothése. Par contre, on obtient le résultat.

THEOREME 1. - Soit B un anneau local régulier complet et non ramifié. Soient M

et N deux B-modules de type fini. Si Tor?(M , N) est de longueur finie, alors
B
Toriﬁﬂ

, N) est de longueur finie pour i 21, et on a

Ko , 1) = 1g By ¥) - x2u , N)

est Bositif.

COROLLAIRE. - Sous les hypothéses précédentes sur B , 1l'ensemble des idéaux pre-

miers associés minimaux de Torf(M ’ N) est contenu dans AssB(M<8B N) v

Preuve. - On a, d'aprés les théorémes de structure de Cohen,
= R[[Tl 9 oo Tn]]
o R est un anneau de valuation discréte ou un corps, et ou les Ti sont des in--
déterminées.
Soit A = B(ék B [6]. On applique la suite spectrale [6]
A ~ R N B
Torp(B , Torq(M , N)) —,.Torp+q(M , N)
qui, puisque la dimension de R est < 1 , dégénére pour donner la suite exacte :
R ~
cer =3 Tor (B , Tarl(M , N) = Tor?(M , N) = Torg'(B » M B N)
= ... > B, 1ok , ) - Torf(M , N) = Torf(B , M3, W) =50

Puisque A et B sont réguliers, 1'idéal I de A , définissant B , est en-
gendré par une A-suite de longueur n .

B A
Comme lg Torl(M y N) <o , ona 1lg Torﬁ(B » M®p N) < » . Donc

A
lg TorZ(B » M@ N) <o ,
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et par conséquent
lg B® Tori(M , N) <o .
A 1
Donc :

R
xi‘(B M §R N) +Xg(B , Tor (M, W) ,

x
-
P
=
2
I

Donc
~A ~ A R
KoM, ) =%, (B, M@y ¥) - x (B, Tarl(M , N)) .

Si B est équicaractéristique, alors Tﬁrl;(M , N) =0, puisque R est un corps.

Donc ig(M , N) = ié(B R M@R N) >0, d'aprds la proposition 1.

Si B est d'inégales caractéristiques, et si 1 , générateur de 1'idéal maximal
de R , ne divise pas zéro dans M ou N , alors T&ri{(M ’ N) =0 , et encore dans

ce cas Xo(M , N) = X5(B , MB, W) 20 .

Pour passer au cas général, on utilisera le lemme suivant qui fait partie du lemme
2de [4].

LEMME., - Supposons que R ne soit pas un corps, et soient P, Q deux B-

modules annulés par une puissance de T , et tels que lgA(B B, Térﬁ(P , Q) <o,
alors, 1g(P ® Q <o .

Preuve. - On raisonne par récurrence sur d =m +n , ob m est le plus petit en-
tier tel que P =0 » ¢ n le plus petit entier tel que i Q=0.

Supposons d'abord que TP =TQ = O . Alors on a P @R Q = Térlf(P , Q) , donc
P ®B Q est de longueur finie,

Supposons m > 1 . On a les suites exactes
0 - Tbr?(nP , Q) = Tarfl‘(P , Q) =X =0
0->X = Tori(=, Q) =3 Y =3 0
1 1P
0= Y—3mP8 Q=32 30
A P A
OAZ-éP@RQ—-);T?@RQ—-)O .
De la premiére résulte
lg(X ®, B) et 1g(B® Tori(mp , Q) <=,
donc, d'aprés l'hypothése de récurrence, lg(mP ®B Q) < , c'est-a-dire
1e[B®, (P&, Q)] <= ;
donc, d'aprés la troisiéme, on a
1g[B®A Y]<o et 1g[B®A z]<w® ,

done 1g[B®, Terlf((P/nP) » Q] <® , a'aprds la seconde. Dtod 1g((B/P) @y Q) <o
par hypothése de récurrence, d'ou

1e(B®,(P &; @) = 2g(P@, Q) <= ,
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d'apres la quatriéme.

Fin de la démonstration du théordme 1. - Soit € = ™ tel que T ne divise pas

zéro dans M/(gM) , et soit ( = m tel que T ne divise pas zéro dans QN . Alors
R oAk I
Tbrl(gM , N) = Tﬁrl(M , N) = mrl(gN , EM)
et
oM , W) = %o(B , Me, N) - x2( , 18r%(u , W)
’ XO 14 R O ? 1 ’
On a la suite exacte :
A o A
D'ou, d'aprés le lemme précédent,
16(0) - xg(glt L +x3(R, 8) = x2(M , W) =
ou U est le noyau de M@BN-)B-gAS . D'ou
~B 0 B A
RoM » W) = H'(Mop W) - 1(0) +xo( M, N) - x{(B, )
comme
0-U-3Mg, N-3B8, 5S-50,
et que U est de longueur finie, on a :
O--‘;U--)HO(M®BN)—-"HO(B®AS)-)O,

donc

(M,N)=xO(M,gN)+x(B,S)

PROPOSITION 3., — Soit B un anneau de séries formelles sur un anneau de valua-

tion discréte R .

Soient M , N deux B-modules tels que,il existe x e m(B) non diviseur de zéro

dans M , ni dans M ®_ N . Alors, ou bien Tor?(M , N) =0 (i >1) , Ou bien x
—— ——— B i e

n'appartient a aucun idéal premier associé minimal de Tor?(M , N) .

Preuve., - On a

oMy % 5o

™
Torlf(M , N) —-’-E-)Tor?(M , M) —-)Tor]f(-gM— , N) -;M@N-:E-;M@N-;;I%@N-yo .

Comme x n'est pas diviseur de zéro dans M® N , cette suite se scinde pour
donner
X

—%, Tor M,N)—-;TorB(—BL,N)-)O .

Supposons Tor (M ’ N) #0 , et soit p un idéal premier associé minimal &
TorB(M , N) tel que Xe p . Alors
p(_..ﬂ,N)
. Pr
et TorBG!L N) =0 donc Tor Oﬂ N) =0 ce qui est impossible.
1XM, p 9 1 ? p ] ;
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THEOREME 2. - Soient ‘B un anneau de séries formelles sur un anneau de valuation

discréte , M et N deux B-modules tels que, ou bien dim M < dim B , ou bien

codim N 3 1 , et tels que lg[Torg(M , N)] <o, alors

~ 0 B
R0, W) = 1gfE(Tor (M , W))] - x 0 , W)
est positif,

Preuve, - Soit O =2 M' =2 L - M -~ 0 une suite exacte, ol L est libre sur

B . I1 en résulte les suites exactes :
(%), 0 =3 Tory(M , N) =3 M' @ N =3 U — 0
(*)2' 0 —=U-—-Le, N M@ N-50
et Tor]f(M' , N) = Torg(M , N) est de longueur finie ; done
x5(M , W) =, )
De (*)1, il résulte :
0 = (Torl(u , W) 25 B @ W) — B (U) = B (Tor(u , 1) - ...
Soit T 1le conoyau de fléche ¢ , alors on a :
£, W) =F00 ,N) -1,
Si codim N > 1 , alors codimU > 1, et T =0, donc if(M , N) =0,
Supposons codim N = 0 , et soit la suite exacte :
O~ N' 3N 3 N" 30
ou N' = Hg(N) est de longueur finie.
I1 résulte de la longue suite exacte :

cee = Torg(M , N1 —3 Torg(M , M) — Torg(M , W) — Torg(M , N")

--)Torf(M , Nt) J’-)Tor]f(M , N) =5 ...
que lg(Tor?(M y N")) <o pour i =2, que '

1g(In §) = % (M , W0) + x300 , WW) - x5 , W) =0,

et les trois suites exactes :

(), 0 ~3 Imy -;Tor}f(m y N) =3 W == 0
(), | 0 ~>W -;Torf(m , W) =3 H —3 0
(*"'*)3 0= H-3M@yN' -3V =30 .

dans lesquelles V = ker(M ® N -3M® N") » H et Imy sont de longueurs finies.
De (**)1 résulte
X300, W) = 1 B2 = x2, w) + 5@, v <0 .

Soit S 1le conoyau de la fliche Hf:‘('l‘or?(M , N"M)) — H&(H) =H , alors
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lg(HO(W)) - lg[HO(Tor?(M , IM)]+1gH=-1gS =0

et on a
if(M , N) - if(M , M) - x?(M , N') +1g H~-1g 8 =0 .
Enfin, & 1'aide de (**)3, on a
if(m , N) - i?(M , N1) + xg(M , N') =1gV-1g8=0,

et comme dim M < dim , xg(M , N') =0, d'ou
Ro0, W) =F(M, W) 4157V + 1S

est positif,

COROLLAIRE. - Sous les m8mes conditions sur B, si M et N sont deux B-

modules tels que lg(Tori(M , N)) est fini pour un entier k > 3, alors

~B
ey (M , M) 20,

Preuve., - Par récurrence, il suffit de le vérifier pour k = 3 , on a alors, en

prenant une suite exacte
0—=sN'—=L-—-S>N—=0,

ob L est libre, codim N' 21 , et Torg(N' , M) est de longueur finie. Donc

~B o~
xZ(M , N) = xf(M , N') >0,

BIBLIOGRAPHIE

[1] AUSLANDER (M.). - Modules over regular local rings, Illinois J. Math., t. 5,

[2] HARTSHORNE (R.). - Local cohomology. — Berlin, Springer-Verlag, 1967 (Lecture
Notes in Mathematics, 41).

[3] LICHTENBAUM (S,). - On the vanishing of Tor in regular local rings, Illinois
Je Ma‘th., t. 10’ 1966’ Pe 220~-226.

[4] MALLIAVIN-BRAMERET (M.~P.). - Sur les caractéristiques d'Buler-Poincaré d'ordre
1, C. R, Acad. Sc. Paris, t. 268, 1969, p. 517=520.

[5] MALLIAVIN-BRAMERET (M.-P.). - Sur une majoration des caractéristiques d'Euler—
POincaI‘é, Cl Ro ACad. SC. Pal’is, t. 275, 1972, p- 1155—11580

[6] SERRE (J.-P.). - Algdbre locale et multiplicités. = Berlin, Springer-Verlag,
1965 (Lectures Notes in Mathematics, 11).

[7] sHARP (R. Y.). - Local cohomology theory in commutative algebra, Quarterly J.
Math., Oxford, Series 2, t. 21, 1970, P 425-434,

(Texte recu le 13 janvier 1973)

Marie-Paule MALLIAVIN-BRAMERET
4 rue Saint-Louis en 1'Ile
75004 PARIS




