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Séminaire DUBREIL 12-01
(Algdbre)
26e année, 1972/73, n° 12, 4 p. 7 mai 1973

RESULTATS RECENTS SUR LA THEORIE DES FORMES QUADRATIQUES

par Artibano MICALI

1. L'anneau de Witt d"un'_ant:ﬂ..a'q.

Dans ia suite, A aésignera un anneau commutatif & é1ément unité, et Quad(a)
la catégorie des A-modules quadratiques, i. e. les objets de Quad(A) sont les
couples (P , q) » ou P est un A-module projectif de type fini et q : P -3 A

une forme quadratique non dégénérée, & savoir, si @ ¢ P x P =3 A est la forme

A-bilinéaire symétrique associée & q , l'application A-linéaire P —3 p* définie
par x = (y = @(x , y)) est un isomorphisme de A-modules., Les morphismes de
ggf.g(A) sont les applications A-linéaires f : (P , q) - (p*, q') rendant
commutatif le diagramme

f

P = P!

WA

A

La somme orthogonale

P, ,q)=0FPer ,q0c¢),

oh q@®q': P®P' — 4, (x,x!) — q(x) + q'(x?') , munit _g’uvai(A) d'une
structure de catégorie monoidale, on peut donc considérer le groupe de Grothendieck
de .Q'Bff.i_(A) » que nous appellerons le groupe de Witt-Grothendieck de A , et qu'on
notera WS(4) . .

A tout A-module projectif de type fini P , on peut associer un espace hyperbo-
ligque, noté h(P) ¢ en tant que A-module quadratique, h(P) = (P (&) P* ’ q) , OU
q: P®P" — A estla forme quadratique définie par (z , f) > £(x) . Les pro-
priétés suivantes des espaces hyperboliques sont faciles & établir.

l.1 ¢ Quels que soient P et P!, A-modules projectifs de type fini,
h(P @ P') ~ h(P) 1 n(p') ,
isomorphisme de A-modules quadratiques.

1.2 : Pour tout A-module quadratique (P , q) , on a un isomorphisme de A=

modules quadratiques (P ’ q) 1 (P y — q) ~ h(P) .

1.3 ¢ Pour tout A-module quadratique (p ’ q) et pour tout espace hyperbolique
h(R) , on a un isomorphisme de A-modules quadratiques (P,q) ®, h(R) ~ h(P ®, R) .

Si KO(A) désigne le groupe de Grothendieck de 1la catégorie des A-modules pro—
Jectifs de type fini, 1'application Pr-=h(P) induit un morphisme de groupes abé-
liens h KO(A) -)RQ(A) e Si 1'on munit WS(A) de sa structure d'anneau com—
mitatif (2 élément unité, si 2 est inversible dans A ), alors Im(h) est un
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idéal de Ws(a) .
L'anneau de Witt de l'anneau A est, par définition, 1'anneau quotient
®(a) =W9(A)/h(KO(A)) .

T1 est clair que ® : Ann —) Ann est un foncteur covariant défini dans la caté-

gorie Ann des anneaux commutatifs & élément unité i valeur dans la catégorie des

anneaux commutatifs.

Ie calcul du groupe de Witt des entiers (cf. [5]) nous conduit au résultat sui-

vant.

THEQREME l1.4. - Soient A un anneau de Priifer, et (p ’ q) un A-module quadra-

tique, ou P est un A-module projectif de rang 4 ., Si 1l'algdbre de Clifford

c(p, q) est triviale, (P , q) est hyperbolique.

Ceci est une conséquence d'un résultat analogue dans le cas d'un corps et du ré-

sultat suivant,

THEOREME 1.5 = Soient A un anneau de Priifer, et K son corps de fractions. Ie

morphisme ¥(A) S—®(K) gqui prolonge 1'injection canonique A S K , est injectif,
On remarque que si A est un anneau de Priifer et K son corps de fractions,
pour tout idéal premier p de A , le diagramme commutatif

AS—sK

\/

nous fournit le diagramme commutatif

B(A) Semmmm—— B(K)

\W(A )/

donc ®(a) Q—A»W(A ) est injectif. Ceci entratne que %(4) S— ﬂp W(A ) , On peut
se poser le probleme de savoir si ®(a) S= N_%K(A ) est un 1somorphlsme de groupes
abéliens, On a le résultat suivant (Cf. [6]).

THEOREME 1.6. - Si A est un anneau de Dedekind de caractéristique # 2 , il
existe un isomorphisme d'anneau ®(a) -4§l7p W(AP) .

On remarque que la méthode suivie dans [5] pour le calcul du groupe de Witt de Q
(rationnels) s'étend au cas d'un corps de nombres (voir aussi [4]). D'autre part,’v
le calcul de W(g) par les méthodes de [5] et [9] nous permettent de calculer
BZ(Q) (sous-groupe du groupe de Brauer 6(@) dont tous les éléments sont d'ordre

2).
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2. Le groupe des classes d'isomorphismes d'algébres de Clifford,

Si A est un anneau commutatif & élément unité, on note %®(A) 1'anneau des
classes d'isomorphismes d'algébres de Clifford sur A (cCf. [7])e I1 existe un mor—
phisme surjectif d'anneaux C : ®(A) —%(4) , induit par l'application

(P y Q)"""-> C(P ’ (I) ’
ou C(P, q) désigne 1l'algébre de Clifford du A-module quadratique (P , q) o

Il est intéressant de remarquer que #(a) est un sous-groupe de @R(4A) , le
groupe de Brauer-Wall de A . En effet, on sait qu'il exisye une suite exacte de
groupes abéliens O - B(a) — BW(A) -a»Q2(A) - 0, ou Q2(A) est le groupe des
extensions quadratiques (ZV(Z))-graduées de A (cf. [10]). D'autre part, il existe
un morphisme surjectif évident R(A) — Q2(A) » et son noyau N(A) est un sous-
groupe de BZ(A) (sous-groupe de B(A) dont tous les éléments sont dtordre 2 )
(cf. théordme 6 de [7]). Le diagramme commutatif

0 — N(il) - x(éx) - QZ(A) -0

| ”

0 -~ (B(VA) -~ B¥(A) == Q'Z(A) - 0

nous montre bien que le morphisme de groupes abéliens ¥#(A) ~» BR(A) est injectif,

Ceci répond & une question posée par A. .FROHLICH (cf. [31). En fait, on a une

suite exacte de groupes abéliens,
0 — #(4) — 6W4A) — 6(A)/N(4) -3 0 .

Le calcul de W(A) passe, parfois, par celui de R(A) « Avant d'en donner un
exemple, on remarque que le morphisme d'anneaux Z - A défini Par n =>n,l

nous donne le diagramme commutatif de groupes abéliens (et aussi, d'anneaux)

" wz) - R(a)

. 0
0 ~ %(A) —~>%(a)
donc Im(®(2) — ®(4)) < Ker(®(a) — %(4)) .

Si, par exemple, A =R, on sait que W(g) & W(B) ~ 4 est injectif et que
#(R) = z/(8) (cf. [10]). Done, ®(2z) < ¢ 8 3 . Par ailleurs, il est clair que
8z < cw(_g) (matrice de Milnor), donc %(Z) = 87 .

On renvoie le lecteur & la bibliographie (voir notamment [2], [4], [5] et [6))
pour d'autres résultats dans cette direction.
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