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Séminaire DUBREIL 6-01

(Algdbre) o
25¢ année, 1971/72, n° 6, 4 p. 24 janvier 1972

1-SOUS—-CROUPES COMPRESSIBLES DU GROUPE-RETICULE A(S)

par John A. READ

Soit S wun ensemble totalement ordonné, et soit A(S) le grompe-réticulé des
permutations croissantes de S Si se€ S et g € A(S) , 1'intervalle de s par

g est {tes | sgn g£t< sgm pour certains entiers m et n} , et est noté

g .« La fonction h sur S , définie par xh = xg pour x € 8y » et xh = x pour

]
x £ gy est un élément de A(S) , et on 1l'appelle g comprimé hors de 1'interval-

le gy o Un g-sous-groupe G de A(8) est compressible si k € G implique f&G

si f est k comprimé hors d'un intervalle de k . Avec une démonstration plus
courte que celle de J. T. LLYOD, dans sa thdse, pour montrer que A(S) est compld-
tement distributif, nous montrerons que chaque 4L-sous-groupe compressible de A(s)
(donc A(S) ) est compldtement distributif, c'est-a-dire pour chaque sous~ensemble

{aij | ieI, jeJ} d G,

Ner V,jeJ 835 Vf 5

lorsque les V et les A écrits existent.

I ﬁ&eI 85,1(1)

Une conséquence facile de ce résultat est que chaque g-sous-groupe stabilisateur
(définition 5), d'un f-sous-groupe compressible G de A(S) , est un g-souvs-

groupe fermé de G (définition 4).

Définition 1., - Soient h et g éléments du groupe-réticuld G . L'élément h
est subordonné & g , ce qui s'écrit hsg , si, lorsque Igl = ng pour un ensem—
ble {g | @ € A} d'éléments positifs de G , ON a |h! < g, pour un «o €A,

(lel =eve™l).

THEOREME (E. C. WEINBERG [2]). - Le groupe-réticulé G est compldtement distri-
butif si, et seulement si, &(G) = e y OU s(e) = {fg €G l hsg implique h = e} .

LEMME 1. - Soit G wun groupe-réticulé, et soit e <h € ¢ tel que

{kee | esgkgh)

~

soit totalement ordonné. (On dit que h est basique). On a h ¢ &(G) .

Démonstration. - Si {ke€ ¢ | e <k < h} # 0 , soit f un élément de cet ensem-

ble. 3i f n'est pas subordonné & h , on a un ensemble {ha >e l a € A} tel
que Vha =h et f £ ha pour chaque « . Mais h est basique, donc ha < f pour

chaque @ , et on a Vha £ f qui n'est pas possible.

Si {ke€G| e<k<h) =g, évidenment h est subordonné & h .



6=-02
Notation. - On écrit

E= {ooo,"‘2,"1,0,1,2,0n.} 9 §+ = {0’1,000} et E- = {ooo,"‘2,_1,o} .

Définition 2. - Soit G un 4L-sous-groupe d'un A(S) . Si {h, g} € G est tel
que xhn\< Xg pour chaque x € S et chaque n e ,%+ » on dit que h est infini-

ment petit par rapport & g , et on écrit h < g .

LEMME 2, - Soit G un 4=-sous=-groupe d'un A(S) , et soit he @ . Si, pour
{x,v| x#y}sS,oma xh>x et yh<y, alors on a xg&‘hy et y%’hx.

Démonstration. — Dans le cas x < y,oma yhgy, yhn £y pour =mn € ?j— , et

donc xhn<yhn$y pour chaque nEZ+.Si ne 72, xhn\<x<y,etdonc
y¢nh .
Dans le cas y<x , on a yhnay pour chaque n € v , et donc xhn>yhn;y

pour chaque ne Z .Si neZ , zm® >y pour chaque ne€ Zz' , et donc y ¢ h_ .

De la m&me fagon, x 9_( hy .

Définition 3. ~ Soit S(g) = {x € S| xg# %} . On dit que g est comprimé

si S(g) est exactement un intervalle d'un s € S par g .

LEMME 3. - Soit G un g-sous—groupe compressible d'un A(S) , et soit e<geG

tel que g soit comprimé. Si k€ G est tel que sk >s et tk=t pour

{S ’ t} < S(g) ’

ilyaun e<he @ tel que h < g (Par conséquent, g est basique si, et
seulement si, S(k) = s(g) pour chaque k€ G tel que e<kgg ).

Démonstration. - On peut supposer que yk =y pour ¥y ¢ ks et k< g (Sinon

prendre k A g comprimé hors de (k A g)s au lieu de k ). En conséquence du lem-

me 2, k>e , Supposons s <t . Si t<s sy la démonstration est presque la méme,

Cd

Par le lemme 2, téks,et onauwm n>=0 (sg0=s) tel que sgneks,mais
sgn+1¢ks . Ona sg" g-leks , OU sg & k, et sg—1¢ks ; dans un tel cas, ou
e<k<g,ouilya zeks tel que (z,zg)gks,etdanscedemiercas,
e<k/\g-1kg<<g.

1

Donc, on suppose que sgn g sgn)(g-l kg)"1 « Montrons que

= (
xek .81 sgng-leks , On a, parce que k< g ,

se® g1 < se™g™ xg)t .

€k . Soit x
s

On a aussi g ! k! g<e, done sg(g! kg) ™! < g, done x € k  par conve-

xité. Donc, xk >x , et on a, pour un m € z¥ ’
~

x(g™! xg) = sg® <™ .
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+ - n+1 n+l . m
Avec le point sgn+1 , ONn a (sgn l)g 1 kg > sg = sg k .
N . Nn+2y =1 n+2 n+2 . m
Pour le troisieme point sgn+2 , on a (sg )g kg = sg = 8g k .

- -]l
Donc, par le lemme 2, 1l'intervalle de sgn+1 par (g 1 kg)k est contenu dans
- 2 -1 =1
(x, sgn+2) , lequel est contenu dans (sg" 1 , s¢°7°)  parce que x1sg”le k¥ g

et k-1g>eo

rd

Soit p = g-I kg Kt comprimé hors de (g—l kg k-m)sgn+1 « Donc, p>e . Ou
p << g et nous définissons h=p , ouilyaun z€ (sgn-1 , sgn+2) tel que
(z , zg) < p, 3 dans un tel cas g;pg"1 Ap>e , et est tel que

- n
gnl g+1) .

(g0g™" A p), = (s ) 8

De la m&me fagon, ou gpg-l A p << g et nous définissons h = gpg‘l Ap,ou il
Yya ye S et
- -1 -1
£ =glepg™ A p)et A (gpe™t A p) > e,

tel que yf >y et fy o (sgn”1 ’ sgn) . Dans ce dernier cas, f << g , et nous

définissons h = f .

THéORﬁME 2. = Chaque f-sous—groupe compressible de A(S) est complétement dis-
tributif (Donc A(S) est complétement distributif).

Démonstration. — Soit G un g-sous-groupe compressible de A(S) . Si chaque

e <heG, qui est comprimé, n'est pas un élément de &(G) = e , car 3(G) est
convexe ([1], corollaire 3.7), et G est compressible, et par conséquent, G est

complétement distributif d'aprés le théordme 1.

Soit e < g€ G tel que g soit comprimé. Par le lemme 3, g est basique, et
g é @(G) par le lemme 1, ou il ya e< ke g qui est comprimé, tel que e < kg .
De la m8me fagon, k est basique, et g £ &(G) , ouilya e <h € ¢ qui est

comprimé tel que h <<k . Soit t e S(h) , x = tk™2 . On a h, < (x, xg) .

De la m8me fagon, h¢ (c) et g ¢ 8(c) youil ya f<<h qui est comprimé,

et un point y e h tel que S(f) < (y , yh) .

t
lMontrons que f est subordonné 3 g . Soit g = Vg& you {g >e | @ €A} sG,
o’

Soit d = hfh~!

Si z ¢ (ynt ,y), 2l g = zg 2 zg, pour chaque o .

- - .

Supposons z € (yh » ¥) et zga < yh pour chaque o . Parce que zd 1€(x,xg),
-1 2 - -

et donc zd ~ g€ (xg y XE ) sy ON a z%y< yh < xg < zd 1 g « Donc g&ts d 1 g pour

1 g€ <g , qui n'est pas possible.

chaque « € A, qui implique que Vga <d”
-1
Donc, pour un o€ A etun z e (yh™" , y) , 28 2 ¥h , et on a, pour te(y,yh),
tg& > 28, Z2yh > tf , et done f g g8, 7 qui implique que f est subordonné a g

c'est-d~dire G est compldtement distributif.
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Définition 4, — Un g-sous-groupe convexe M d'un groupe réticulé est fermé dans
G si, lorsque f{g | oeAl e M et Vg& =g existent dans G , ona g€M.
o
Soit M* = (Vg | g € M, et Vg existe dans G) .
o o o
Définition 5. - Soit G un 4L-sous-growpe d'un A(S) . On dit que
G, = {geq]| sg=s}

est un A{-sous-groupe stabilisateur de G .

THéORﬁME 3. = Soit G un 4=-sous-groupe compressible d'un A(8) . Les A-sous-

groupes stabilisateurs de G sont g-sous-groupes fermés dans G .

Démonstration. = Soit G: comme dans la définition 4. Par le lemme 3.2 de [1],
*
1'ensemble G: \ GS est nul, ou il ya e<he Gs \ GS tel que h = th pour un

ensemble {ha >e | qea}s GS « En conséquence, sh > s , Soit g =h , comprimé

+ . K
hors de hS . Alors, pour g& = ha AN ge GS s O a g = Vg& ’ sg& =8, sSg>s8,

et g est comprimé,

Par le théoréme 2, le fg-sous-groupe G est compldtement distributif, donc il y
aun f >e subordonné & g . Pour chaque n EEEI, on a
n. -n
Ves & g, 8 =8

et donc
£ <g” g, g pour un g .

Mais, sg (" g, g ) = sg™ pour chaque « , donc
(sg™™)f = sg”™™ pour chague n € 7 .,
Mais f< g, done, si x < xf ,
£ S (sg™! , s&") pour un n €z .

Soit k = f comprimé hors de fx .51 t e fx , t< sgn , et done

t(g™ g, g") < sg™(g™™ g, gn) = sg" < gL g .

Si t¢ £ g,< &, et donc tg™ g, g <te =1tk g . Donc g g, g < at g
pour chaque o € A, ce qui implique que N&e

possible. Donc G: = GS y ot GS est fermé dans G .

" g €y g" < KL g < g qui n'est pas
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