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Séminairi DUBREIL 3-01
(A1gébre | o
25¢ année, 1971/72, n° 3, 15 p. 17 janvier 1973

UNE FAMILLE DE MONOIDES INVERSIFS O-BISIMPLES
GENERALISANT LE MONOIDE BICYCLIQUE

par Jean-Frangois PERROT

Dans les pages qui suivent, nous allons étudier (sans donner de démonstrations,
celles=ci se trouvant dans notre thdse [11]) la situation d'une famille de monoIdes
syntactiques, dont 1'étude est par ailleurs de la plus grande importance pour la
théorie des langages algébriques, comme 1'a montré M. NIVAT. Cette recherche nous
conduira a tracer les premiéres lignes d'une théorie des X-monoides qui générali~
se d'une maniére nouvelle celle des w-monoides, due & REILLY et & WARNE. Certains
de nos résultats ont fait 1l'objet d'une Note aux Compte Rendus [10], et d'un exposé
au "Second Florida symposium on automata and semigroups", & @ainesville (Florida)

en avril 1971.

1. Les monoIdes polycycliques.

1.0. Rappels sur les monoides syntactiques et sur les langages de Dyck.

(a) Etant donnée une partie L d'un monoide M , la congruence syntactique

(L) de L est la congruence de M 1la plus grossiére saturant L , i. e., d'aprés
M. TEISSIER [15), on a, pour p et 4 € M, p=gq mod (L) si, et seulement si,

pour tout couple u , v d'éléments de M , (upv € L)<§£¢(uqv €L) .

Le monolde syntactique ML de L , est, par définition, le monoide-quotient
¥/(1) .

On prend le plus souvent pour M 1le monofde libre X* , engendré par un alphabet

X : le langage L est alors doué de propriétés combinatoires qui se retrouvent,
p, (cf. M. P. SCHUTZENBERGER [14] ;

est fini et ou tous ses sous—groupes sont triviaux fait

sous forme algébrique, dans la structure de M
le cas particulier ou ML
1'objet du livre de McNAUGHTON and PAPERT [5]).

D'autre part, le monofde syntactique M. est fiddlement représenté par transfor—

mations de 1l'ensemble M/RL s OU R

L estLla congruence & droite principale (prin-
cipal right congruence [2], t. 2), déterminée par L , i. e. pour p , qQ €M,
P =q mnmod RL si pour tout u € M, on a (pu € L)é=$(qu € L) : le monoide M
opére a droite dans M/RL par u.p =up (oi u désigne la classe de u € M

mod RL ), définissant ainsi 1l'automate minimal acceptant L , dont ML est isomor-

phe au monoide de transitions (cf. [11]).

(b) On trouve dans la littérature deux types de langages de Dyck, qui jouent
dans la théorie des langages algébriques des r8les fondamentaux trés analogues
(théordmes de Chomsky-Schiitzenberger et de Shamir, cf. M, NIVAT [9], et 1l'exposé de
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L. BOASSON a ce m&me Séminaire [1]).

Soient X un alphabet, et X un alphabet disjoint de X , en bijection avec
X : pour x € X , on notera x 1'élément de X qui lui est associé par cette bi-
jection. On considére alors l'alphabet Z =X u X et le monofde libre 2z* , Sur
lequel on définit deux congruences Py et P engendrées respectivement par les

relations
{((xx,1) 3 xexJuf{(xx,1); xeX} et {(xx,1); xeX}.

Le langage de Dyck du premier type (resp. du second type) sur X , soit DI(X)

(resp. D2(X)), est la classe de lz* mod Py (resp. mod p2).

I1 est clair que le monofide=quotient Z*/p est isomorphe au groupe libre TI'(X)
engendré par X , de sorte que le monoiIde syntacthue correspondant MD (X) est

isomorphe & TI(X) lui-m8me. Par exemple, pour |X| =1, on a
p,({x}) = {we {x , X} ; lvl_= w2}
et MD ({x}) est isomorphe au groupe additif Z des entiers,

C'est & 1'étude du monoide syntactique MD (x) du langage de Dyck du second type,
ou "langage de Dyck restreint" et & ses proldngements naturels qu'est consacrée la
présente section. Nous noterons désormais D(X) au lieu de D2(X) , et nous dirons

"langage de Dyck" pour "langage de Dyck du second type'.

1.1- Le cas IXI = 1 .

Pour IX =1 , on vérifie facilement que

D({x}) = {we {x,T}"; (|wix = 'wf; et w =uv) entratne (|u|x 3,|uL§)}

(a) Le quotient du monoide libre {x ,'E}* par la congruence engendrée par la
seule relation (xX , 1) est bien connu sous le nom de monoide bicyclique (cf. [2]),
nous le désignerons par B . Il est clair que le monoide syntactique Mb({x}) est
image homomorphe de B ; or on sait que B n'a d'autres quotients propres que les
groupes cycliques, et que, pour toute congruence non triviale, la classe de 1. ne

B
se réduit pas & {IB} y 11 en résulte donc le théordme suivant.

’ N
THEOREME. = Le monoide syntactique du langage de Dyck sur une lettre est isomor—

phe au monoide bicyclique.

(b) En tant que monoIde syntactique, B admet une représentation fiddle comme

monoide de transitions de 1'automate minimal reconnaissant le langage D = D({x}) o

Or, il ressort de la description de D ci-dessus que, pour W € A y 11 existe

ue z¥ tel que wu € D si, et seulement si, pour tout facteur gauche w' de w ,
on a |w'|x P4 lw'L; . Les mots de Z° ne satisfaisant pas cette condition corres-
pondent & un état nul de 1'automate, désigné par w , pour lequel les transitions
sont  WeX = weX = w . Pour tout autre mot w » S0it k = lwlx - ]WLE s ona wu€D

si, et seulement si, u vérifie |uL§ - |u|X =k , et pour tout facteur gauche u!
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’ . | k ’
de u, |u'|—-- |u'| <k ; w est donc équivalent & x , et 1'état correspon-
x X

dant de l'automate peut &tre identifié a xk , avec pour transitions

k k+1
X WX = X
X =20t sk >1

X X =W o

Ces transitions peuvent 8tre interprétées comme des N x N matrices & éléments
0 ou 1, le fait qu'une transition envoie xk sur w apparaissant comme une co-
lonne de rang k identiquement nulle. On retrouve alors exactement la représenta-
tion de Schiitzenberger de B & droite relative & la H-classe de son élément neu-

tre.,

(c) Nous allons montrer dans la suite (1.4, théoréme B) que, pour IXI =22,

le monoide syntactique MD(X) est isomorphe au monoIde polycycligue X& que nous
définissons maintenant. A cette fin, nous donnerons, en 1.3, quelques précisions

sur le calcul dans X% et sur sa structure, qui généralise celle de B .

1.2. Définitions du monoIde polycyclique X% et de 1'arbre de base X .

Le monoIde bicyclique B peut également &tre défini comme l'enveloppe inversive
du monoide additif N des entiers positifs ou nuls [2]. .I1 fournit le prototype de
toute une famille de monoides inversifs bisimples. N étant isomorphe au monofde
libre engendré par un seul élément, il est naturel d'introduire la définition ci-

aprés.

(a) Définition. — Soit X un ensemble ayant au moins deux éléments : nous ap-

pelons monoide polycyclique engendré par X , noté x& y l'enveloppe inversive du

du monoTde libre X* engendré par X .

Nous allons voir qu'a de nombreux points de vue la famille des monoides polycy-

cliquesfournit une généralisation exacte du monofde bicyclique.

On sait que la structure ordonnée des idempotents de B est celle d'une chatne
infinie discréte ayant un plus grand élément, qui reproduit N ordonné dans 1'ordre
inverse de 1l'ordre naturel. La généralisation correspondant & notre propos peut

8tre ainsi définie comme suit.

(b) Définition. - Nous appelons arbre un ensemble ordonné E tel que, pour

tout e € E , on ait :

(i) L'idéal engendrd par e , c'est-i-dire le sous—ensemble {feE; fge},
est isomorphe & E . E est donc uniforme au sens de REES [12], i1 possdde un plus

grand élément que nous noterons g 5

(ii) I1 existe une seule chatne maximale reliant 1E & ‘e , laquelle est finie

on a d'une maniére uni = > e =
que IE e1 e, > > ek_1 > e, = e , avec pour
i=1,2, eee g k=1, ei+1 maximal sous e; i. e (ei ;,f 3.ei+1) entraire

(f = e, ou f= ei+1).
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Désignons par A(X) 1'ensemble des idéaux & gauche principaux du monoide libre
x*  ordonné par inclusion 3 A(X) est isomorphe & l'ensemble des mots de x* mni
de la relation d'ordre f g g si, et seulement si, il existe h € ¥ tel que
f = hg « I1 est clair que A(X) forme un arbre ; pour |X| =1, on retrouve la

chatne inverse des entiers naturels. Réciproquement, on a le lemme suivant.

(¢c) LEMME. - Soient E un arbre, XE l'ensemble des éléments maximaux de E ,
i.e. Xp={xek; (1E >f>x) entratne (f=x ou f = 1, pour tout fe B)},
de tels éléments existent d'aprds 1'hypothése (ii) ¢ E est isomorphe & A(XE) .

L'ensemble XE des éléments maximaux de l'arbre E sera ici appelé base de E :

nous parlerons d'arbres de base X , en supposant, sauf mention contraire, |X|;2 .

(d) Enfin, on transforme un arbre E en demi-treillis en lui adjoignant un
élément nul O et en posant, pour ¢ , fe€E , si egf, ed =fe=e, et si
e et f sont incomparables, e.f = f.e = 0.e = £f.0 = 0.0 =0 ., Ce demi-treillis
est O-uniforme au sens de MUNN [8], et nous verrons qu'il fournit le mod&le du
demi-treillis des idempotents du monoIde polycyclique X% .

1.3. Les monoides polycycliques comme monoides inversifs O-bisimples.
&

Nous allons voir que tout monoide polycyclique X% , par définition inversif, est

de plus O-bisimple.

(a) Une variante de la théorie de CLIFFORD. = Qualifions de "propre", tout mo=

noide M possédant un zéro tel que M \ {0} ne soit pas fermé par multiplication,
is. e. un monoide qui ne peut &tre obtenu par adjonction formelle d'un zéro & un

autre monofde.

Les résultats classiques de CLIFFORD relatifs aux monofdes inversifs bisimples

[2] conduisent 3 envisager la propriété suivante d'un monofde P .

(#) P est simplifiable & droite, et pour deux éléments quelconques a et b de

P, soit il existe ¢ € P avec PanPb =Pc , soit on a Pa n Pb = ﬁ ; de plus,

il existe effectivement a et b eP pour lesquels Pan Pb = g .

On obtient alors les résultats suivants, exactement paralldles & ceux de CLIFFORD
/ \
THEOREME o

(i) Soient P vérifiant (»), et M 1l'enveloppe inversive de P : M est O-

bisimple propre, et le demi-treillis EM des idempotents de M est isomorphe au

demi-treillis obtenu en adjoignant @ & 1'ensemble des idéaux principaux & gauche

de P . De plus, la R-classe de Iy coincide avec la représentation régulidre a

droite P de P, et tout élément non nul de M est de la forme -ci-l P , avec
P,q€?,

(ii) Soient M un monoide O~bisimple propre, P la R-classe de 1M s P vérie

fie (*)’.EE M est isomorphe & l'enveloppe inversive de P .
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COROLLAIRE. — Soit P un monoide vérifiant (*) et n'ayant pas d'autre élément

inversible que 1P : 1l'enveloppe inversive M de P est isomorphe au monoide ob-

tenu en munissant l'ensemble P x P u {0} de la multiplication suivante : pour
Pp,q,r, se€P, on pose :
(P9Q)O=O(P’Q)=OO=09

(ap , bs) si PpnaPq =Pt avec t =aq =br,

(p, )(z, s)

0 dans tous les autres cas.

De plus, sur M, la relation de Green H se réduit a 1'égalité.

(b) La structure des monofdes polycycliques. — En raison de 1'isomorphisme

entre P et sa représentation régulidre & droite P , nous les confondrons dans la
suite, et nous écrirons p-1 , avec p € P , en supposant P plongé dans un monoi-

de M isomorphe & son enveloppe inversive,

Le théoréme et son corollaire sont tous deux applicables si on prend pour monoIde
P le monoide libre X© engendré par un ensemble X contenant au moins deux é1é-

ments. Nous pouvons donc énoncer un théoréme.

& est O-bigimple ; ses idempotents forment

& .
’

THﬁOREME. - Le monoide polycyclique X

un arbre de base X ; la relation de Greem H se réduit & 1'égalité sur X
&

#* 3#
enfin, X~ est isomorphe au monoide obtenu en munissant 1l'ensemble X x X" U {O}

du produit suivant :

Pour £ , g, f', g!' € X* y On pose
(f,g).0=0.(f,g)=0.0=0,

(£, g).(t, g)

]

(f , hg') si g=hf',

]

(kf , g') si f' =ksg,

0 dans tous les autres cas,

N.B., = L'opération ci-dessus a été introduite par M. NIVAE [9] sous le nom de

"produit sélectif",

() Représentation. - Le monoide polycyclique X& est défini en tant qu'envew
q q

loppe inversive de x* comme un monoIde de bijections partielles de x* dans lui-
m8me. D'autre part, puisque, dans x& s H se réduit a 1'égalité, x& est fonda-
mental au sens de MUNN [7] ; comme tel, on peut le représenter fiddlement par des
bijections partielles du demi-treillis de ses idempotents dans lui-m8me [7] 5 or ce
dernier est de fagon naturelle en bijection avec x* s chaque idempotent de x&

1

s - 3* . .
stécrivant u " u avec u € X" unique, de sorte que cette représentation est

équivalente & celle de la définition.

Ces bijections partielles peuvent aussi &tre interprétées comme des matrices in-

3* z

finies, de format ¥ xx , & éléments O ou 1 : la matrice correspondant 2
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£l o, ge x*, est définie par (£} g), =1 si, ot seulement si, il existe
reX® tel que p=71rf et g =rg . On obtient ainsi une représentation matri-
cielle de x& identique & sa représentation de Schiitzenberger 3 droite, relative a
la H-classe de 1 . Nous verrons plus loin une autre interprétation de cette re-

présentation,
() Un exemple de calcul., - L'étroite ressemblance entre le produit sélectif

et la représentation du monofde bicyclique B , donnée en [2] (1.12, exercice 2),

permet de transposer pour le monoide polycyclique un certain nombre de calculs va-

lables dans B : par exemple, sachant que ce dernier est équidivisible [4], on vé-

rifie mécaniquement la proposition suivante.

PROPOSITION. - Le monoide polycycligue X& est O-équidivisible, i. e. pour

P,q,r, SE x& , avec pq # 0 , 1'égalité pq = rs entralne l'existence de

& ’ 3 3 3 . .
me X vérifiant 1'une au moins des deux conditions :

et q=ms,
ot

qm =S .

1.4+ Les monoides polycycliques comme monoides syntactiques des langages de Dyck.

(2) Une des définitions du monoide bicyclique B le représente comme le quo-
tient du monoIde libre & deux générateurs x et X par l'unique relation XX =1,
Nous obtiendrons ici une présentation analogue pour le monoIde polycyclique X& ’

dont nous déduirons que X% est isomorphe a MD(X) .

I1 est clair que x% oot engendré en tant que monoide par 1l'ensemble des généra-
teurs de X" et de leurs inverses : soit donc X = {X ; x € X} un ensemble dis-
joint de X , en bijection avec X , et Z =X u X ; notons p la congruence du
monoTde libre Z¥ engendrée par les relations {if =13 x€X} : il est clair

z

que x% est une image homomorphe de Zé/p . Plus précisément, on a le théoréme A,

4 \
THEOREME Ao - x& est isomorphe au quotient de Rees de Z*/p par son idéal bi-

latére maximal.

Or, le langage de Dyck D(X) étant la classe de 1Z* mod p , son monoide syntace
tique M est image homomorphe de 2¥*/p , et deux éléments de 1'idéal bilatdre ma—
ximal de Z*/p ont méme image dans M : M est donc 1'image homomorphe de X& .
Nous verrons dans la section suivante (une preuve directe a été donnée en [10]) que

x% n'admet point de quotient propre non trivial, d'ou le théoréme B,

THEOREME B. - Pour IXl 2 2 , le monoIde syntactique du langage de Dyck sur X

est isomorphe au monoide polycycligue x& .

Mentionnons pour mémoire que le théoréme A implique également, pour ]XI fini,

que x¥¢ admet une présentation finie.
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COROLLAIRE, - Le monoIde polycyclique admet la présentation suivante :

ensemble générateur Z = {x ;3 xe X} u fx; =xe X},

relations de définition {xx=1 ; x € X} u {xyz=2xy=xy ; x,y €X , X2y , 2 € Z} .

(v) x%

monoide bicyclique comme monofde de transitions était en fait identique & sa repré-

comme monoide de transitions : Nous avons vu que la représentation du

sentation de Schiitsenberger : nous allons & présent faire la m@me observation pour

le monoide polycyclique X& , monofde syntactique du langage de Dyck D = D(x) .

Un mot we Z¥ tel qu'il existe u € z¥ avec wue€ D a une image dans x& qui
est nécessairement dans la R-classe de 1'élément neutre, et deux mots de z¥ sont
équivalents si, et seulement si, ils ont m8me image. L'automate se compose donc de
1'état nul, et d'un ensemble d'états qu'on peut identifier avec X¥ , les transi-

tions étamnt, pour ue X¥ et xe x ’
U.X = ux

u!' si u=u'zx

=]
™
]

ux = w sinon,

e 3 3 3 z *
En convenant de dénoter qu'une transition envoie 1'état w , we X" , sur w,
par une colonne de rang w identiquement nulle, on peut représenter X& par des
#*
X

tation de Schiitzenberger & droite relative & la ¥-classe de 1'élément neutre.

x X* matrices & éléments O et 1 , qui sont exactement celles de la représen—

2. Les X-monofides,

REILLY [13], sous le nom de " w semigroupes", et WARNE [16], avec une autre ter-
minologie, ont étudié les monofdes inversifs bisimples dont les idempotents forment
une chalne discréte, et ont montré que, dans cette théorie, le monoide bicyclique
jouait un r8le distingué. Nous sommes donc conduits & chercher si, dans la théorie
des monoides inversifs O-bisimples dont les idempotents forment un arbre de base
X , le monoide polycyclique X& joue un rdle comparable : nous allons voir que la

situation est sensiblement plus compliquée que dans le cas des w-semigroupes.

Etant donné un ensemble X # # , nous appelons X-monoide tout monoide inversif
O-bisimple (ou bisimple si ]XI =1 ) dont les idempotents forment un arbre de base

X o Pour IX] =1, on obtient les w~semigroupes.

Nous étudierons d'abord les congruences des X-monofides pour |X’ > 2 , nous don-

nerons ensuite l'amorce d'une classification pour |X| quelconque.

2.1+ Des congruences d'un ZX~monoide (|X| = 2) .

(a2) THEOREME. - Pour |x| > 2 , toute congruence d'un X-monoide autre que la

congruence universelle est plus fine que 1'équivalence de Green H .
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On montre que, si © est une congruence d'un X-monoide M , l'existence de p
et g€ M, p=q mod9, p £ q mod ® , entraine l'existence d'un élément non

nul de M, congru & O mod 8 , ce qui entraine le résultat puisque M est O-

1l

simple et que la classe de O mod § est un idéal bilatére.

(b) On sait (HOWIE [3]) que, dans un monoide inversif M , les congruences
plus fines que # sont exactement celles qui séparent les idempotents de M, et
que M possdde une congruence maximale de ce type unique, notée w(M) , et définie
ainsi ¢ Pour p, g€ M, ona p=gq mod p(M) si, et seulement si, tout idempo-
tent e € M vérifie p L ep = q-l eq « MUNN [7] appelle fondamental un monoide M
pour lequel u(M) est réduite & 1'égalité, et montre que M/u(M) est toujours

fondamental,

COROLLAIRE,

(i) Dans un X-monoide M , w(M) est l'unique congruence maximale de M ;

(ii) Un X-monoide M posséde un seul quotient fondamental non trivial, & savoir
M/ (M) 5

(iii) Un X-monoide n'admet pas d'autre congruence que 1'égalité et la congruence

universelle si, et seulement si, il est fondamental : c'est en particulier le cas

du monoide polycyclique X& .

(¢) Par ailleurs, MUNN [6) a montré que 1'idéal C du treillis des congruen-
ces d'un monoide inversif O-bisimple M , formé des congruences plus fines que ¥,
était isomorphe au sous=treillis du treillis des sous-groupes distingués du groupe
G des éléments inversibles de M , formé des sous-groupes D , vérifiant pD < Dp,

pour tout p dans la R-classe P de 1M sy @ 6 € C correspondant la classe de

1y mod 6 « On a donc en particulier le théordme suivant.

COROLLAIRE, - Le treillis des congruences d'un X-monoide est modulaire.

() Soit K 1le sous-groupe de G correspondant & w dans la bijection pré-
cédente : d'aprés Munn, K est le sous-groupe maximum de G vérifiant pK € Kp

pour tout p € P . On peut également le caractériser par la :

PROPOSITION. - On a K = {k € G | Ppk = Pp pour tout p € P} .

Notons que les sous-groupes distingués de G contenus dans K ne possddent pas
tous la propriété requise, si bien que le sous-treillis obtenu, dont K est le
plus grand €élément, ne coincide pas avec 1'idéal engendré par K du treillis des
sous—groupes distingués de G : des exemples seront donnés en 2. d).

De la proposition suit le :

(e) COROLLAIRE. - Soit M un X-monoide, P la R-classe de 1y ¢

(i) 1a congruence maximale de M est définie par a , be M, ona a=b




3-09
mod p si a= wlvy, b= rls, avec u-=egr et v=hs, u,v,r,s€epP,

et g , h inversibles dans M vérifiant, pour tout pe P, Ppg = Pph .

(ii) M est fondamental si, et seulement si, pour tout élément inversible g de

M, g# 1y » il existe pe P tel que 1l'on ait Ppg # Pp .

(f) Exemple de X-monoIde fondamental :

Soit P 1le produit semi-direct & gauche d'un monoide libre x* par son groupe
d'automorphismes G (qui est isomorphe au groupe symétrique sur X ), obtenu en
munissant l'ensemble GXX* de 1'opération (g ’ u)(h ’ v) = (gh ’ h(u)v) . Il est
clair que P.(g , u) = {(h , Wu) 3 hes y WE X*} de sorte que P vérifie (%)
et que ses idéaux & gauche principaux forment un arbre de base X ; l'enveloppe in-
versive M de P est un X-monofde fondamental d'aprds le corollaire précédent,

. . . 3%
car aucun élément de G ne laisse fixes tous les mots de X

2.2+ Une généralisation du théoréme de Reilly (|X| > 2) .

(a) L'exemple 1.f ci-dessus montre qu'il existe des X-monoides fondamentaux
pour lesquels H ne se réduit pas & 1'égalité, donc pour lesquels H n'est pas
une congruence., De ce point de wvue, le monoide polycyclique peut &tre ainsi carac-

térisé parmi les X-monofdes :

V4 ~\
THEOREME. - Un X-monofde M est isomorphe au monoide polycyclique X& si, et

seulement si, H se réduit & 1'égalité sur M .

Ce résultat découle immédiatement de la proposition suivante.

(b) PROPOSITION. - Tout X-monoide M contient un sous-monoide isomorphe &

x& , qui posséde exactement un élément par ¥-classe de M .

Soit P 1la R-classe de 1y ¢ dtaprés le théoréme 1 , P vérifie (*), et ses
idéaux & gauche principaux forment un arbre de base X . Nous montrerons, en adap-
tant un raisonnement de REES [12], que P contient un sous-monoide isomorphe &
x& , qui a exactement un élément par £-classe de P . M étant isomorphe & 1l'en-
veloppe inversive de P , il est clair que ses éléments de la forme u_l v o,

u, Ve x* , constituent le sous-monoide cherché. La proposition se déduit donc du

lemme ci-aprés.

LEMME, - Soit P un monoide simplifiable & droite dont les idéaux principaux &

gauche forment un arbre de base X ; P contient un sous-monoide isomorphe au mo-

noide libre X¥* , qui posséde exactement un élément dans chaque @£-classe de P .

(c) COROLLAIRE. - Un ZX-monoide M admet X& comme (unique) quotient fonda-

mental si, et seulement si, H est une congruence de M .,

D'aprés la proposition, les seuls X-monoides admettant x% pour quotient fonda-—
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&

mental sont donc les produits semi-directs (split extensions) de X par des grou-

pes : on peut les décrire en traduisant les formules générales données par MUNN [8]

dans une notation inspirée par la forme du théordme de Reilly

Soient G wun groupe, et ¢ un homomorphisme de X* dans le monoide End(G)
des endomorphismes de G (considérés comme opérant & gauche dans G ) ; on dési-
gne par M(X s G, ¢) le monoide obtenu en munissant l'ensemble (X* x G x X*)U{O}
de la multiplication suivante :

(u,g,v).0=0(u, g, v) =0.0=0

(u ’ gw(h)g' ’ hV') si v = hu!

(U. y & » V)-(u' y ', V')

(ka , p(k)ee' , v') si u' =kv
= 0 dans tous les autres cas.

Nous pouvons donc énoncer le théordme suivant.

THEOREME. = Un monofde M est un X-monoIde pour lequel H est une congruence

si, et seulement si, il existe un homomorphisme ¢ de X* dans End(G) , G

étant le groupe des éléments inversibles de M , tel que M soit isomorphe au mo-

nofde M(X , G, @) .

(a) Remarque. - Ce résultat généralise évidemment la structure des w-semigrou-
pes bisimples., M(X y Gy ¢) est d'autre part l'enveloppe inversive de P = G x x¥

avec pour multiplication, pour g , he G et u, ve x* ’
(g ’ u)(h ’ V) = (gq:(u)h ’ U-V)
qui généralise la construction de REES [12].

On peut ainsi construire des monoides M pour lesquels le treillis de congruen—
ces est strictement contenu dans 1'idéal du treillis des sous=groupes distingués de
G , engendré par K (cf. 1 (d)) : on a ici K =G , il suffit donc de prendre G
abélien, et ¢ tel que pour un élément g et un mot w € X¥ au moins o(w)g ne
soit pas une puissance de g : le sous-groupe cyclique (g) engendré par g ne

vérifiera pas w{g) © (8)¥ , il ne lui correspondra donc pas de congruence de M ,

243 Structure des X-monofdes : le théordme fondamental.

(a) Nous venons de voir que les X-monoides permettaient effectivement de gé~
néraliser le théoréme de Reilly, mais que ce résultat n'épuisaint pas leur structure :
nous nous proposons, dans la section suivante, d'indiquer les grandes lignes d'une

classification de ce type de monofides.

D'aprés le théoréme 1.3 (a), un X-monoide M est déterminé & un isomorphisme

prés par la donnée de la R-classe P de 1§ M étant isomorphe & 1'enveloppe

M 14
inversive de P : ce sont donc les monoides P y simplifiables & droite et dont les
idéaux principaux & gauche forment un arbre de base X » que nous allons prendre

comme base de notre étude, et dans la suite, P désignera un tel monofde, G le
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groupe de ses éléments inversibles, et X 1la base de l'arbre des idéaux & gauche
principaux, identifide avec un systéme de représentants des £-classes engendrant

les idéaux & gauche principaux maximaux.

(v) Structure de P .

PROPOSITION. = P est en bijection avec l'ensemble G x X' .

I1 reste & munir 1l'ensemble G x X* d'une multiplication qui transforme cette

bijection en un isomorphisme. Notons d'abord que, dans P, ona
(gw)(g' w') = glwg' w'
de sorte que le probldme se ramdne & trouver la décomposition de wg' sous la for-
me wg' =hu, avec h € G et u € X*: il est clair que h peut 8tre cherché sous
la forme " g' transformé par l'action de w " et u sous la forme " w trans-
formé par l'action de g'! ". Considérons donc une application ¢ de x* dans
N * .

1l'ensemble de toutes les applications de G dans lui-m&me, qui & w € X~ associe
1'application g +—= ww(g) , et une application ¢ de G dans l'ensemble de tou-

tes les applications de x* dans lui-mBme qui & g € ¢ associe 1l'application

W b= w¢g : nous sommes amends & écrire ainsi la multiplication cherchée :
(g 4 w)(e' s w') = (gg,le") , Wi,y w') .

Cette multiplication doit faire de G x ¥ un monoide possédant les propriétés
requises, ce qui ne manquera pas d'imposer quelques restrictions au choix des ap-

plications @ et § .

Désignons par P(X , G, ¢ , W) le monoide obtenu par le procédé que nous venons

d'esquisser. Tous calculs faits, on obtient le résultat suivant :

7 -~
THEOREME. - Soient G wun groupe, X un ensemble, ¢ un homomorphisme de G

dans le groupe SX des permutations de X , opérant & droite dans X , a une ap-

plication de X dans le monoide de toutes les applications de G dans lui-m8me

qui laissent s fixe, opérant & gauche dans G , o et @ étant liées par la

relation @

-~

@

Leg') = é.(e) B (e) .
g

On considére 1'homomorphisme ¢ du monoide libre x* engendré par X qui pro-

longe ¢ , et pour w e W et g e G, on définit par récurrence sur le le mot

wy comme suit :
g-—-———_—-—

*
pour w=ux , ueX , x€X,

wy = ug v .
Vg uvﬁx(g) g
Alors :

(a) ¥ est un homomorphisme de G dans le groupe de toutes les bijections de
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x*  sur lui-mme qui conservent la longueur des mots ;

(b) 1'ensemble G x X* est muni par la multiplication

(g, wg' , w') = (gv (e') , L wt) ,

avec (1G,, 1X*) comme unité, d'une structure de monoide P(X s G, 0, ¢) sime—

plifiable & droite, dont les idéaux & gasuche principaux formemt un arbre de base X.

Réciproquement, la R-classe P de 1'élément neutre d'un X-monoide M est iso-

morphe & un monoide P(x »y Gy @, ¢) sy ou G est le groupe des éléments inversi-

bles de M , pour un choix convenable de ¢ et de % .

2.4+ Construction de quelques familles de X-monoides.

Nous allons & présent montrer comment le théoréme de structure précédent permet
de classer les X-monoides que nous avons rencontrés jusqu'ici et d'en construire
quelques autres. Nous noterons ®™(X , G , ¢ , ) 1l'enveloppe inversive de

P(X’G:‘P’\lﬁ)o

(a) Construction "avec endomorphismes" et "avec automorphismes", - Par la faci-~

1ité de manipulation qu'il autorise, un cas particulier de la construction générale
précédemment décrite retient l'attention : celui ou ¢ envoie x* dans le monoide

End(G) des endomorphismes de G .

Ceci a lieu si, et seulement si, 1l'image de X par $ est entiérement contenue
dans End(G) , donc, aprés calecyls, si, et seulement ai $ et @ vérifient,
pour tout g € G et x €X ,
(+) $X«g =4 .

Une condition suffisante, qui est aussi nécessaire si 1l'image de G par § est

un groupe transitif sur X , pour que (+) soit satisfaite est que 1l'on ait &x = @y
pour tout couple (x , y) d'éléments de X : 1'image de X par é se réduit
alors a une seule application ¢ de G dans lui-méme, nécessairement un endomor—
phisme de G , et 1'homomorphisme ¢ se factorise & travers 1'homomorphisme cano-
nique de x* sur W qui & chaque mot associe sa longueur ; on en tire comme prévu
Py = Py DPOur tout w € X*¥ et tout g € G puisque mg conserve la longueur.
L'a§rément de ce procédé vient de ce que le choix de l'endomorphisme est indépen-
dant de la donnée de & s la nature de  n'intervenant que pour étendre @ en

¥ » alors que dans les autres cas on est conduit & des vérifications fastidieuses.

Symétriquement, on peut examiner le cas ou ¢ envoie G dans le groupe des au-

. %* £oas . . ~
tomorphismes de X" , et montrer que ce cas se réalise si, et seulement si, ¢ et
~ 2 s
§ verifient

(++) U5 (g) = ¥, pour tout x €X et tout ge€G .

(b) X-monoides pour lesquels H est une congruence, = Si IXI =1, x* est

isomorphe & N , nous utiliserons donc la notation correspondante ; le groupe S
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étant trivial, la relation (+) est vérifide et 9, =« est un endomorphisme de G ,

ona ¢ = o , et la multiplication de P se réduit
n
(g , n)(g' , n') = (go (g') , n+n') .
On retrouve la structure étudiée par REES [12] sur laquelle se fonde le théoréme
de REILLY [13].

Plus généralement, lorsque l'image de G par ¢ est triviale (1'image de G
par & est triviale en méme temps), (+) est vérifide, et ¢ est un homomorphisme

de X* dans End(G) ; la multiplication de P s'écrit

(g ’ W)(g' ’ W') = (g‘PW(g') ’ WW') ’
1'enveloppe inversive de P est alors un X-monoide M, ¢, ¢) dans lequel H
est une congruence et auquel s'applique le théoréme 2 (d).

Nous voyons donc que les théorémes "a la Reilly" sont obtenus lorsque 1'image de
G par ¢ est triviale. I1 résulte en effet de la caractérisation 2.1 (e) de la
congruence maximale d'un X-monoide que le noyau de ¢ dans G est exactement de

la classe de lM mod W .

(c) X-monofdes fondamentaux. — On tire immédiatement de la remarque précéden-

te un théoréme.

THEORMME , - Le X-monoide M, 6, ® ¢) est fondamental si, et seulement si,

¢ est un monomorphisme.

Une premiére maniére d'obtenir des X-monoides fondamentaux est de choisir pour
@ un monomorphisme de G dans SX y 1e €. de prendre pour G un sous-groupe du
groupe symétrique SX s et pour & une application convenable, en se servant éven-
tuellement du procédé exposé en (a) : en effet, dans ce cas, y est nécessairement
amssi un monomorphisme, comme on le vérifie facilement, Si G est trivial, on ob-
tient le monoiIde polycyclique ; si on prend G = SX tout entier, & étant 1'appli~
cation identique de G sur lui-m8me, 1l'action de G pourra &tre étendue par
pour donner Aut(X¥) , d'aprds (++), si, et seulement si, ® envoie X tout entier
sur l'automorphisme identique de G : on retrouve ainsi 1'exemple de X-monoide

fondamental donné en 1 (f).,

Toutefois cette méthode est loin d'épuiser toutes les possibilités : en effet, la
condition " @ injectif" suffit & entratner " y injectif", mais elle n'est nulle-
ment nécessaire. Les noyaux des deux homomorphismes § et & sont reliés par

1'égalité suivante,
Ker § = {g € G ; pour tout we X¥, mw(g) € Ker {} .

A condition que Ker @ ne soit pas G tout entier, 1l'action de ¢ peut done

~
transformer un homomorphisme § non injectif en un monomorphisme ¢ ¢ il est clair

que pour obtenir ce résultat le choix de ¢ n'est pas indifférent.

Par exemple, on peut prendre pour G le produit direct de k exemplaires d'un

sous-groupe non trivial H de Sy (k entier positif quelconque), & étant le
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produit de la projection de G sur sa j-idme composante (j fixé, 1< jgk ) par
un monomorphisme de H dans SX (pour lequel on peut choisir 1'injection canoni-
que de H dans SX ), et pour $ , suivant le procédé (a), 1l'application qui en-
voie X sur un endomorphisme « de G tel que, pour tout ge G, g # 1G , dont

la j-iéme composante gj est 1H , 11 existe un entier n vérifiant
n
i. es @ tel que, pour tout g € Ker @ \ 1G , 11 existe n avec an(g) é Ker @ :

de tels endomorphismes existent, on peut prendre notamment pour « 1'automorphisme

de G d'ordre k qui permute circulairement les composantes de G = Hk .

Ce procédé établit l'existence de X-monoides fondamentaux, avec X fixé, |X|22

et |G| arbitrairement grand.

D'autres constructions sont certainement possibles : la recherche des méthodes
utilisant les procédés précédents reldve de la théorie des groupes ; si on sort de
’ . - o ’ . . . rd
ce cadre, la determination de ¢ est souvent délicate : voici par exemple un ré-

sultat relatif au cas [X| =2 (ou X={x,y} ) :

-~ Y
THEOREME. - Soit M(x , y , G , Q ¢) un {x , y}-monoide fondamental tel que

9y # ®, 3 alors hécessairement G est un 2-groupe non commutatif.

On vérifie que la construction n'est pas possible si G est le groupe des qua~

ternions, mais qu'elle 1'est effectivement pour G 1le groupe diédral d'ordre 8 .

BIBLICGRAPHIE

[1] BOASSON (L.). - Cénes rationnels et familles agréables de langages, Séminaire
Dubreil : Algébre, 25e¢ année, 1971/72, n° 15, 5 p.

[2] CLIFFORD (A. H.) and PRESTON (G. B.). = The algebraic theory of semigroups,
Vol. 1 and 2. - Providence, American mathematical Society, 1961 and 1967
(Mathenatical Surveys, 7).

[3] HOWIE (J. M.), - The maximum idempotent—separating congruence on an inverse
semigroup, Proc. Edinburgh math. Soc., Series 2, t. 14, 1964, p. 71=79.

(4] MCKNIGHT (J. D. Jr) and STOREY (A. J.). - Equidivisible semigroups, J. of Al-
gebra, t. 12, 1968, p. 24-48.

[5] McNAUGHTON (®.) and PAPERT (S.). - Counter-free automata. — MIT Press, 1971.

[6] MUNN (W. D.). = The idempotent-separating congruences on a regular O-bisimple
semigroup, Proc. Edinburgh math. Soc., t. 15, 1967, p. 233-240.

[7] wonn (w. D.). - Fundamental inverse semigroups, Quart, J, Math., Oxford,
Series 2, to 21, 1970, pl 157"170-

[8] MUNN égé gég. - O-bisimple inverse semigroups, J. of Algebra, t. 15, 1970,
po - .

[9] NIVAT (M.). ~ Transductions des langages de Chomsky, Ann, Inst. Fourier,
Grenoble, t. 18, 1968, p. 339-456.

[10] NIVAT (M.).et PERROT (F7.-F.). - Une généralisation du monoide bicyclique,
C. Ro ACad. Sc' PaI‘iS, t. 271, 1970, .Sél‘ie A, p. 824""82‘70



[11]

[12]
[13]
[14]

[15]
[16]

3-15

PERROT (J.—F.). - Contribution & 1'étude des monoides syntactiques et de cer-
tains groupes associés aux automates finis, Thése Sc. math. Paris, 1972.

REES (D.). - On the ideal structure of a semigroup satisfying a cancellation
law, Quart. J. Math., Oxford, Series 2, t. 19, 1948, p. 101-108.

REILLY (N,). - Bisimple w-semigroups, Proc. Glasgow math, Assoc., t. 7,
1966, p. 160~167.

SCHUTZENBERGER (M. P.). — Langages formels et monoides finis, Séminaire
Dubreil-Pisot : Algébre et théorie des nombres, 23e année, 1969/70, Fasc. 2:
Demi-groupes [ 1970. Nice ], n® 3, 3 p.

TEISSIER (M.). - Sur les équivalences réguliéres dans les demi-groupes, C. R.
Acad. Sc. Paris, t. 232, 1951, p. 1987-1989,

WARNE (R. J.). - A class of bisimple semigroups, Pacific. J. of Math., t. 18,
1966, p. 563-577.

Jean-Frangois PERROT
8 rue Faubourg Poissonnigre
75010 PARIS




